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PRÉFACE À L’ÉDITION EN FRANÇAIS 


Au cours des dernitres 20-235 années la physique des cristaux 
a dépassé la compétence académique de quelques laboratoires expé- 
rimentaux et a envahi le vaste monde des applications. Les branches 
nouvelles en expansion de la science et des techniques, telles l'élec- 
tronique quantique, l'optique quantique et non linéaire. la construc- 
tion d'appareils de contrôle et de mesure sur la base des semi-con- 
ducteurs, la piézo-technique., l’acoustique cristalline, etc., ne peu- 
vent se passer de monocristaux et de leurs singulières propriétés 
et utilisent des phénomènes de Ja physique des cristaux dont les 
découvertes se suivent sans cesse. D'où une demande envahissante 
en livres traitant de la physique des cristaux. Quand les auteurs 
se sont mis au travail, il n'existait que les manuels classiques de 
physique des cristaux déjà quelque peu vieillots de Voigt (1928) 
et de Wooster (1949) et les merveilleux ouvrages, bien qu'un peu 
trop condensés, de J. F. Nye et de W. Kleber (1968). Concurrem- 
ment se fait sentir le besoin pour un livre plus complet et circonstan- 
cié que les auteurs ont justement voulu écrire. 

Ce livre a été conçu en s'appuyant sur les cours et les travaux 
pratiques de cristallographie et de physique cristalline conduits 
par les auteurs à l’Institut de l'acier et des alliages de Moscou. ainsi 
qu'à la faculté de physique de l'Université d'Etat de Moscou. Les 
auteurs ont œuvré au livre pendant les années 1966-1979, qui a paru 
en U.R.S.S. sous deux éditions en 1975 et 1979. 

En y travaillant, les auteurs tâchèrent de concilier deux appro- 
ches, celle de la physique générale et celle de la symétrie caractéri- 
sant la physique cristalline soviétique inaugurée par À. V. Shubni- 
kov (1887-1970), academicien et héros du travail socialiste. Autant 
que possible les auteurs <e sont efforcés d'appliquer les idées de 
A. Shubnikov dans leurs cours et œuvres scientifiques, de même que 
tout au long de l'exposé du présent livre. 4 

On a intentionnellement omis dans Île livre la cristallographie 
structurale et la cristallochimie, les propriétés des liaisons structu- 
raux, les défauts de structure cristalline et les problèmes de crois- 
sance des cristaux. En outre, le volume déjà grand de l'ouvrage, 
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de même que le mode d'exposition du sujet ont interdit d'y inclure 
la description des méthodes de mesure et de fournir les exemples 
d'applications des propriétés physiques décrites et les valeurs quan- 
titatives de l’anisotropie des propriétés physiques des cristaux. 

Des éléments de cristallographie géométrique on n’a retenu que 
les parties nécessaires à la physique cristalline et ceci en tenant 
compte des idées exprimées par l'académicien N. V. Bélov (1891- 
1982) sur le cours de cristallographie réservé aux physiciens *). 

Du vaste outillage que recèle le calcul tensoriel on n'a également 
retenu que les éléments pouvant servir à la physique des cristaux. 
A côté des notations des relations tensorielles en coordonnées (à in- 
dices) on emploie dans le livre des notations qui ne se réfèrent pas 
aux coordonnées, offrant ainsi au lecteur le moyen de juger par lui- 
mème laquelle de ces dernières convient le mieux au cas concret 
considéré. La théorie des représentations n'est pas exposée dans 
le livre vu qu'on ne s’y réfère que dans des circonstances isolées. 

Dans l'exposé de la physique cristalline on insiste sur l'influence 
de la symétrie et de la dissymétrie des cristaux sur leurs propriétés 
physiques fondamentales et, notamment, sur l'anisotropie de ces 
propriétés. Sous ce rapport on souligne l'importance du principe 
de symétrie, dégagé par le grand savant français Pierre Curie, qui 
trouve des développements étendus dans l'école soviétique des 
physiciens étudiant les propriétés physiques des cristaux. 

Pour une représentation parlante de l’anisotropie des propriétés 
cristallines on a rassemblé dans le livre des illustrations qui la 
caractérisent: indicatrices, sections et projections stéréographiques. 
Quelques-unes ont été empruntées à des ouvrages parus, mais leur 
majeure partie ont été calculées et exécutées par les élèves de ŸY. Siro- 
tine, Ch. Boutaev et L. Yanussova avec la collaboration de P. Rou- 
bine. Saisissons l’occasion et notons que c'est Y. Sirotine et ses 
élèves qui ont pour la première fois réalisé le complexe de calculs 
et de représentations parlantes de l’anisotropie des propriétés phy- 
siques des cristaux. La méthode, promue pour la première fois par 
Y. Sirotine et ses élèves, de calcul programmé et de représentation 
explicite de l’anisotropie des propriétés physiques des cristaux par 
des projections stéréographiques s'est grandement étendue ces der- 
nières années avec les possibilités ouvertes d'utilisation des calcu- 
latrices électroniques. Toutefois, les limitations imposées au volume 
du livre n'ont pas permis d’y insérer les nouveaux exemples de 
travaux des 3-5 dernières années. 

Les auteurs ont composé ensemble le plan du livre, discuté le 
contenu de chacune des divisions et il est, par suite, bien difficile 
de concrétiser l'apport de chacun. Néanmoins, pour départager la 


*) Voir dan 


V. Shubnikov, N. V. Bélov, Colored Symetry, Pergamon 
Press, 1964, p. 2 


s À. 
175, 211. 
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contribution, indiquons que les chapitres I, III et IV sont dus prin- 
cipalement à M. P. Chaskolskaïa, les autres sont essentiellement 
l'œuvre de Ÿ. I. Sirotine. 

L'auteur principal de ce livre, Youri Isakovitch Sirotine (1923- 
4974), est mort prématurément avant la parution de la première 
édition de ce livre et, de ce fait, nombre de ses idées créatrices sont 
restées inachevées. Il est nécessaire de souligner que le livres’appuie, 
pour une grande part, sur les études originales de Ÿ. Sirotine, notam- 
ment sur l'élasticité des cristaux, la symétrie des transformations 
de phases, la symétrie magnétique, etc. 

La préparation finale du manuscrit avant l'envoi à la composi- 
tion. la révision de la seconde édition et la préparation des éditions 
en anglais (« Mir», 1982) et en français durent être effectuées en 
l'absence de Y. Sirotine. Toute responsabilité pour les erreurs et les 
lacunes, toujours possibles, incombe donc au second auteur. 

La préparation de l'édition en français a permis de procéder 
à quelques petites corrections et suppléments; on a rajouté un cer- 
tain nombre (très limité) de problèmes, qui ne figuraient pas dans 
l'édition russe, pour permettre au lecteur d’assimiler indépendam- 
ment le matériau du livre. 

On a également complété quelque peu la bibliographie qui 
néanmoins ne prétend pas à l’exhaustivité; on y a inséré les mono- 
graphies fondamentales et les articles auxquels il a été référé dans 
le corps du texte. 

Toute remarque et suggestion du lecteur français seront accueil- 
lies par l’auteur avec bienveillance et reconnaissance. 


Moscou, juin, 1982. M. Chaskolskaia 


LISTE DES SYMBOLES ET INDICES UTILISÉS 


Les symboles des éléments de symétrie se retrouvent aux $8 3 et 8. tabl. 3.1 
et 8.1: les symboles des classes de symétrie (des groupes ponctuels). aux S6 5, 
6, 8. tabl. 6.1. 6.2, 6.3, 8.1 ; les symboles des éléments d'antisymétrie., au $ 67: 
les symboles des groupes d'espace. au $ 10; les symboles des groupes ponctuels 
one magnétique, au $ 69; les symboles des groupes de Shubnikov, au 


Les symboles de Miller et de Bravais se retrouvent aux$$ 12 et 13, tabl. 13.1. 
Les symboles de Miller et de Bravais des plans ou des faces sont insérés entre 
des parenthèses (...), les symboles des orientations ou des arêtes entre crochets 
[...], des formes simples ou d’un jeu de plans symétriquement équivalents entre 
accolades {...}. d’un faisceau d’orientations symétriquement équivalentes entre 
VE angulaires (...). Le signe moins s'écrit dans le symbole au-dessus du 
chiffre. 

Les vecteurs sont désignés en italiques latins gras, par exemple p. n, V. 

Les tenseurs sont désignés par des lettres latines droites et des lettres gre- 
cques grasses, par exemple s, T, x. 

Un produit scalaire est désigné par un point (-), un produit vectoriel par 
le signe de multiplication (X). 

On désigne par deux points (:) un produit biscalaire des tenseurs. par 


trois points (:) un produit tensoriel composante par composante. 


Pour le doublement du même vecteur (par exemple, kk, mm), on se sert 
d'un produit tensoriel d'un vecteur par lui-même (voir 8 18). [V], [V=], etc., 
sont des symboles de Jahn (voir $ 42). On insère entre accolades { } les opé- 
rateurs compris dans un groupe. 

€ — symbole d'inclusion d'un sous-groupe dans un groupe 

€ — symbole d'appartenance à un groupe, symbole d'inclusion dans un 
ensemble 

NA — symbole d'intersection de groupes 

= — symbole d'inclusion non stricte dans un groupe 

I — tenseur unitaire (unité) 

6$, 6;, — tenseur de Kronecker 


OBT, Oapy: Om — pseudo-tenseur de Lévi-Civita 
+ Ga A — vecteurs principaux du réseau 

al, aï, a — vecteurs principaux du réseau inverse 

€j, €> es — vecteurs unitaires du système de coordonnées cartésien (babi- 
tuellement cristallophysique) 

X, Y. Z — axes du système de coordonnées cristallographique 

X1. Xe Xs — axes du système de coordonnées cartésien (habituellement 
cristallophysique) 

pb.. Q%. P#., QX — matrices de transformation des coordonnées recti- 
lignes Pénéralisées 
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c;.; — matrice de transformation des coordonnées cartésiennes (matrice des 


cosinus) 
r;,; — matrice de rotation des coordonnées cartésiennes 


E — vecteur intensité du champ électrique 

H — vecteur intensité du champ magnétique 

D — vecteur déplacement du champ électrique 

P — vecteur de polarisation 

#, %;j — tenseur de la constante diélectrique 

n, Niy — tenseur de l’imperméabilité diélectrique 

À, À;y — tenseur des coefficients de conductibilité calorifique 

k, k;j — tenseur des coefficients de conductibilité thermique 

p, pi — tenseur de résistivite 

m — vecteur unité de la normale d'onde 

s — vecteur unité du rayon (de propagation) 

No, N, — indices de réfraction principaux des cristaux uniaxes 

Ni, Na Na où Ne Nm: NV, — indices de réfraction principaux des cris- 
taux biaxes | 

rm. metn,. n° — indices de refraction dans une direction quelconque de 
propagation de la lumière 

x — nature de la représentation (dans $$ 47 et 66) 

u — vecteur des déplacements 

E, €;y, ex — tenseur de petites déformations 

&, W;; — tenseur de petites rotations 


®, q; — vecteur axial de petites rotations 

©, Ojj, O1 — tenseur des contraintes (dans $$ 32 et 76 — tenseur de con- 
ductibilite électrique) 

&, &;; — tenseur de dilatation calorifique (dans $$ 26, 27 et 80 tenseur de 
susceptibilité diélectrique, dans $ 76 tenseur des coefficients thermo-élec- 
triques) 

S, Sijhi Su — tenseur des déformations élastiques 

C, Cijhi, Cu — tenseur des coefficients élastiques 

U — énergie interne par unité de volume 

O — potentiel thermodynamique par unité de volume 

S — entropie par unité de volume 

T — temperature 

C — chaleur spécifique par unité de volume 

d, dijnr din — tenseur des coefficients piézoélectriques 

ZA, Za — Coordonnées thermodynamiques généralisées 

X A X, — forces thermodynamiques généralisées 

D, Tijxe M3, — tenseur des coefficients de piézorésistance 

m, Mmijgs, M), — tenseur des coefficients d'élastorésistance 

J, — courants généralisés en thermodynamique de processus irréversibles 

K, — forces associées aux courants en thermodynamique des processus 
irréversibles 

Zn — coefficients cinétiques 

7, Mijgi, 1, — tenseur des coefficients piézooptiques 

P, Pijks pau — tenseur des cocfficients élastooptiques 

r, rijne rar — tenseur des coefficients électrooptiques 

K, ÂAijne Kay — tenseur des coefficients de Kerr 

X, Xi — tenseur de susceptibilité diélectrique quadratique 

6. 6;;;; — tenseur de susceptibilité diélectrique cubique 

G, é — pseudo-tenseur de giration 

Inc — incompatibilité d’un champ tensoriel 

Def — déformation d’un champ vectoriel 


40 LISTE DES SYMBOLES ET INDICES 


Indices : 


&. B, y = 1, 2. 3 correspondent aux axes du système de coordonnées cris- 
tallographiques:; peuvent être placés en haut et en bas, 

i, j, k, 1 = 1, 2, 3 correspondent au système de coordonnées cartésien (ha- 
bituellement ct epay ue 

À. u. v, x = 1,..., 6 permettent de remplacer deux indices tensoriels 
par un seul: dans le corps du texte (à partir du ch. VI) occupent la position 
inférieure, dans l'annexe la position supérieure et inférieure, 

A,B.C.D=#0Ù,.... 9 en notations des forces et coordonnées thermodyna- 
miques généralisées, y compris la température et l’entropie, et en notations 
des matrices thermodynamiques correspondantes (ch. VII), 

a, b,c.d—1,.... 9 en notations des forces et coordonnées thermodyna- 
miques généralisées, à l'exception de la température et de l’entropie, et en nota- 
tions des matrices thermodynamiques correspondantes (ch. VII et $ 74), 

a, b. ce, d=—1,..., 9 en notations des courants généralisés, des forces 
et des matrices associées des coefficients cinétiques ($ 76). ù 

Les cas où les indices sont utilisés sous d'autres significations ou acquié- 
rent d'autres sens sont spécifiés dans le texte. 


CHAPITRE PREMIER 


RAPPEL DES ÉLÉMENTS DE CRISTALLOGRAPHIE 


$ 1. Structure d’un cristal et réseau spatial 


« La cristallophysique (physique des cristaux) étudie les lois 
des phénomènes physiques dans les cristaux. qui sont liées à la 
symétrie interne des cristaux et à leur structure atomique discrète » 
{Shubnikov, 1956). 

« La caractéristique essentielle des cristaux est leur symétrie » 
(Shubnikov, 1960). 

Les corrélations spatiales des atomes et des forces interatomiques 
caractérisent la régularité, les lois et la symétrie de la structure 
interne du cristal. Les particules dont sont composés les cristaux 
se disposent dans l’espace de façon ordonnée et symétrique, en des 
rangées, des plans réticulaires et des réseaux réguliers. Cet arrange- 
ment ordonné et la symétrie de structure interne déterminent la 
symétrie des propriétés physiques des cristaux, comme celle des 
formes polyédriques extérieures. 

L'arrangement ordonné et la symétrie de la structure cristalline 
sont la conséquence de l'équilibre dynamique de nombreuses forces 
et des processus multiples. Les sollicitations externes, par exemple, 
celles d’un champ électrique ou magnétique, d'une contrainte 
mécanique ou l'adjonction d’atomes étrangers au cristal peuvent 
perturber cet équilibre dynamique et, partant, modifier les proprié- 
tés du cristal. Cela offre de larges possibilités aux interventions 
permettant de varier les propriétés des cristaux en fonction des 
applications techniques. 

L'arrangement ordonné et la symétrie de structure engendrent 
les propriétés des cristaux telles que l'homogénéité, la discontinuité 
et l’anisotropie. 

Les points dans un cristal ne sont pas, à proprement parler, 
identiques. En un point se place une particule d'une espèce (celle 
du noyau Na de la structure de NaCI, par exemple), en un autre une 
particule différente (celle du noyau Cl), en un troisième les noyaux 
manquent, mais en revanche ce point se caractérise par un potentiel 
électrique déterminé. le quatrième est doué d’un potentiel différent, 
etc. (fig. 1.1). 


42 RAPPEL DES ÊLEMENTS DE CRISTALLOGRAPHIE ICH. I 


Toutefois, dans l’ensemble le cristal est homogène: toute partie 
du cristal n’est ni pire ni meilleure que toute autre *). L'homogé- 
néité du cristal se manifeste par l'existence d'un rayon R dit d'homo- 
généilé: dans un cristal. quelle que soit la disposition d'une sphère 
de rayon À, à tout point correspond toujours un point de disposition 
identique (ou, comme il est dit. son homologue), c'est-à-dire que 
dans une sphère d'homogenéiteé 
on a au moins deux noyaux Na, 
deux noyaux Cl, etc. Le rayon 
d'homogénéité, d'après les don- 
nées d’études par diffraction des 
rayons X, vaut habituellement 
quelques angstrômes. Or, le cris- 
tal est encore discret: tout 
point du cristal peut étre en- 
touré d'une sphère de disconti- 
nuité de rayon si petit qu'on ne 
trouvera plus en son sein de point 
qui lui soit homologue. En des 
points différents du cristal les 
rayons de discontinuité sont 
Fig. 1.1. Structure du sel gemme  Variés, mais ils sont toujours 

| (NaCD). | inférieurs au rayon d'homogéneéi- 
te (fig. 1.2). 

Notons aussitôt la dualité de l’approche de la description des 
corps cristallisés: on peut considérer les cristaux comme des milieux 
discrets (discontinus) et cemme des milieux homogènes (continus). 
La discontinuité de la structure interne signifie naturellement que 
les propriétés du cristal ne peuvent être les mêmes à l’endroit où la 
particule existe et là où elle n'existe pas, ou aux endroits occupés 
par des particules différentes. Cependant la description de maintes 
propriétés du cristal permet de se limiter aux volumes beaucoup plus 
grands que celui de la particule, mais très inférieurs à celui du 
cristal entier. C’est précisément sous cette optique qu'on considère 
le cristal comme un milieu discret et homogène. 

On appelle anisotropie le fait de posséder des propriétés diffé- 
rentes selon la direction. Par suite de la différence entre les distances 
et les forces de liaison des particules selon la direction, au sein d’une 
structure cristalline, presque toutes les propriétés des cristaux se 
comportent différemment selon la direction (mais sont identiques 
dans des directions symétriques). La vitesse de croissance du cristal 


*) Ici comme partout ailleurs on ne tient pas compte des défauts structu- 
reux des cristaux. ces derniers étant considérés comme parfaits. Dans tout. 
cristal réel il y a des défauts de structure liés aux conditions de croissance et 
aux antécédents, c'est-à-dire aux trailements mécaniques, thermiques et autres 
des cristaux. 
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est également anisotrope: c'est pourquoi le cristal, en croissant, 
prend la forme de polyèdre régulier symétrique. 

Quand un cristal croît, les particules de substance, à partir du 
milieu qui l’entoure, se déposent sur ses faces, ces dernières s’accrois- 
sant parallèlement à elles-mêmes. L'aire des faces, ainsi que leur 
forme, varient, certaines faces sont même envahies par leurs voisi- 
nes qui les recouvrent, mais les angles dièdres entre les faces se 


Fig. 1.2. Rayon d'homogénéité R d un espace cristallisé et rayons de discon- 
tinuite r1. re, rs de ses différents points. 


conservent. Aussi peut-on caractériser tout corps cristallise de façon 
univoque par l’angle dièdre formé par ses faces. 

Dans tous les cristaux d’une substance, les conditions étant les 
mêmes, les angles dièdres entre les faces correspondantes des cristaux 
demeurent constants *). C'est précisément la loi de Niels Steensen 
(loi de Stene) que ce dernier formula en 1669 après de nombreuses 
observations sur les cristaux polyédriques. 

La loi de constance des dièdres est la conséquence du fait que 
les faces cristallines du polyèdre correspondent aux plans réticulai- 
res des atomes dans la structure du cristal. Les angles entre les 
plans réticulaires constituent le trait caractéristique distinctif du 
corps cristallin considéré, qui dépend des forces de liaison entre les 
particules composant le cristal. Ces angles peuvent maintenant être 


*) Au cas où la substance possède plusieurs modifications polymorphes il 
ne s’agit chaque fois que d'une des modifications. 
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mesurés et déterminés au moyen de radiogrammes, et ceci indépen- 
damment de l'existence ou non dans le cristal de formes extérieures 
régulières. 

Les faces des polyèdres cristallins correspondent aux plans cons- 
truits par des particules matérielles, quant aux arêtes du cristal, 
elles sont formées par des rangées de particules matérielles. Les 
centres des masses de particules se disposent suivant des rangées, 
des plans réticulaires et des réseaux cristallins. 

Dans la structure d’un cristal parfait tous les points homologues 
(de même disposition) constituent une infinité de rangées régulières 


VONT NT N NX 


Fig 1.3. Rangée symétrique infinie. 


symétriques (fig. 1.3). Les points d’un espace cristallin sont anisotro- 
pes, aussi convient-il mieux de les représenter par des figures asy- 
métriques, mais pour simplifier on les assimilera à des points ou à des 
petites sphères. La plus courte distance entre des points homologues 
dans une rangée infinie est appelée équidistance ou translation prin- 
cipale a ou période de translation, période constante de la rangée ou 
paramètre de la rangée. Dans la structure cristalline c’est la distance 
interatomique. Rangées, plans réticulaires et réseaux cristallins 
sont considérés comme infinis. 

La transformation symétrique faisant passer, sans rotation, dans 
l'espace un point en un point identique, autrement dit son transport 
parallèle, est appelée transformation par translation ou tout simple- 
ment translation *). En répétant la translation d'un point, on 
obtient une rangée périodique infinie de points homologues à des 
distances — a, ..., a, 2a, 3a, ..., na, ... Cette rangée est ca- 
ractérisée par la translation &. Les points homologues liés entre eux 
par la transformation symétrique de translation a, sont dénommés 
nœuds de la rangée. Le nœud de la rangée, comme d'ailleurs le nœud 
du plan réticulaire ou du réseau spatial, ne coïncide pas obligatoire- 
ment avec le point matériel. 

En répétant les points de la rangée symétrique au moyen d'une 
autre translation a. non parallèle à la première, on obtient un 
système de points homologues sous forme d'un plan réticulaire 
(fig. 1.4). Un plan réticulaire à deux dimensions est complètement 
défini par deux translations a, et a, ou par trois nœuds quelconques 
non alignés. Les parallélogrammes dont les sommets sont des nœuds 


*) Le terme « translation » a deux significations: 1) la transformation de 
métrique constituant un transfert infini parallèle à une distance donnée, 2) la 
plus courte distance dans une rangée de points homologues. 
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sont appelés mailles du plan réticulaire. Tout couple de translations 
ne se trouvant pas sur une même droite répétera les points homolo- 
gues en forme de plan réticulaire, mais en qualité de paramètres 
principaux du plan réticulaire on a l’habitude de choisir les transla- 
tions dites élémentaires, de plus petite distance réticulaire et tradui- 
sant la symétrie du plan réticulaire. Un couple de translations a; 
et a. définit complètement la répétition des points homologues dans 
le plan. 

La maille dont les côtés sont des translations élémentaires est 
appelée maille élémentaire du plan réticulaire. Une maille élémen- 
taire est primitive si elle ne comporte pas de nœuds. L’aire d'une 


Z 


Fig. 1.4. Plan réticulaire Fig. 1.5.  Parallélépipède 
symétrique et infini: a) dif- élémentaire (notations stan- 
férentes translations élémen- dards). 


taires @y, Go. ge - . « Os; 

b) maille primitive cons- 

truite sur la base des plus 

petites translations et cor- 

respondant à la symétrie 
du plan réticulaire. 


maille primitive est égale à celle occupée par un nœud du plan 
réticulaire, c'est-à-dire que pour le plan réticulaire considéré c'est 
une grandeur constante. 

Une répétition infinie du nœud par une- translation non copla- 
naire couvre un réseau spatial, autrement dit un système tridimen- 
sionnel de points homologues. Le triplet fondamental des transla- 
tions &,, a, a; du réseau spatial peut être choisi de plusieurs fa- 
çons, mais, comme pour le réseau plan, il est convenu de choisir les 
plus courtes translations qui reflètent le mieux la symétrie du réseau. 

Le parallélépipède dont les côtés sont constitués par les trois 
translations élémentaires est appelé maille élémentaire ou parallélé- 
pipède élémentaire. Le parallélépipède élémentaire est dit primitif 
s’il ne comporte pas en son sein de nœuds. 

On a pris l’habitude de désigner les longueurs des translations 
élémentaires, c’est-à-dire les arêtes de la maille élémentaire, par 
les lettres a, b, c ou a;, a+, a, et les angles entre ces dernières par 
les lettres grecques «&, B, y (fig. 1.5). 
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Le groupe de translations de la maille élémentaire comprend trois 
translations élémentaires «a,, a, a; correspondant aux trois arêtes 
de la maille et caractérisant complètement le réseau *). 

Si les trois translations principales «,, a., a; sont connues, 
on peut déterminer la position de tout nœud dans le réseau en recou- 
rant au vecteur 


R = ma, + na; + pa;, (1.1) 


où m, nr, p sont des entiers, les vecteurs &,, &., a; constituant la 
base vectorielle du réseau. | 

Les trois nombres m. nr, p entourés de doubles crochets [[mnpll] 
sont ‘dits notation ou symbole du nœud. 

On appelle orientation cristallographique l'orientation de la 
droite passant au moins par deux nœuds du réseau. Sur cette droite 
doivent se trouver évidemment un 
nombre infini de nœuds du réseau. 
L'un de ces nœuds peut être pris 
pour origine des coordonnées [[0001]]. 
L'orientation cristallographique (la 
rangée du réseau) est complètement 
déterminée par le nœud porté par 
cette rangée du réseau et se trou- 
vant le plus près de l’origine des 
coordonnées. 

À la différence de la notation 
du nœud {[mnpll, la notation de 
Fig. 1.6. Symboles des nœudset l'orientation (de la rangée du réseau) 

des rangées. s'écrit entre des crochets banaux 

[mnp] (fig. 1.6). Les nombres m,n,p 

sont appelés ici indices de Miller de l’orientation cristallographique 

donnée et de toutes les orientations qui lui sont parallèles. Les trois 

indices entre crochets sont dits notations (ou symboles) de Miller 

de la rangée. Les indices de Miller s’écrivent l’un à la suite de 

l’autre et se lisent séparément, par exemple [102] est lu un, zéro, 
deux. 

Les orientations d’axes de coordonnées cristallographiques sont 
dotées d’indices de Miller: axe X — [100], axe Y° — [010], axe 
Z — [001], et ceci quels que soient les angles entre les axes des 
coordonnées. Le réseau tout entier peut être obtenu par répétition 
infinie dans l’espace de l’un des parallélépipèdes élémentaires au 
moyen d’un triplet de translations fondamentales. 


*) Plus loin ($ 9) on montrera qu'il est plus commode quelquefois de carac- 
tériser le réseau non pas par une maille primitive mais par une maille complexe 
possédant des nœuds non seulement aux sommets mais aussi au centre de la 
maille ou aux centres des faces. De façon analogue se complique le groupe des 
translations. 


$ ?] PROJECTIONS CRISTALLOGRAPHIQUES 17 


Les grandeurs a, b, c, &, B, y ou paramètres du cristal (métrique 
du cristal) constituent des constantes matérielles de chaque corps 
cristallin. Généralement, dans les cristaux a db =£c, a 6 
£ y 5 90°, c'est-à-dire que les translations fondamentales ne sont 
ni égales ni orthogonales. Les systèmes de coordonnées utilisés en 
cristallographie sont donnés plus loin au tableau 4.1. 

La base naturelle des systèmes de coordonnées cristallographi- 
ques sont les réseaux spatiaux. On prend pour origine des coordon- 
nées l’un des nœuds du réseau, et les trois translations élémentaires 
qui se coupent en ce nœud sont assimilées aux vecteurs &;, &., a; 
émanant de l’origine des coordonnées. Ces vecteurs dits vecteurs 
covariants fondamentaux (ou de base) sont manifestement non copla- 
naires, car autrement le volume de la maille élémentaire serait nul. 
Ils déterminent ainsi le système de coordonnées cristallographiques : 
leurs directions coïncidant avec l'orientation des axes X (a,), Ÿ (a) 
et Z (a) et leurs longueurs constituent des unités de mesures naturel- 
les d'axes correspondants. Les vecteurs &a;. &., a; forment le triplet 
droit. Respectivement, le système de coordonnées cristallographiques 
XYZ est toujours rectiligne, droit, mais dans le cas général il est 
obliquangle avec unités de distance différentessuivant l’axe considéré. 

Le réseau spatial est une construction géométrique permettant 
de déterminer les points homologues dans l’espace cristallin. Autre- 
ment dit, le réseau spatial est un schéma tripériodique de distribu- 
tion des particules au sein du cristal. Le réseau traduit la structure 
symétrique, indépendamment de la coïncidence du nœud avec 
l'atome d'une espèce quelconque ou avec l’interstice entre les ato- 
mes. Dans ce dernier cas il y a répétition symétrique dans l’espace 
d’interstices et d’'atomes qui les entourent. 

La structure du cristal traduit de façon concrète la distribution 
des particules matérielles dans l'espace, la symétrie, les lois ou les 
motifs de cette distribution. Le réseau spatial incarne la répétition 
dans l’espace de particules matérielles ou de groupes composés de 
ces particules ou d'« espaces vides » entre ces dernières. 

« Le réseau nous fournit la dimension et la forme de l'unité de 
structure qui se répète, sa maille élémentaire, mais ne nous renseigne 
pas sur la répartition de la matière au sein même de la maille élé- 
mentaire. À la première phase de l’étude cela importe peu. D’abord 
c'est la carcasse en acier de l'édifice futur qui doit être édifiée, 
ensuite, on discutera de l’aménagement intérieur et de l’ameuble- 
ment » (Lonsdale, 1948). 


$ 2. Projections cristallographiques 


Les projections cristallographiques sont utilisées pour la repré- 
sentation de la symétrie des formes externes et de la structure des 
cristaux, de l’anisotropie et de la symétrie de leurs propriétés, 


2—01180 
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à des fins de déchiffrement des radiogrammes. Selon la loi de cons- 
tance des dièdres, on peut caractériser la forme d'un polyédre 
cristallin, la symétrie et l’anisotropie de ses propriétés par un jeu 
d’angles entre ses faces ou, comme il est adopté en cristallographie, 
entre les normales à ses faces. 

Soit une sphère entourant un cristal. Menons de son centre O 
des normales aux faces du cristal en les prolongeant jusqu’à l'inter- 
section avec la sphère. Chaque normale se projette sur la sphère 
en un point appelé pôle (point a, sur la fig. 2.1, a). Tout plan passant 
par le centre O coupe la surface de la sphère suivant des arcs de 


Fig. 2.1. Construction de la projection sphérique (a), mesure des coordonnées 
sur cette dernière (b) et construction d'une projection stéréographique (c). 


cercles. Si le plan projeté ou une orientation ne passent pas par 
le point ©, on peut les déplacer parallèlement à eux-mêmes sans 
perturber les relations entre les angles. La position de tout point 
sur la surface de la sphère de projections est définie par deux coor- 
données sphériques: p la distance polaire, comptée suivant toute 
direction à partir de zéro (pôle ) jusqu'à 180° (pôle S), la longi- 
tude, comptée sur l'équateur à partir du méridien d’origine (fig. 2.1, b). 
La projection sphérique obtenue est ison tour projetée sur un plan. 
Les projections utilisées dans ce cas sont des projections stéréogra- 
phique, gnomostéréographique et gnomonique. 

Le plan des projections stéréographique et gnomostéréographique 
est le plan équatorial de la sphère de projections, quant au plan de 
projection gnomonique, c’est un plan tangent à la sphère de projec- 
tions en son pôle 

En projection stéréographique les orientations cristallographiques 
sont figurées par des points, tandis que les plans le sont par des 
arcs de grands cercles. En projection gnomostéréographique la 
relation est inversée: les plans sont figurés par des points et les : 
orientations par des arcs de grands cercles. 

La projection stéréographique est essentiellement utilisée pour 
la représentation des éléments de symétrie du cristal ainsi que de la 
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symétrie et de l’anisotropie de ses propriétés physiques. Son plan 
de projection est le plan équatorial Q de la sphère de projections 
sur lequel la sphère est projetée sous forme de cercle (fig. 2.1, c). 

Pour obtenir la projection d'une droite, par exemple de OA. 
on trace la ligne AS à partir du point polaire À de la sphère de 
projections jusqu’au pôle sud S de la sphère. Le point a d'inter- 
section de la ligne AS avec le cercle de projections est la projection 


DOQ 
DOC 


Fig. 2.2. La rangée du haut — projections stéréographiques des plans (ou 
projections gnomostéréographiques des orientations). rangée du bas — projec- 
tions stéréographiques des orientations (ou projections gnomostéréographiques 
des plans) : perpendiculaire au plan de projection (a), parallèle (b) et oblique (c). 


stéréographique de la direction OA. La projection stéréographique 
d'une droite est représentée par un point à l’intérieur du cercle 
de projections (fig. 2.2, a). 

Les orientations inclinées se projettent pour 0° < p << 90° 
à l’intérieur du cercle de projections et d'autant plus près du cercle 
limite que p est plus grand. Si p > 90° (mais p << 270°), l’orienta- 
tion ressortant dans la moitie inférieure de la sphère de projections, 
on inverse l'orientation et le point correspondant en projection est 
représenté non pas par un petit cercle mais par une croix. 

Le plan passant par © (coupant la sphère suivant un cercle. 
fig. 2.1) se projette en projection stéréographique en arc d’un grand 
cercle. Pour ne pas surcharger le dessin, on ne projette habituelle- 
ment que l'intersection d'un plan ou d’une ligne de la moitié supé- 
rieure de la sphère. 

Les projections stéréographiques des plans horizontaux coïnci- 
dent avec les cercles du cercle de projections (fig. 2.2, b). des plans 
verticaux avec les diamètres du cercle de projections (fig. 2.2, a), 
quant aux plans inclines, ils sont représentés par des arcs s'appuyant 
sur les extrémités du diamètre (fig. 2.2, c). Une verticale a pour 


De 
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projection un point au centre du cercle de projection, une horizon- 
tale comme deux points de sortie sur le cercle équatorial. 

Un cercle tracé sur la sphère est représenté en projection stéréo- 
graphique par un cercle ou une ligne droite. En projection stéréo- 
graphique les angles sont respectés, c’est-à-dire que l’angle formé 
par les pôles des faces sur la sphère (mesuré par les arcs des grands 
cercles) vaut l’angle intercepté par les projections stéréographiques 
de ces arcs. 

La projection gnomostéréographique est essentiellement utilisée 
pour représenter les formes du cristal, ses faces et arêtes, etc., autre- 
ment dit l’ensemble des plans de même symétrie et orientation. 
Elle se représente également en forme de cercle du plan ous 
de la sphère de projection. 

Pour obtenir une projection gnomostéréographique d'un plan 
cristallographique (d’une face), on mène une normale à ce plan (à cet- 
te face) jusqu'à ce qu'elle coupe la sphère de projection, ensuite, 
on trace la ligne joignant ce point d'intersection avec la sphère et 
le pôle sud de la sphère (pour les normales coupant la sphère dans 
sa moitié inférieure, on le joint au pôle nord). Une projection gno- 
mostéréographique d’un plan (d’une face cristalline) est un point. 
Les projections des normales aux faces se disposant au-dessus du 
plan de projection sont marquées par de petits cercles et à celles se 
disposant au-dessous par des croix. 

Les faces horizontales se projettent au centre du cercle de pro- 
jection (la face supérieure marquée par un petit cercle et la face 
inférieure, par une croix), les faces verticales se projettent sur le 
cercle de projections et les faces inclinées à l’intérieur de ce dernier 
(fig. 2.2). Plus la pente de la face inclinée est grande, plus sa pro- 
jection s'éloigne du centre. Les projections des faces d’une même 
zone se disposent sur un même grand cercle de projection. 

Les projections gnomostéréographiques des orientations (des 
arêtes du cristal) sont représentées par des arcs de grands cercles. 
Un grand cercle, c’est-à-dire le cercle dont le centre coïncide avec 
celui du cercle de projection, est le lieu géométrique des pôles de 
toutes les faces dont les normales se disposent sur un même plan 
(à savoir, sur le plan du grand cercle). 

Les projections stéréographique et gnomostéréographique sont 
souvent réunies dans un même dessin. 

On utilise, à la résolution de problèmes posés par les projections 
stéréographique et gnomostéréographique, des réseaux gradués. 
Parmi ces derniers le plus utilisé est le réseau de Wulff constituant 
une projection stéréographique d’un système de méridiens et de 
parallèles de la surface de la sphère sur le plan d’un des méridiens. : 

Le réseau (ou canevas) de Wulff standard est tracé sur un cercle 
de diamètre de 20 cm; les parallèles et les méridiens s’y projettent 
en arcs de cercles tous les 2°. Les distances qui les séparent peuvent 
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être divisées à l œil encore en quatre parties, autrement dit atteindre 
une précision de près de 0,5° (fig. 2.3). 

La position de tout point sur le réseau de Wulff est déterminée 
par les coordonnées œ et p; les distances polaires p sont comptées 


g-30° 


Fig. 2.3. Réseau de Wulff (schéma) et lecture des coordonnées sur ce dernier 


à partir du centre du dessin, et les longitudes «ç à partir du méridien 
zéro suivant le cercle dans le sens de rotation des aiguilles d'une 
montre. 

Le réseau polaire de A. Boldirev (fig. 2.4) est une projection 
stéréographique d'un système de parallèles et de méridiens de la 
surface d’une sphère sur un plan équatorial. Le point de vue se 
trouve au pôle sud. Les lignes sont distantes de 2° ou de 5°. Les 
méridiens sont des droites divergeant radialement du centre de 
projection; ces droites sont en fait des arcs de rayon infiniment 
grand. Le méridien origine, ou méridien zéro, est désigné par le 
chiffre O0. ensuite, les mcridiens sont affectés de chiffres tous les 10°. 
Les parallèles sont représentées par des cercles concentriques. La 
projection de l'équateur coïncide avec le cercle de projection (cercle 
fondamental). la projection du pôle (« parallèle zéro ») avec le point 
se trouvant au centre de la projection. Les longitudes æ se lisent 
à partir du méridien zéro suivant la rotation des aiguilles d'une 
montre, les distances polaires se lisent suivant le méridien à partir 
du centre de projection. 
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Fige 2.5. Réseau de Fédorov (schéma). 
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Le réseau de E. Fédorov est une combinaison de deux réseaux 
de Wulff décalés de 90° et du réseau polaire de Boldyrev. Il est gradué 
de 5° en 5° (fig. 2.5). 

Au $ 24 on verra comment on applique les projections stéréo- 
graphiques et les réseaux de Wulff, Fédorov et Boldyrev à la repré- 
sentation de la symétrie et de 
l'anisotropie des propriétés phy- 
siques des cristaux. M 

La connexion entre les pro- 
jections sphérique, stéréogra- 
phique. gnomostéréographique et 
gnomonique est illustrée sur la  P 
figure 2.6. La projection de 
l'orientation OAÀ (voir fig. 2.1) 
fournit en pojection sphérique de 
rayon r le point a qui est défini S 
par les coordonnées , p, en pro- 
jection gnomonique (plan MM)  pi6. 2.6. Illustration de la relation 
le point a;, en projection stéréo- entre les projections sphérique. sté- 
graphique (plan PP) le point a.  réographique. gnomostéréographique 
En projection gnomostéréogra- el gnomonique. 
phique (plan PP) le point a, est 
la projection du plan perpendiculaire à l'orientation Oa. Les 
relations entre les angles projetés sont données sur la figure 2.6. 

Il est commode de résumer la connexion entre les trois projec- 
tions sous forme d’un tableau: 


nr? 


Image 
Projections 
du plan | de la droite 
Stéréographique Arc de grand cercle Point 
Guomostéréographique | Point | Arc de grand cercle 
Gnomonique Point Droite 


$ 3. Eléments de symétrie des cristaux 


On appelle symétrie géométrique d'un espace cristallin (ou d'une 
figure) la propriété de l’espace (de la figure) de coïncider avec lui- 
même par des transfomations symétriques. Ces opérations, ou 
transformations symétriques, sont la réflexion, la rotation, les trans- 
ferts faisant coïncider l’espace (la figure) avec lui-même. 
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La symétrie et l’anisotropie des propriétés physiques des cristaux 
se manifestent de façon remarquable dans les formes polyédriques 
extérieures des cristaux. Notons que la forme d'un polyèdre cristal- 
lin réel est toujours la conséquence non seulement de l’anisotropie 
de la vitesse de croissance, mais également des conditions externes 
de la croissance du cristal, à savoir: le gradient de température, 
le contact avec les cristaux voisins ou les parois du cristallisateur, 
l’action de la pesanteur, l'influence de l’hétérogénéité du milieu, 
etc. En négligeant les conditions réelles de croissance des cristaux, 
on n'étudiera d'abord que la symétrie des polyèdres cristallins 
parfaits. 

On appelle figure symétrique ou polyèdre symétrique une figure 
(un polyèdre) susceptible de coïncider avec elle-même à la suite de 
transformations symétriques. 

Les éléments de symétrie sont des images subsidiaires (points, 
droites, plans) permettant de définir la symétrie des figures (ou de 
l’espace). Dans toutes les transformations symétriques les distances 
entre les points de la figure demeurent invariables, autrement dit 
il ne se produit pas d'’étirement, de contraction. de torsion. etc. 

Les transformations symétriques peuvent être divisées en deux 
types: 1) transformations finies ou ponctuelles, quand un point au 
moins de la figure demeure fixe, et 2) fransformations infinies ou 
spatiales, quand aucun des points de la figure ne reste en place. 
Les transformations symétriques finies correspondent à la symétrie 
des polvèdres cristallins parfaits, les transformations infinies à la 
symétrie des structures. 

Dans la description des éléments de symétrie on adoptera les 
notations internationales mises au point par Hermann et Mauguin 
et sanctionnées par l’Union internationale des cristallographes 
(International Tables). Dans des ouvrages de physique et de chimie 
on utilise souvent d'autres systèmes de notations qu'on décrira 
plus loin. 

Pour représenter les éléments de symétrie et les transformations 
symétriques, on se servira de la projection stéréographique. Les 
symboles internationaux servant à la représentation des éléments 
de symétrie sur le plan de symétrie sont donnés au tableau 5.1. 

Opérations simples de symétrie finie. Les opérations de symétrie 
simples sont la réflexion ou la rotation. On les décrit par les élé- 
ments de symétrie suivants: 


Symbole international 


Plan de symétrie (miroir) m 
Axes de symétrie n(n=2, 3, 4, 6) 
Centre de symétrie 1 


(n désigne ici l’ordre de l'axe, c’est-à-dire 1, 2, 3, 4, 6, voir plus 
loin). 
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Le plan de symétrie ou miroir (m) désigne le plan qui divise la 
figure en deux parties égales par réflexion se disposant l’une par 
rapport à l’autre tel un objet et son image dans le miroir, comme la 
main droite et la main gauche. 

Ainsi, par exemple, dans un triangle équilatéral on a trois miroirs 
perpendiculaires au plan du triangle: leurs projections sur le plan 


A À /À 


Fig. 3.1. Symétrie d'un triangle : l’axe 3 neutre et trois miroirs (a), l'axe 3 dex- 
tre et pas de miroirs (b), l'axe 3 senestre et pas de miroirs (c). 


du triangle sont représentées sur la figure 3.1. S'il s’agit de la sy- 
métrie d’un triangle banal, autrement dit d’une figure géométrique 
composée de trois segments de droites mathématiques, alors cette 
dernière ne possède pas d’autres miroirs. Mais si l’on considère le 
triangle comme une figure matérielle, alors la symétrie peut s'avérer 
plus complexe. Si le triangle est 
découpé dans un morceau de 
papier blanc, face et dos iden- 
tiques, il apparaît alors encore 
un miroir coïncidant avec le 
plan du triangle. Mais si la face 
et le dos de ce triangle sont 
différents, par exemple blanc 
d'un côté et noir de l’autre, pig. 3.2. Trois miroirs de coordon- 
ce miroir n'existera pas. nées et six miroirs diagonaux d’un 

Dans un cube (fig. 3.2) on cube. 
peut obtenir neuf miroirs dont 
trois sont perpendiculaires aux faces du cube et six aux plans 
diagonaux. On a montré sur le dessin de droite la projection sté- 
réographique des miroirs du cube. 

On appelle are de symétrie (n) une droite la rotation autour de 
laquelle fait coïncider la figure avec elle-même. L’angle élémentaire 
de rotation, c’est-à-dire le plus petit angle de rotation faisant coin- 
cider la figure avec elle-même, est contenu un nombre entier de fois 
dans l'angle 2x, car autrement la figure ne coïncidera pas avec elle- 
même après rotation totale. Le nombre », dit ordre de l'are, indique 
combien de fois la figure coïncide avec elle-même dans une rotation 
complète autour de l'axe. 

A Ja figure 3.1 on a représenté trois triangles équilatéraux. 
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Tableau 3.1 
Eléments de symétrie des figures finies et leurs notations standard 


Représentation par 


Notation rapport au plan du dessin 


Désignation interna- 


tionale 2 
Dee e ren parallèle 


Plan de symétrie (miroir) 


Centre de symétrie 1. so Ceo 
d'ordre deux 2 Ô + 
d'ordre trois 3 . + A 
Le) 
o 
pe 
= 
d'ordre quatre , B Bu 
[.#) 
_ | 
© 
E : 
L d'ordre six 6 © ee 
T 
T. 
z 
ne 
d'ordre trois 3 À AA 
a 
A 
S | d'ordre quatre n d d—& 


d'ordre six 6 ( 3—8 
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Chacun possède un axe d'ordre trois (axe 3). Le premier triangle 
(a) possède en outre trois miroirs (perpendiculaires au plan du des- 
sin), tandis que le deuxième et le troisième triangles (b, c) n'ont 
pas de miroirs, ils n’admettent que les axes de symétrie à droite 
(dextre) ou à gauche (senestre). En envisageant les triangles considé- 
rés comme des figures matérielles, on est en mesure de les définir 
comme des triangles de symétrie à droite et à gauche. 

Les axes de symétrie d'ordre un (axe 1) sont la caractéristique 
de toute figure, aussi bien géométrique que matérielle: tout corps 
après rotation de 360° autour d’une direction quelconque coïncide 
complètement avec lui-même. 

La figure géométrique dont la symétrie est maximale est la 
sphère : chacun de ses innombrables diamètres constitue un axe de 
symétrie d'ordre infini (æ); en outre, par chaque diamètre passent 
une infinité de miroirs. 

Un cône circulaire possède un axe d'ordre infini qui coïncide 
avec son axe. Le cône coïncide avec lui-même si on lui fait subir 
une rotation d’angle quelconque autour de cet axe. En outre, tout 
plan passant par cet axe est un miroir du cône; ainsi, le cône admet 
une infinité de miroirs passant par son axe. 

Passons de nouveau d'une figure géométrique à une figure maté- 
rielle. Supposons, par exemple, que le cône est hachuré ou recouvert 
de peluche dont les poils regardent d'un côté, ou encore, pour simpli- 
fier, supposons que le cône est en rotation uniforme autour de son 
axe. Le cône continuera à coïncider avec lui-même dans la rotation 
d'un angle quelconque autour de son axe, c.-à-d. qu'il a toujours 
un axe de symétrie, mais ses miroirs disparaissent : la rotation uni- 
forme a modifié la symétrie de la figure matérielle. 

Dans les objets de la nature tels que les fleurs, les fruits, les 
coquillages, etc., dans les figures géométriques, les œuvres d'art 
on décèle des axes de symétrie de tout ordre, de 1 à co. Les formes 
géométriques des cristaux n'admettent que des axes de symétrie 
d'ordre 1, 2, 3, 4 et 6. Les axes d'ordre cinq ou d'ordre supérieur 
à six ne peuvent exister dans Îles cristaux. 

Soit un axe de symétrie d'ordre # d'angle de rotation & = 2x n 
qui perce perpendiculairement le plan du dessin au point À incar- 
nant un nœud dans la rangée À, A”, A”, . . ., comme c'est montré 
sur la figure 3.3. Alors, de toute évidence, en chaque point homolo- 
gue de la rangée percera également un axe identique. Si une rota- 
tion d'angle & autour de l'axe passant par À fait passer le point 4° 
au point B”, une rotation identique autour de l’axe sortant au point 
A’ fera passer le point À dans la position B. Les points B, B”, etc., 
doivent former une rangée de points homologues parallèles à la 
rangée AA”, autrement dit 


BB" = Ni, 
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où test la translation A4”, N un entier. Vu que BB’ = t — 2t cos x, 
il vient 
t — 2t cos a = NVt, 
d'où 
1—.V 
COS Œ = ——— 


De la condition 
—1 L'cos a L +1 


s ensuivent toutes les valeurs possibles : 


N —1 (Q 1 2 3 

cos &œ 1 1/2 0 —1/2 —1 . 
0? 60° 90°  120° 180° 

Ordre de l’axe de symétrie 1 6 A 3 2 


Ainsi, la condition de périodicité et de continuité de la rangée 
des points n'est satisfaite que si les axes de symétrie sont d'ordre 
2, 3, 4 et 6. De façon analogue, on démontre que dans un réseau 


8° 5 


À 4 A” 


Fig. 3.3. Illustration de l'impossibilité d'axe de symétrie d'ordre cinq dans 
un milieu cristallin. 


plan ou un réseau spatial il ne peut exister que des axes de symétrie 
d'ordres identiques. Les axes de symétrie d'ordre cinq, sept et 
d'ordres suivants ne peuvent se rencontrer dans les cristaux. 

Il est intéressant de noter que l’axe d'ordre 5, inexistant dans 
les cristaux, se rencontre dans les structures biologiques (« cristaux 
de la matière vivante ») étudiées ces dernières années. « Il se peut 
que l’axe d'ordre » constitue pour les organismes infimes une sorte 
d'outil de lutte pour l'existence, de garantie contre la pétrification, 
la cristallisation dont le premier stade est l'« accaparement » par 
le réseau » (Belov, 1962). 

En considérant la symétrie d’une figure, il faut distinguer de 
façon nette s’il s’agit de la symétrie de la figure même sans prise 
en compte de l’environnement, ou de la symétrie de la figure et de 
son environnement. Les formes des polyèdres cristallins traduisent 
toujours des retombées des conditions de croissance et de symétrie 
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du milieu de cristallisation. Dans le présent livre on ne considérera 
toutefois que la symétrie d’un polyèdre cristallin parfait en négli- 
geant son entourage. 

Une figure géométrique peut présenter plusieurs axes de symé- 
trie d'ordres variés à côté des miroirs et autres éléments de symétrie. 
Par exemple, un cube possède trois 
axes d'ordre 4 (ils passent par les 
centres des faces comme les axes 
d'un système de coordonnées rec- 
tangulaire), quatre axes d'ordre 3 
(passant par les couples des som- 
mets opposés) et six axes d'ordre 2 
(joignant les milieux des arêtes 
opposées). 

Considérons deux points en pro- 
jection (fig. 3.4). Le point B peut 
être obtenu à partir du point À par 
transformation symétrique en réflé- 
chissant le point À dans le miroir m 
(fig. 3.4, a) ou en faisant tourner 
le point À autour de l’axe de sy- 
métrie d'ordre 2 se trouvant dans 
le plan de projection (fig. 3.4, b). 
Comment déceler la transformation 
qui s’est produite en fait ? La diffé- 
rence est manifeste si l'on fait 
tourner ou si l’on réfléchit non pas 
un point mais une petite figure Fig- 3.4. Le point (à gauche) et le 

se : : : triangle matériel avec face (blanche) 
matérielle : . triangle à face blan- 4 endroit (noir) se transforment 
che et dos noir. L’axe 2 (fig. 3.4, b) par symétrie au moyen d'un miroir 
fait passer le triangle de l'endroit perpendiculaire au plan du dessin 
à l'envers, tandis que le miroir («) d'un axe 2 (binaire) se trou- 


. PRE SR vant dans le plan du dessin (b) et 
(fig. 3.4, a) le réfléchit sans le un a avec. le 


retourner. Si le triangle est réfléchi plan du dessin (c). 

dans le miroir m coïncidant avec 

le plan du dessin, la face noire coïncidera avec la face blanche; on 

le marquera par un point noir sur un fond blanc (fig. 3.4, c) *). 
On appelle centre de symétrie (1) (centre d’inversion, centre d'égalité 

inverse) un point particulier au sein de la figure se caractérisant par 

le fait que toute droite passant par ce point rencontre les points 


*) « Le triangle blanc sur l'avant de la demi-sphère. une fois réfléchi dans 
le miroir, passe sur l'arrière de la sphère en se disposant juste au-dessous, de 
sorte qu'on ne peut le voir. En perçant un trou dans le triangle blanc, on aper- 
cevra à travers le second triangle qui paraîtra noir. C'est [a signification du 
point noir figurant au centre du triangle » (Shubnikov, 1951). 
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identiques (homologues) de la figure se disposant des deux côtés 

du centre et à des distances égales. Ainsi, la transformation symétri- 

que au centre de symétrie est une réflexion au point retournant la 

figure de l'endroit à l'envers (fig. 3.5, a). 

A la figure 3.5, b on a montré les projections stéréographiques 
de deux faces de cristal symétriques par rapport au centre de sy- 
métrie, l'une se trouvant dans la moitié supérieure de la sphere de 
projections (cercle) et l’autre dans la moitié inférieure (croix). Une 
transformation analogue y est donnée pour le cas d’un triangle 

blanc et noir: la réflexion par 
rapport au centre de symétrie 
fait passer le triangle de l’en- 
droit à l'envers. - 

(4 (4 Les cristaux possédant un 
centre de symétrie ne peuvent 
avoir de droites polaires. On 
appelle droite polaire une droite 

a) b) c)_ dont les propriétés sont diffe- 
rentes suivant l'orientation 

Fig. 3.5. Transformation symétrique (fig. 3.5, c). Considérons, par 
D Da Le FEI eR pioiée exemple, l'axe de symétrie 4 
S S S <Yy- ‘ : 
étriques UE. A PDUE à un Cenlre dans LpASne ob URE pyramide 
de symétrie (b): flèches: polaire quadrilatères. Les deux bases du 
(sans centre de *ymétrie) et apolaire prisme sont identiques; par 
(à centre de symétrie) (c). réflexion au centre de symétrie 
ou dans un miroir transversal, 
un des bouts de l’axe 4 se confond avec l’autre et inversement ; 
il n’y a pas de différences dans les orientations de l’axe 4, l’axe 
étant apolaire. La pyramide possède également un axe 4, mais par 
aucune opération de symétrie propre à la pyramide mème on ne peut 
faire coincider le sommet de la pyramide avec sa base, c'est-à-dire 
un bout de l'axe avec son autre bout, l’axe de symétrie d'ordre 4 est 
polaire dans la pyramide. Dans le cube les mêmes axes 4 sont apo- 
laires, car le cube possède un centre de symétrie. L'’axe de symétrie 
d'un cône circulaire est polaire, tandis que dans un cylindre circu- 
laire l’axe est apolaire. Pour plus de détails voir annexe C. 

L'ensemble des éléments de symétrie m, 2, 3, 4, 6, 1 reunit 
tous les éléments de symétrie simples existant dans les cristaux. 

Chaque élément de symétrie d’une figure implique un ensemble 
d'opérations de symétrie: l’axe 3 — des rotations de 120° et 240°; 
l'axe 4 — des rotations de 90°, 180°, 270° ; l’axe 6 — des rotations 
de 60°, 120°, 180°, 240°, 300°. Toutes les rotations engendrées par 
l'axe de symétrie peuvent être interprétées comme des répétitions 
d’une rotation élémentaire; pour l'axe 2, c'est la rotation de 180”, 
pour l’axe 3 de 120°, pour l’axe 4 de 90°, pour l’axe 6 de 60°. A la 
différence des axes de symétrie notés par des chiffres droits, les 
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rotations élémentaires seront notées par le symbole d’axe en italique 
muni d’un indice indiquant l’axe de coordonnées coïncidant avec 
l'axe de symétrie considéré: 2,, 3., etc. En utilisant les notations 
cristallographiques, écrivons: 2j100]; 3roo13 etc. L'aboutissement de 
la répétition de plusieurs rotations élémentaires est considéré comme 
une puissance de la rotation élémentaire envisagée ; si, par exemple, 
la rotation de 60° est notée 6., celles de 120°, 180°, 240°, 300° autour 
du même axe seront notées respectivement ‘6, 67, 6:, 6%. Les 
égalités suivantes sont évidemment vraies 


GB — 3; 6G—2.; 4 — 02. 


L'opération de réflexion dans le miroir m est notée parl symbole 
du miroir affecté d’un indice indiquant l'axe de coordonnées normal 
au miroir: M, où Mjuo,. L'opération d’inversion, c'est-à-dire la 
réflexion par rapport au centre de symétrie 1, est notée f. 

De plus, on assimile aux opérations de symétrie l'identité ou 
l'opérateur unité qui est une opération de transformation de la 
figure laissant cette dernière en place (absence d'opérateur de sy- 
métrie) *). On la note par le symbole 1. 

Si une figure possède plusieurs éléments de symétrie, la combi- 
naison d'opérations de symétrie que ces derniers impliquent se 
complique. 

Voyons un exemple. Soit une figure possédant un axe 3 et un 
axe 2 qui lui est perpendiculaire (c’est la symétrie des cristaux du 
quartz, fig. 3.6). L’axe 3 implique les rotations 3 et 3°,et l’axe 2 la 
rotation 2. Etant donné que chaque opération de symétrie trans- 
forme la figure (polyèdre parfait de quartz) en elle-même, l’abou- 
tissement de plusieurs opérations de symétrie successives (on l’ap- 
pelle produit de ces opérations) est également une transformation 
de la figure en elle-même, et il est aussi une opération de symétrie. 
Voyons le résultat de deux opérations de symétrie successives : 
d’abord de 3., ensuite de 2,. En projection (fig. 3.7, a) ce résultat 
est obtenu par une seule opération, à savoir 2,. Sur la figure 3.7, & 
le triangle À, après rotation de 120° autour de l’axe 3., prend la 
position B, ensuite, après rotation de 180° autour de l'axe 2,, vient 
occuper la position C. Mais on peut faire passer À en C également 
au moyen d'une seule rotation autour de l’axe 2,. On le note ainsi: 
2.3. = 2,. On écrit à droite l'opération effectuée d’abord. L'ordre 
de notation est essentiel: la figure 3.7, b montre que la variation 
de l’ordre des opérations conduit à un autre résultat: 3.2, — 2,. 
En effet, à la figure 3.7, b le triangle À, après rotation de 180° 
autour de l’axe 2,, vient occuper la position D et, ensuite, par rota- 


*) (Shubnikov, 1951). Le terme « opérateur identité » est également intro- 
duit par A. Shubnikov. 
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tion de 120° autour de l’axe 3.,, passe à la position E ; on peut de 
même faire passer directement À en Æ par rotation de 180° autour 
de l'axe 2,. 


Fig. 3.6. Cristal de quartz, gauche et droit, et projection stéréographique de 
ses éléments de symétrie. 


y  & D 
SE 


) 


Fig. 3.7. L'aboutissement de deux opérations de symétrie successives: 
a) 237 = 2us 0) 3,2x = 2ye 


Les résultats de couples possibles d'opérations de symétrie 
successives d’un cristal sont donnés dans le tableau de multiplica- 
tion (comme on l’expliquera au $ 9, c'est le tableau de multiplica- 
tion du groupe 32). 


Droit 
Cofacteurs 

Gauche 1 1 3. 32 ge 2 LA 
3- 3- 3° 1 2 A 2: 
3° 2 1 3; 2u 2% 2y 
2à 2 2: 2, 1 3° À 
à 2, 2 24 3; 1 32 
2u 2u 2, 2> 82 8 1 
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Comme on le voit du ÉLE il s'ensuit de la présence dans le 
cristal de quartz d'axes 3. 1e ne citenee encore de deux éléments 
de symétrie, ceux des axes 2, et 2 2,. Ainsi, si perpendiculairement 
à l’axe de symétrie 3 passe l’axe 2, on a alors trois axes 2 perpen- 
diculaires à l’axe 3. Cet exemple particulier a permis de déduire 
le théorème 1 sur la multiplication des opérations de symé- 
trie. 

Théorème 1. Si l’axe de symétrie 2 passe perpendiculaire- 
ment à l’axe de symétrie d'ordre n, il existe alors en tout x axes 
2 perpendiculaires à M n. La combinaison de l'axe de symétrie 
d'ordre x et de l’axe 2, qui lui est perpendiculaire, est notée n2; 
dans le cas considéré on a la combinaison 32 (voir fig. 3.6). 

Formulons encore quelques théorèmes sur la multiplication des 
opérations de symétrie qu'on utilisera ultérieurement dans ce livre. 
On ne donne ici que des exemples illustratifs, les démonstrations 
rigoureuses étant reléguées à l'annexe D. 

Théorème 2. La ligne d'intersection de deux miroirs est 
toujours un axe de symétrie à angle de rotation double de l'angle 
formé par les miroirs. La figure 3.8 en fournit une illustration. 
La réflexion dans le miroir / fait passer le triangle À dans la posi- 
tion B, et dans le miroir /7 dans la position C. Mais la transforma- 
tion de A en C peut également être réalisée au moyen d’une rotation 
autour de l'axe » de l'angle 2a, c'est-à-dire mi, mi, = no. 

Théorème 2a (théorème inverse du théorème 2). La rotation 
autour de l'axe de symétrie peut ètre remplacée par deux miroirs. 
L'un des miroirs est un plan quelconque contenant l'axe et 1 autre 
forme avec le premier un angle égal à la moitié de l'angle de rota- 
tion autour de l’axe et orienté comme cette rotation. La démonstra- 
tion s'ensuit de façon évidente de la même figure 3.8. 

Théorème 3. Le point d’intersection d'un axe de symétrie 
pair avec un miroir qui lui est perpendiculaire est un centre de 
symétrie. Sur la figure 3.9 l'axe 2. perpendiculaire au miroir "”, 
fait passer le triangle À en position B (fig. 3.9, a), le miroir m, 
fournit la réflexion À — 4”, B — B° (fig. 3.9, b), mais À et B, 
ainsi que À” et B sont aussi liés par le centre de symétrie engendré 
(fig. 3.9, c). 

La combinaison de l’axe de symétrie d'ordre r et du miroir qui 
lui est perpendiculaire est notée #/m; dans le cas envisagé c’est la 
combinaison 2/m (fig. 3.9. d). 

On démontre de façon analogue les théorèmes suivants. 

Théorème 3a. Si un axe de symétrie pair comporte un 
centre de symétrie, cet axe admet aussi un miroir qui lui est perpen- 
diculaire. 

Théorème äb.Si un miroir passe par un centre de symétrie, 
il passe alors par ce centre, perpendiculairement au miroir, un axe 
de symétrie d'ordre pair. 


3—01180 
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Théorème 4. Si le long d'un axe de symétrie d'ordre »# 
passe un miroir, alors ces derniers sont au nombre de nr; cette combi- 
naison est notée nm (la démonstration est identique aux théorème 1, 
voir fig. 3.8). 

Par multiplication des opérations de symétrie on obtient les 
opérations déjà mentionnées plus une nouvelle opération : le produit 


KA À À 2/m 


C) d) 
Fig. 3.8. La refle- Fig. 3.9. Un axe de symétrie pair et 
xion dans deux un miroir qui lui est perpendiculaire 
miroirs qui se cou- engendrent un centre de symétrie. 


pent est équivalen- 

te à une rotation 

autour d'un axe de 
symétrie. 


de la rotation élémentaire » et de l’inversion 1 dans un ordre quel- 
conque est une opération de symétrie appelée rotation inverse élé- 
mentaire n, c'est-à-dire Zn — n°1 = n. 

L’axe autour duquel s'effectuent les rotations inverses est appelé 
axe de symétrie inverse. Comme les axes de rotation directs, les axes 
inverses ne peuvent acquérir dans les cristaux que les ordres 1, 2, 
3, 4 et 6. 

Parmi les rotations inverses élémentaires on trouve deux des 


opérations mentionnées plus haut: l’action de l'axe inverse 1 est 
équivalente à celle du centre de symétrie, et la rotation inverse 
autour de l'axe 2 est équivalente à l’action du miroir: 2? = m. 
Les autres rotations inverses constituent des opérations nouvelles. 
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La répétition des rotations inverses élémentaires aboutit aux 
résultats suivants: 


4, 4=2,; 4: di-1. 


Par exemple, une rotation inverse autour de l’axe 3, normal 
au miroir (fig. 3.10, a), autrement dit une rotation de 120° avec 
réflexion simultanée par rapport au centre de symétrie, fait passer 


a) 


Fig. 3.10. Transformations symétriques dues aux axes de symétrie inverses 
3 (a), 4 (b), 6 (c) d'un triangle matériel (rangée supérieure) ou d'un point en 
projection stéréographique (représentation standard) (rangée inférieure). 


le triangle (ou le point) À dans la position B, ensuite, dans la posi- 
tion C, etc. De façon analogue, sur la figure 3.10, b le triangle (ou 
le point) À est transféré par rotation de 90° suivie d’une réflexion 


simultanée par rapport au centre (axe 4) en B, puis en C, etc. 


Pour décrire la symétrie des polyèdres cristallins on utilise parfois encore 
une opération de symétrie: miroir perpendiculaire à un axe de symétrie, consti- 
tuant une rotation autour de l’axe de symétrie accomplie simultanément à la 
réflexion sur un miroir perpendiculaire à l’axe. Les axes de rotations de cet 


opérateur L,, L,, La, L;, LA sont équivalents aux axes inverses: Z, = 2 = 4, = 
= m; L=1, L3— 6, L, = 4, Ly= 3 11 faut souligner que L, est identique 
à 3 et non pas à 6, tandis que L, l'est à 6 et non pas à 3. Ilen est de mêmeavec 
les axes Li = 2 et L, x Î. 

3* 
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Une rotation inverse est une rotation autour d'un axe de sy- 
métrie et une réflexion par rapport au centre de symétrie réalisées 
simultanément; on ne peut diviser ces deux opérations, aussi la 
présence dans un cristal d’un axe de symétrie inverse ne signifie-t-elle 
nullement qu'il y existe un centre de symétrie et ne contredit pas 
au fait l'existence d’axes polaires (l’axe inverse étant lui-mème 
notoirement apolaire !). 

Bref, la symétrie des polyèdres cristallins est de façon erhaustive 
décrite par l'assortiment d'éléments de symétrie m, 1, 2, 3, 4, 6, 3, 
4, 6. Revenons aux théorèmes de leur multiplication. 

Théorème 5 (théorème d’Euler). La résultante de deux 
axes de symétrie qui se coupent est un troisième axe passant par leur 
point de rencontre. j 

En guise d'illustration de ce théorème on a recourt à la figu- 
re 3.11. L'axe 4, réalise le transfert À — B, l'axe 2, B — C, mais 


Zzy 
Zry 
Z 

a) b) 
Fig. 3.11. Illustration du théorème d'Euler: Fig. 3.12. Illustration du 
a) 2,4, = 2, b) 4,2, = 2,4. théorème d’Euler au moyen 
j | d'une projection stéréogra- 

phique. 


il est possible de transférer directement À en C par rotation autour 
de l'axe 2,,, c'est-à-dire 
2x Sr = Dry 
Ces transformations peuvent être réalisées dans un ordre dif- 
férent : 
l'opération 2, transfert À — B 


» 4. » B — C": 
. » 2 xy » A > C, 
c'est-à-dire 
4,2, = 2, 


Illustrons le théorème l’Euler en recourant à la projection. 
A la figure 3.12 À et C sont des traces d’axes de symétrie d’angles 
de rotation & — 2x/n et B — 2x/m respectivement. Du point de 
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rencontre de ces axes, pris pour centre, on trace une sphère qui est 
projetée sur le plan du dessin en la tournant de manière que l'axe 4 
passe par le centre de projection. Selon le théorème 2a, la rotation 
autour de l’axe À peut être remplacée par deux miroirs dont le 
premier est quelconque et le second forme un angle a&'2 avec le 
premier miroir; menons le premier miroir par l’axe C.*De façon 
analogue. la rotation autour de l'axe C sera remplacée par deux 
miroirs se coupant sous l’angle B/2, le premier miroir passant par A. 
Le produit 
Mi Mit — 1, 

c'est-à-dire que l'aboutissement de deux réflexions successives dans 
un même miroir laisse la figure en place. Il reste deux miroirs mr: 
et m1 se coupant sous un angle +2 et équivalents. selon le théort- 
me 2, à l'axe de symétrie C d'angle de rotation y — 2x p. Le théorè- 
me est démontré. 

On a indiqué plus haut que les axes de symétrie ne peuvent être 
dans un cristal que d'ordre 2, 3. 4, 6. Quelles sont les combinaisons 
possibles de ces axes dans un cristal? 

En effectuant autour des axes À, B, C de la figure 3.12 toutes 
les rotations possibles À. 4°, A%, .... B, B°, B%, ..., etc. on 
obtient évidemment sur la sphère n intersections avec l'axe A. m 
intersections avec l'axe B et p intersections avec l'axe C, et en 
menant par ces dernitres des miroirs représentés sur la sphère par 
des arcs de grands cercles, on obtient sur la sphère un réseau de 
triangles sphériques. D'après la trigonométrie sphérique, on sait 
que la somme des angles d’un triangle sphérique S vaut 

180° << S < 3-180°. 


D'un autre côté. de la condition selon laquelle les axes 4, B. C 
ne peuvent être que des axes d'ordre 2, 3, 4, 6 il s'ensuit que les 
angles entre les côtés du triangle ne peuvent valoir que 90°. 60’, 
45°, 30°. Aussi ne sont-elles stables que les combinaisons d’axes 
de symétrie énumérées plus bas: 


: Somme des Combinaisons Svstème cristallogra- 
Angles angles d’axes phique 
90°, 90°, 90° 270? 2, 2; 2 Orthorhombique 
60°, 90°, 90° 240° di 2, 2 Trigonal 
45°, 90°, 90° 225° 4, 2, 2 | Quadratique 
30°, 180°,  180° 390° 6, 2, 2 | Hexagonal 
60°, GO°, 90° 210° ds ‘+ à ’ 
45°, 60°, 90 195° Ro NUE 


Dans la dernière colonne on a indiqué le système cristallographi- 
que dont la signification est expliquée au paragraphe suivant. 
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$ 4. Catégories cristallographiques., systèmes 
et syngonies 


En fonction de la symétrie géométrique, de la forme de crois- 
sance et de la symétrie des propriétés physiques les cristaux se divi- 
sent en catégories, systèmes et syngonies. 

Avant de passer aux catégories, introduisons la notion d'orienta- 
tions singulières, ou privilégiées, pour les cristaux. L'orientation 
unique ne se répétant pas dans le cristal est dite privilégiée ou uni- 
que *). Par exemple, l’axe 6 dans le cristal de neige, l’axe 4 dans 
la pyramide quadrilatère ou le prisme quadrilatère ou l’axe 6 dans un 
crayon hexaèdre constituent des orientations privilégiées: aucun 
autre élément de symétrie propre à ces polyèdres ne permet d'obte- 
nir, après répétition, encore un axe 4 ou un second axe 6. 

Dans un cube l’axe 4 n’est pas unique, il y en a trois, chacun 
coincidant avec un même axe identique, par exemple, par réflexion 
sur chacun des six miroirs diagonaux du cube. Dans un cube se 
répètent par symétrie non seulement les axes de symétrie mais égale- 
ment une orientation quelconque, il n'y a donc pas d'orientations 
privilégiées dans le cube. Les orientations qui se répètent dans un 
cristal et qui sont liées entre elles par des éléments de symétrie on 
appelées équivalentes symétriques. 

Suivant le nombre d'orientations privilégiées (uniques) et cet 
d’'axes de symétrie disponibles les cristaux se répartissent en trois 
catégories : 

catégorie supérieure: les orientations privilégiées manquent, il 
y a plusieurs axes de symétrie d'ordre supérieur à 2 (exemple, le 
cube) ; 

catégorie moyenne: une seule orientation privilégiée coincidant 
avec l’axe de symétrie unique d'ordre 3, 4 ou 6, donc supérieur à 2 
(exemple: prisme triangulaire, tétraédrique et hexaèdre); 

catégorie inférieure : plusieurs orientations privilégiées, pas d'axes 
d’ordre supérieur à 2 (exemple: prisme dit rhombique présentant 
trois axes 2). 

À la catégorie supérieure appartiennent les cristaux admettant 
plusieurs axes de symétrie d’ordre supérieur à 2; en particulier ils 
possèdent quatre axes 3 et, en outre, on y peut rencontrer trois axes 4 


ou 4. Ce sont des cristaux de symétrie au degré élevé. Ils sont dé- 
munis d'orientations privilégiées. À toute orientation d'un cristal 
de catégorie supérieure correspondent d'autres orientations symétri- 
quement équivalentes. Dans les directions symétriquement équiva- 
lentes, les propriétés des cristaux doivent être identiques et, par 
suite, l’anisotropie des propriétés des cristaux de la catégorie supé- 
rieure est la moins marquée. Les propriétés physiques des cristaux 


*) Cette définition se rapporte non seulement au cristal mais également 
à tout polyèdre symétrique. 
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décrites par le tenseur de second ordre (voir ch. III), c’est-à-dire les 
conductibilités calorifique et électrique, la constante diélectrique, 
etc., sont dans ces cristaux isotropes, isométriques. 

A Îla catégorie moyenne appartiennent les cristaux comportant 
une orientation privilégiée, à savoir un des axes de symétrie 3, 4 
ou 6 (direct ou inverse). L’anisotropie des propriétés physiques des 
cristaux y est marquée plus distinctement que dans les cristaux 
de la catégorie supérieure. 

La catégorie inférieure rassemble Îles cristaux dont l'axe de 
symétrie est d'ordre inférieur à 2 et qui possèdent plusieurs orienta- 
tions privilégiées. Ce sont les cristaux dont la symétrie est du degré 
le moins élevé, tandis que l'anisotropie des propriétés est la plus 
marquée. 

A leur tour les trois catégories se subdivisent en sept systèmes 
suivant la symétrie caractéristique et la combinaison des axes de 
symétrie (voir $ 3). 

La catégorie inférieure comprend trois systèmes *): 

système triclinique, démuni d’axes de symétrie et de miroirs; 

système monoclinique, présentant un axe de symétrie d'ordre 2 
ou un miroir, où un axe et un miroir; 

système orthorhombique dont les cristaux possèdent plus d’un axe 
d'ordre 2 ou plus d'un miroir. 

La catégorie moyenne se subdivise également en trois systèmes : 


système trigonal, avec un axe principal de symétrie 3 ou 3; 

système quadratique (ou tétragonal), avec un axe principal de 
symétrie 4 ou 4; 

système heragonal, avec un axe principal de symétrie 6 ou 6. 

La catégorie supérieure ne comporte qu'un seul système, le 
système cubique, se caractérisant par quatre axes de symétrie d'ordre 3 
(ternaires). 

Au lieu de subdiviser les catégories en sept systèmes on peut les 
subdiviser en six syngonies. 

La notion de syngonie se confond avec celle de système pour tous 
les systèmes, sauf pour les systèmes trigonal et hexagonal. La divi- 
sion en syngonies s'appuie sur le choix du système de coordonnées 
cristallographiques ainsi que sur le triplet des vecteurs de base qui 
le caractérisent «a;, a, a;, autrement dit la métrique «,.b, c, 
&, B, y (voir fig. 1.5). 

Les axes des coordonnées cristallographiques sont toujours choi- 
sis suivant les axes de symétrie ou suivant les normales aux miroirs. 


*)'Les termes cristallographiques sont pour la plupart formés de quelques 
mots grecs: mono — 1, di — 2, tri — 3, tetra — 4, penta — 5, hexa — 6, hep- 
ta — 7, octa — 8, deca — 10, dodeca — 12, edra — face, gonia — angle, pina — 
pete clino — oblique, scalenos — boiteux, trapeza — table, sin — sem- 

able. 
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Si les éléments de symétrie manquent, comme c'est le cas pour les 
syngonies monoclinique et triclinique, on choisit les axes des coor- 
données suivant les arêtes du polyèdre cristallin ou suivant les 
rangées du réseau cristallin. 

Les mailles élémentaires primitives de chacune des syngonies 
figurent dans la première colonne des tableaux 9.1 et 4.1. 


U 


| | | TT | 
à + ” 
a) b) 6) 
À y 


d) €) f) 


Fig. 4.1. Règles standards de placement cristallographique (en projection 
stéréographique) : systèmes cubique (a). j'acrsbane (b), trigonal et hexagonal 
(c). orthorhombique (d). monoclinique (e) et triclinique (f). 


Sur la figure 4.1 on a montré comment sont choisis les axes des 
coordonnées dans les cristaux des sept systèmes. 

Dans la catégorie supérieure n’est rangée qu'une syngonie, la 
syngonie cubique. C’est la seule syngonie dont la symétrie corres- 
pond au système cartésien de coordonnées habituel a = b = c, 
x = B — y = 90°. La maille élémentaire est un cube. Les axes des 
coordonnées sont choisis suivant les trois axes 4 ou 4 ou 2 perpendi- 
culaires l’un à l’autre. En outre, les cristaux de la syngonie cubique 
possèdent obligatoirement quatre axes 3 (les diagonales spatiales 
du cube), ce qui est une caractéristique essentielle des cristaux 
cubiques. Les notions de syngonie cubique et de système cubique 
coincident. 
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Dans la catégorie moyenne on range deux syngonies: 
la quadratique, avec axe principal 4 ou 4; 


l'hexagonale. avec axe principal 6 ou 6, ou 3, ou 3. 

L'axe principal dans ces syngonies est toujours pris pour axe 
Z (X3), quant aux axes X (X,) et Ÿ (X.), ils se disposent dans le 
plan perpendiculaire à l’axe principal. Les segments interceptés 
sur les axes X et Ÿ sont ici égaux (a = b), aussi la métrique des 
cristaux de la catégorie moyenne est-elle caractérisée par le rapport 
cla; ce rapport varie avec la substance et est une constante caracté- 
ristique de cette dernière. 

Pour les cristaux quadratiques les notions de système et de 
syngonie coïncident. Quant aux cristaux des systèmes hexagonal 
et trigonal *), ils peuvent ètre décrits dans un système unique, dit 


système de coordonnées hexagonal : l'axe unique 3 ou 3 (trigonal), 


6 ou G (hexagonal) est pris pour axe Z. Les axes À et Ÿ se disposent 
dans le plan perpendiculaire à l'axe Z et forment entre eux un angle 
de 120°; pour des raisons de symétrie, on leur ajoute un quatrième 
axe Ü se disposant dans le même plan et également sous un angle 
de 120°, autrement dit on utilise un système de coordonnées à quatre 
axes. La maille élémentaire de cette syngonie constitue une combi- 
naison de trois mailles primitives (voir tabl. 4.1 et 9.1). 

Pour décrire ces cristaux, on peut également se servir d'un systè- 
me de coordonnées à trois axes (rhomboëdrique) se disposant suivant 
les arêtes d’un rhomboëdre élémentaire, c'est-à-dire a — b = c, 
a = B — y 90°. La constante caractéristique de la substance est 
alors l'angle &. Ce système de coordonnées convient le plus aux 
cristaux trigonaux à réseau rhomboëédrique de Bravais (voir $ 9). 

Dans la syngonie orthorhombique (rhombique) (a £ b Æc, 
a = Bf — y = 90°) on utilise un système de coordonnées rectangu- 
laire avec des segments unitaires inégaux et une condition obliga- 
toire c << a << b. Les axes des coordonnées passent par les axes 2 ou 
sont perpendiculaires au miroir. 

Dans la syngonie monoclinique a # b c. a = y = 9° LB, 
l'axe Ÿ est parallèle à l'axe 2 ou perpendiculaire à m, les axes X 
et Z occupent le plan normal à }”, toutefois. leur disposition et l'angle 
qu'ils forment entre eux ne sont pas fixés par les éléments de sv- 
métrie; on les choisit suivant les rangées atomiques ou suivant les 
arêtes de la forme externe des cristaux. Une autre disposition des 


*) Malheureusement les notions de syngonie et de système n'ont pas reçu 
une distinction bien nette dans les publications scientifiques. Quelquefois le 
système trigonal est pris pour un sous-système du système hexagonal, dans 
d’autres cas les notions de système et de syngonie sont confondues et on distin- 

ue alors 7 syngonies. y compris les syngonies hexagonale et trigonale. Mais 
ans tous les cas ce n'est pas une question de principe. le malentendu étant 
dû à Ll'imprécision de la terminologie. 
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axes est aussi possible, c'est le second placement de la syngonie 
monoclinique quand l’axe 2 ou la normale à m se disposent le long 
de l'axe Z. 

Dans le système triclinique (a b ec. a LR y 90°) les 
axes ne sont pas fixés par les éléments de symétrie et sont choisis 
suivant les arêtes du cristal avec la condition obligatoire c < a << b. 

Pour la catégorie inférieure, les notions de syngonie et de système 
coïncident. 

La répartition des cristaux entre les catégories, systèmes et 
syngonies est donnée au tableau 4.1. Remarquons qu’en cristallo- 
graphie un rôle essentiel revient aux règles de placement. c'est-à-dire 
aux règles de disposition des éléments de symétrie le long des axes 
de coordonnées déterminés. vu qu'elles déterminent l'univocite de 
l'indexation (voir $ 12). 


$ 5. Groupes ponctuels (classes) de symétrie 
cristalline 


Plusieurs opérations de symétrie d’un polyèdre cristallin par- 
fait. c'est-à-dire de transformations aboutissant à la coïncidence du 
polvèdre avec lui-même. constituent une c/asse (type) de symétrie 
ou un groupe ponctuel de symétrie cristalline. Le nombre d'opérations 
de symétrie différentes entrant dans le groupe est dit ordre du groupe. 

Examinons les propriétés les plus simples de ces groupes. 

Si une opération transforme un polyèdre cristallin en lui-même, 
la répétition de cette opération le transforme également en lui-même. 
La répétition successive d’une opération de symétrie étant notée 
comme une puissance de cette dernière, le groupe comprend avec 
chaque opération toutes ses puissances possibles. Ceci ne signifie 
aucunement que le nombre de ces puissances est infini: la répétition 
de toute opération cristallographique ponctuelle ramène en fin de 
compte le cristal à sa position initiale, autrement dit il existe une 
puissance d'opération quelconque qui équivaut à une identification 
ou à un opérateur identité: 


Les groupes engendrés par un élément de symétrie, c'est-à-dire 
composés des puissances d’une opération unique sont dits cycliques. 
Les groupes cristallographiques cycliques sont désignés par des 
symboles d'éléments de symétrie les ayant engendrés. Ils peuvent 
être du premier ordre (1), du second ordre (1. mn, 2). du troisième 


ordre (3), du quatrième ordre (4, 4), du sixième ordre (6. 3, 6). 


$ 5] GROUPES PONCTUELS DE SYMÊTRIE 45 


Si une certaine opération fait coïncider le polyèdre avec lui- 
même et, par suite, est une opération de symétrie, l’opération rame- 
nant le polvèdre dans sa position de départ est alors aussi une opéra- 
tion de symétrie ; elle est dite inverse de la premivre (cette dernière 
est à son tour l'inverse de la seconde). L'opération inverse est notée 
comme l'opération de départ affectée de l’exposant négatif du pre- 
mier degré. 

Le produit d'opérations inverses l’une de l’autre est l'identité 7 ; 
il est évident que deux opérations quelconques dont le produit est 
une identité sont mutuellement inverses. Exemples d'opérations 
inverses l’une de l’autre: 


1:1-1 m-m = 1, 2.2—1, LL 1, 
{3.4—1, 65.6—1, 3.35—7], 4.431. 
6-65 = 1. 


Comme on le voit, certaines opérations (2, m, 2) sont inverses 
d’elles-mêmes. 

Si chacune des deux opérations quelconques transforme le polyè- 
dre cristallin en lui-même, l’accomplissement successif de ces deux 
opérations transforme le polyèdre en lui-même: à côté des deux 
opérations quelconques, le groupe comprend également leur produit 
{ou les deux produits s'ils ne coïncident pas). 

Soient, par exemple, 2, et m, les opérations de symétrie d’un 
polyédre cristallin. Selon le théorème 1 $ 3 1 est également une 
opération de symétrie. Avec l'identité ces opérations forment un 
groupe, tous les produits possibles n'impliquant aucune autre opé- 
ration ; le symbole de ce groupe 2/m est expliqué au paragraphe sui- 
vant. 

Les tableaux de multiplication des groupes ponctuels 2/m, 222, 
mm2 et du groupe abstrait non cyclique d'ordre 4 sont de la forme: 


2/m | 1 | 2, | my | 1 222 | 1 | 5e | 2, | se 
1 1 | 2, | my | 1 1 1 | 2 | 2, | LA 
2, 2, 1 ] | my Sp | 2 | 1 | 2. | 2, 
My My 1 | 1 | 2y y | 4, | 2; | 1 | 2% 
1 [5 |, 2 1 ARE ESE 
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mm2?\ 1 | M x my ; De abstr 1 | a | b c 
1 | 1 | mx my | De 1 | 1 | a | b | c 
Mr mx 1 | se | my a | a | 1 | c | b 
My my 2. | 1 | Mx b b | c | 1° | a 
2: Le | my mx 1 C c | b a | 1 


Toutes les multiplications dans le groupe 2/m sont commutatives, 
c'est-à-dire ne dépendent pas de l’ordre des facteurs; cela se mani- 
feste par le fait que le tableau de multiplication du groupe est 
symétrique par rapport à la diagonale principale. Ainsi, 2/m est un 
groupe commutatif. [1] va de soi que tous les groupes cytliques sont 
commutatifs (toutefois, tous les groupes commutatifs ne sont pas 
obligatoirement cycliques). 

Les groupes dont les multiplications ne sont pas toutes commuta- 
tives sont dits non commutatifs. Tel est, par exemple, le groupe de 
symétrie des cristaux de quartz 32, engendré par l’axe 3 et l’axe 2 qui 
lui est perpendiculaire. On a montré au $ 3 que 3.2, 2,3... Le 
tableau de multiplication de ce groupe n’est pas symétrique par 
rapport à la diagonale principale (voir $ 3). 

Le groupe 32 est un exemple de groupes engendrés par deux opé- 
rations de symétrie. À ces groupes appartiennent également les 
groupes de symétrie des pyramides régulières triangulaire 3m et 
tétraédrique 4m. Certains groupes cristallographiques sont engendrés 
par trois opérations; tel est, par exemple, le groupe de symétrie du 
prisme régulier tétraédrique 4/mmm. Les opérations engendrant le 
groupe sont quelquefois appelées opérateurs générateurs du groupe. 
Les opérateurs de tous les groupes cristallographiques sont donnés 
au tableau 45.2. 

Il arrive qu'une partie des opérations du groupe constitue un 
groupe indépendant (évidemment d'ordre inférieur au groupe de 
départ) ; ce groupe est appelé sous-groupe du groupe de départ, tandis 
que ce dernier est un sur-groupe de ce sous-groupe. 

C'est ainsi que le groupe 2/m a trois sous-groupes *): 2 {1, 2,,}, 
m {1, m,} et 1 {/, 1}; quant au groupe 32, il en a quatre: 
3 (7, 3, 35}, 2 {1, 2,}, 2 {1, 2,}, 2 {1, 2:}. Le fait que le grou- 
pe 4 est le sous-groupe du groupe 2/m est noté : 1 & 2/m. Le groupe 1, 


*) On insère entre accolades les opérations entrant dans le groupe. 
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constitué d’une seule opération 7, est le sous-groupe de tout groupe, 
aussi l’appelle-t-on souvent sous-groupe trivial et on l’omet dans 
l'énumération des sous-groupes. 

Le rapport d'ordre du groupe à celui du sous-groupe est appelé 
indice du sous-groupe; c'est ainsi que par rapport au groupe 32 le 
groupe 3 est un sous-groupe d'indice 2, et le groupe 2 un sous-groupe 
d'indice 3; par rapport au groupe 2/m les groupes 2, m et 1 sont des 
sous-groupes d'indice 2. 

L'ensemble d'opérations appartenant simultanément à deux 
groupes est appelé intersection de ces groupes. On démontre sans 
peine que l'intersection de deux groupes est elle-même un groupe; 
il s'ensuit que l'intersection de deux groupes est le plus grand sous- 
groupe commun de ces groupes. En déterminant l'intersection de 
deux groupes ponctuels, il faut veiller aux dispositions mutuelles 
des éléments de symétrie en leur sein. C’est ainsi que si les groupes 32 
et 2/m mentionnés ci-dessus sont rapportés à un même système 
de coordonnées, l'intersection de ces groupes est alors le groupe 
2 {1, 2,}. On le note 32 N\ 2/m = 2, ou s’il est préférable de souli- 
gner l'orientation des éléments de symétrie, 3,2, N\ 2,/m,, = 2,. 

Les groupes ponctuels de symétrie des cristaux est l'une des 
traductions possibles en groupes mathématiques. On appelle en 
mathématiques groupe un ensemble G d'éléments *) a, b, c, .. 
satisfaisant aux axiomes suivants: 

1) pour tous deux (non obligatoirement distincts) éléments du 
groupe a € G et b E G choisis dans un ordre déterminé il existe un 
élément unique c € G appelé leur produit: c = ab; 

2) pour tous les éléments du groupe est satisfaite la loi associati- 
ve: a (bc) = (ab) c; 

3) le groupe comporte un élément unité 1 € G tel qu'avec la mul- 
tiplication à droite et à gauche par un élément quelconque a € G 
ce dernier ne varie pas: a] = 1a = a; 

4) pour tout élément a € G il existe un élément inverse a”! € G 
satisfaisant à la relation a-la — aa”! = 1. 

La confrontation de ces axiomes avec les propriétés étudiées des 
groupes ponctuels montre que les groupes ponctuels satisfont aux 
axiomes mentionnés et constituent ainsi un cas particulier des 
groupes mathématiques. 

Si le groupe n'est doué que des propriétés correspondant aux 
axiomes, il est dit abstrait. Les groupes abstraits sont complètement 
définis par leur table de multiplication. 

Outre les propriétés impliquées par les axiomes, les groupes 
ponctuels possèdent plusieurs autres propriétés: ils peuvent être 
centrosymétriques et dissymétriques, holoédriques et mériédriques. 


7 


*) Le fait que a est l’elément de l’ensemble G est noté a € G. 
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chaque groupe appartenant à une catégorie, système, syngonie don- 
nés, etc. (ces propriétés des groupes seront étudiées au $ 14). 

Les groupes ponctuels cristallographiques différents peuvent 
être abstraitement identiques, c’est-à-dire posséder des tables de 
multiplication identiques (Belova, Belov, Shubnikov, 1948). Ces 
groupes ponctuels sont appelés isomorphes. À tous les groupes ponc- 
tuels cristallographiques différents mais isomorphes entre eux il 
correspond un même groupe abstrait; tels sont, par exemple, les 
groupes commutatifs 2:m, 222 et mm2. Une vue générale des groupes 
isomorphes est donnée à la figure 14.5. 

Pour la notation des classes cristallographiques (groupes ponc- 
tuels) de symétrie on se sert de symboles basés sur les théorèmes 
de multiplication des opérations de symétrie. 

Dans la symbolique internationale on utilise les notations sui- 
vantes: rz — axe de symétrie d'ordre n (n — 2, 3, 4, 6) *), n — 
axe de symétrie inverse d'ordre #7, m — miroir (ou plan de symétrie), 
nm — axe de symétrie d'ordre z et n miroirs contenant l’axe (voir 


Ld « + n æ e + e e 
théorème 4 $ 3); _— n'm — axe de symétrie d'ordre r et miroir 


perpendiculaire à l’axe; si x est pair, selon le théorème 3, il y a en- 
core un centre de symétrie; n2 — axe de symétrie d'ordre n et n 


. . e . . û . # « n 
axes binaires qui lui sont perpendiculaires (voir théorème 1); Im 


ou r/mmm — axe de symétrie d'ordre #7 et miroirs m parallèles et 
perpendiculaires à l'axe. 

Dans le symbole international de la classe de symétrie on ne 
conserve que les éléments de symétrie qui l'engendrent : les miroirs 
ou les axes; la lettre dans le symbole désignant la normale au mi- 
roir. Connaissant les théorèmes de combinaison des éléments de 
symétrie, on est en mesure de représenter l’ensemble des éléments 
de symétrie de la classe envisagée. L'ordre d'écriture est dans ce cas 
essentiel : la signification univoque du chiffre ou de la lettre dé- 
signant l’élément de symétrie dépend de la position qu'ils occupent. 
Les règles d'écriture des symboles internationaux des groupes ponc- 
tuels sont résumées au tableau 5.1. En écrivant les symboles, il faut 
veiller minutieusement aux règles de placement cristallographique 
(voir fig. 4.1). 

En symbolique internationale on distingue les éléments de sy- 
métrie (axes ou miroirs) passant par les plans de coordonnées et les 
éléments de symétrie diagonaux passant le long des bissectrices des 
angles formés par les plans de coordonnées. La raison de cette dis- 
tinction apparaîtra avec l’étude de la symétrie microscopique des 
cristaux ($ 9). 


*) Dans la symbolique internationale est adoptée la notation X ou X, ; 
on la remplace par le symbole n, vu que par la lettre X est partout noté l'axe des 
coordonnées. 


8 5] GROUPES PONCTUELS DE SYMÉTRIE 49 


Tableau 5.1 
Ordre de positions dans les symboles des groupes ponctuels 


Positions dans le symbole 


I II 111 


Syngonies 


Triclinique Un symbole cor- 
respondant à une 
orientation  quel- 
conque dans le cris- 
tal 


Monoclinique Axe binaire ou 
normale à m"” sui- 
vant l'axe X, (pre- 
mier placement) ou 
suivant l'axe X3 
(second placement) 


Orthorhombique Axe binaire ou normale à m Île long 
de l’axe Y, | de l'axe X, de l'axe X; 


Hexagonale *) Axe de symétrie | Axes binaires ou normales à m le long 
Quadratique principal d'orientations de | d’orientations 
coordonnées diagonales 


Cubique Eléments de sy- 3 Eléments de sy- 
métrie de coordon- métrie diagonaux 
nées 


*) Dans un placement rhnmbnédrique : l’axe principal {111), les axes 2 ou les nor- 
males aux plans suivant les trois orientations (110) et les trois orientations (112). 
On désigne ici au moyen de crochets angulaires l’ensemble d'orientations symétriquement 
équivalentes, voir $ 12. 


Dans les symboles de toutes les classes de la catégorie moyenne 
on place en premier lieu l'axe de symétrie principal se disposant le 
long de l’axe Z, puis les éléments de symétrie du plan de coordonnées 
X}Y et enfin, les éléments de symétrie dits diagonaux du même plan. 
Traditionnellement les orientations suivant les bissectrices des 
angles & — 60°, c'est-à-dire pour les axes 6 et 6 de la syngonie 
hexagonale, sont dites quelquefois apothémales, en ne réservant le 
terme de « diagonales » que pour les orientations associées aux bis- 
sectrices d'angles droits, c’est-à-dire appartenant à la syngonie 


quadratique. Pour les axes 3 et 3 l'angle & — 120°, æ/2 — 60°, 
les orientations faisant entre elles des angles de 60° sont symétrique- 
ment équivalentes, aussi la troisième position dans le symbole est- 
elle vide. Par exemple, le symbole 4mm signifie qu'il y a un axe 4., 
deux miroirs de coordonnées et deux miroirs contenant l'axe 4, 


&—01180 
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et passant par les bissectrices des angles formés par les axes À et Y. 
Ce symbole peut être écrit plus compactement: 4mm = 4m. car 
selon le théorème 4 il s'ensuit que si le miroir m contient l'axe 4 ces 
miroirs sont au nombre de quatre. De façon analogue est notée la 
classe Gmm de la syngonie hexagonale, tandis qu’en syngonie tri- 
gonale les raisonnements précédents permettent d'écrire 3m. 

Dans le symbole international du groupe ponctuel des cristaux 
de la catégorie supérieure (syngonie cubique) le chiffre 3 de la deu- 
xième position symbolise par convention les quatre axes, ternaires, 
à la différence du chiffre 3 placé en tête et symbolisant l’axe privi- 
légié ternaire des cristaux du système trigonal. La présence de quatre 
axes 3 passant par les bissectrices des angles de coordonnées est 
un trait caractéristique de toutes les classes du système cubique. 
Les axes de symétrie 4 ou 4, s'ils existent, coincident toujours dans 
le système cubique avec les axes des coordonnées. Les axes de sy- 
métrie 2 et les miroirs peuvent être aussi bien de coordonnées que 
diagonaux. Si le nombre d’'axes de svmétrie binaire ou celui des 
miroirs m est égal à trois, les éléments sont de coordonnées. mais 
s'ils sont au nombre de six ils sont alors diagonaux. Enfin, s'ils 
sont au nombre de neuf. alors trois d'entre eux sont de coordonnées 
et six diagonaux. On n'écrit les éléments de symétrie de coordonnées 
et diagonaux que si ces derniers sont des miroirs, les axes de symé- 
trie ne figurant dans le symbole qu'en l'absence de miroirs. 

Par exemple, le symbole m3 se déchiffre de la façon suivante: 
quatre axes 3 suivant les bissectrices des angles de coordonnées et 
trois miroirs de coordonnées: selon le théorème 2, à l'intersection 
des miroirs il apparaît trois axes binaires, et selon le théorème 3, 
au point de rencontre de ces derniers apparaît un centre de symétrie. 
Comparons le symbole m3 avec le symbole 3m: le chiffre 3 placé 
en première position signifie qu'il existe un axe unique principal 
de symétrie d'ordre 3, c’est-à-dire appartenant au système trigonal, 
la lettre m qui le suit indique qu'il y a trois miroirs contenant l'axe. 
Cet exemple montre qu’une permutation de position de la lettre ou 
du chiffre dans le symbole modifie complètement le sens de ce 
dernier. 

Dans la symbolique « scolaire » de Bravais on a adopté les nota- 
tions: P miroir, C centre de symétrie, ZL,, L,, L.,, L,, L, axes de 
symétrie, Lx, L3, L;, L7, Li ou Li Lio; Lis Lis L;g axes de 
symétrie inverses. Dans la formule de la classe de symétrie on ecrit 
successivement tous les éléments de symétrie, en commençant par 
les axes d’ordres élevés, ensuite les miroirs et enfin le centre. C’est 
ainsi, par exemple, que le symbole Z,;7PC signifie: un axe L,, 
7 miroirs, un centre de symétrie. Selon le théorème 4, le long de 
l'axe L, il ne peut passer que six miroirs, et, par suite, le septième 
miroir doit occuper une position différente des six premiers; la 
présence d’un centre de symétrie C (1) indique, selon le théorème 
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3a, que ce miroir est perpendiculaire à l’axe L, (6). De façon analo- 
gue sont interprétées les autres formules de symétrie. 

Dans la symbolique de Schoenflies on utilise les notations sui- 
vantes: €, un axe de symétrie d'ordre 7, D, un axe de symétrie 
d'ordre nr et nr axes binaires perpendiculaires à lui. L’axe unique est 
toujours considéré vertical, c’est-à-dire comme l'axe Z. S'il y a plu- 
sieurs axes, l’axe vertical est celui dont l'ordre est le plus élevé. 
Les indices v, h et d désignent les miroirs adjoints à l'axe vertical, 
respectivement v verticaux, À horizontaux, d diagonaux. Si deux 
types de miroirs sont présents, on ne figure dans le symbole que les 
miroirs de coordonnées. La lettre 7 désigne l’ensemble d’axes de 
symétrie d’un tétraëdre cubique, © l'ensemble d’axes de symétrie 
d'un octaèdre cubique (voir fig. G.3). 

Ainsi, C, signifie un axe vertical polaire d'ordre n, C,. un axe 
vertical polaire d'ordre x et nr miroirs passant par cet axe, C;,r 
un axe x et un miroir perpendiculaire à ce dernier, D, un axe verti- 
cal d'ordre »# et # axes 2 perpendiculaires à lui, D, un axe vertical 
d'ordre #7, un miroir perpendiculaire à lui et z axes de symétrie 2, 
de mème que les miroirs engendrés par l'intersection de ces élé- 
ments. par exemple, D,, = 4'mmm; S, un axe de symétrie d'ordre nr 
perpendiculaire à un miroir (quelquefois on utilise le symbole C,;, 
où par à est noté l'axe inverse: S (S,,,) = 2, S, = C; = 1, S, — 
= Cyn = 6. S, = 4, S5 = Ca; = 3), S3 un axe inverse vertical 
d'ordre n; Ÿ — D, ensemble de trois axes binaires perpendiculaires 
entre eux, Ÿl, = D:, trois axes binaires perpendiculaires entre 
eux et miroirs perpendiculaires à chacun de ces axes; V, = D 
trois axes binaires perpendiculaires entre eux et miroirs diagonaux; 
T axes de symétrie d'un tétraèdre, 7 axes de symétrie d'un té- 
traëdre et miroirs diagonaux, 7, axes de symétrie d’un tétraëdre et 
miroirs de coordonnées ; O axes de symétrie d’un octaëèdre, ©, axes 
de symetrie d'un octaèdre et miroirs de coordonnées. 

L'émission d'éléments de symétrie dans le symbole est le corol- 
laire des théorèmes d'’addition. 

Le système de notations cristallographiques proposé par l’acadé- 
micien À. Shubnikov et utilisé dans certains livres et revues soviéti- 
ques s'inspire d’une logique identique au système international tout 
en différant quelque peu de ce dernier. Les axes et les miroirs sont 
désignés par Shubnikov de la mème façon que dans le système 
international. Un élément perpendiculaire est désigné non pas par 
un trait mais par deux points, un élément parallèle par un point. 
Un trait oblique séparant deux axes signifie que ces axes forment 
un angle différent de l'angle droit. En outre, un trait au-dessus 
du symbole signifie que l’axe concerné est un axe perpendiculaire 
à un miroir, à la différence du symbole international où un tel 
trait signifie que l’axe est inverse. 


A 
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C'est ainsi que le symbole 3 de Shubnikov a la mème signi- 
fication que le symbole international 6 et inversement le symbole 


de Shubnikov 6 correspond au symbole international 3. Parfois, 
pour éviter les ambiguités, les axes perpendiculaires à un miroir 
sont marqués dans la symbolique de Shubnikov d'un trait ondulé. 
Les autres particularités de la symbolique de Shubnikov sont indi- 
quées au tableau 6.1. 


$ 6. Déduction et description des 32 classes cristallines 
(des 32 groupes ponctuels de symétrie) 


Pour obtenir les 32 classes cristallines, il faut passer en revue 

toutes les combinaisons possibles d’éléments de symétrie cristallo- 
graphiques se coupant en un point. Choisissons pour cela un élément 
de symétrie de base quelconque et ajoutons-y successivement tous 


2: — 
c ; TV r7 7 
b) C) d) €) f) 


Fig. 6.1. Illustration à l'engendrement de classes de symétrie des catégories 
inférieure et moyenne. 


a) 


les autres éléments de symétrie servant d'opérateurs. En s'appuyant 
sur les théorèmes du $ 10, on déduit les éléments de symétrie engen- 
drés en combinant deux éléments de symétrie générateurs. 

Commençons par les cristaux munis d’orientations privilégiées, 
c'est-à-dire appartenant aux catégories inférieure et moyenne. 
En qualité d’élément de symétrie générateur, choisissons 
l'axe de symétrie passant par l'orientation privilégiée, ensuite, 
ajoutons-y d’autres éléments de symétrie, comme c’est montré sur 
Ja figure G.1. Les miroirs ne peuvent passer que le long de l'axe 
choisi ou Ctre perpendiculaires à ce dernier. car pour toute autre 
position l'axe de symétrie, après réflexion dans le miroir, doublera 
et ne sera plus unique. Pour la même raison les axes binaires ne 
peuvent qu'être perpendiculaires à l’axe choisi. Le centre de symé- 
trie ne se trouve que sur l’axe choisi. Aussi, aucune autre combi- 
naison que celles de la figure 6.1 ne peut-elle s’observer dans les 
cristaux des catégories inférieure et moyenne. 
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Les classes de symétrie simples ou primitives sont les classes 
douées d’un seul élément de symétrie, à savoir l’axe de rotation 
d'ordre n se disposant le long de l'orientation privilégiée (fig. 6.1, a). 

En ajoutant à chaque axe un centre de symétrie et en se basant 
sur le théorème 3, on obtient les classes centrosymétriques (fig. 6.1, b): 

Axe générateur 1 2 3 3: 6 
Elément engendré -- m — 1m m 
Classe de symétrie 1 2/m 3 4/m 6m 


L'adjonction d’un centre de symétrie à l’axe 3 le transforme 
en axe inverse 3. La classe 3 est quelquefois rangée non pas parmi 
les classes centrosymétriques mais parmi les classes inverses pri- 
mitives, voir tableaux 6.1 et 6.2. 

L’addition à l’axe de symétrie générateur d'un miroir passant 
par cet axe permet d'obtenir, sur la base du théorème 4, suivant 
le schéma m-nr — nm, des classes à plans (planales) (fig. 6.1, c): 


Axe générateur 1 L 3 A 6 
Classe de symétrie m mm? 3m “mm 6mm 


Le sens de l'écriture des symboles 4mm et 6mm a été éclairé 
plus haut: les éléments de coordonnées occupent la seconde posi- 
tion, les éléments diagonaux la troisième. La classe mm2 est rangée 
dans la syngonie orthorhombique, dans laquelle. en conformité 
avec les règles de placement cristallographique., l’axe 2 (s’il est 
unique) doit être un axe 2. et il faut l’écrire dans le symbole en 
troisième position. 

En ajoutant un axe binaire, perpendiculaire à l’axe générateur, 
on obtient selon le théorème 1 les classes à axes (axiales) (fig. 6.1. d): 


Axe générateur 1 2 3 4 6 
Classe de symétrie E | 2929 32 422 622 


La classe 2 est ici encadrée pour montrer que RE CO pOLion 
a déjà été déduite ci-dessus. Dans les symboles 422, 622 les axes 2 
en deuxième position suivent les orientations de coordonnées, et 
ceux de troisième position les orientations diagonales. 

En ajoutant à l'axe générateur un miroir perpendiculaire (fig. 
6.1, e) on obtient selon le théorème 2a les classes déjà mentionnées 


plus haut: 
fa EE à;m E œ | 


Axe générateur 
Si à l'axe de symétrie générateur on adjoint un centre, un axe 2 
et un miroir longitudinal m, on obtient, selon les théorèmes 3 et 4, 
les classes à plans et ri Pere (fig. . Ï): 


Axe générateur 
Classe de symétrie | 21m | 2/m ES Es reg eut 6/mmm Gimmm | 


Classe de symétrie 
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Système trigonal 


9 3 La Cs 3 primitive tétartoédric pyramidalo 
rhomhoédrique triangulaire 
10 3 LaC = Lai Cai =Se 6 centrée tétartoédrie rhomboédrique 
hexagonale 
TR — —  — 
11 32 La3Ls D; 352 à axes hémiédrie trapézoédrique 
énantiomorphe triangulaire 


3m à plans hémiédrie pnnnts 
hémimorphe itriangulaire 


13 em G-m à plans et axes! holoédric scalénoédrique 
rhomboëdrique bitriangulaire 


Système heragonal 


14 ( L, Ce 6 primitive tétartoédrie yramidale 
hexagonale ioxagonalo 

15 6 LaP Cah 3: m primitive hémiédrio bipyramidale 

inverse triangulaire triangulaire 

paramorphe 

16 6/m LPC Can 6: m centrée hémiédrie bipyramidale 
paramorphe hexagonale 

17 622 L6L: Ds 6 : 2 à axes hémiédrie trapézoédrique 
énantiomorphe hexagonale 


A 


lg $ 
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abrégé 


Symbole International 


complot 


Formulo de la 
symétric 


Symboles | Symboles 
d d 


C se ‘*Institu 
SchoenfliesIShubnikov PRE 


Nomenclature 


selon Schocnflics 


Tableau 6.1 (suite) 


selon Groth 


18 CGmm L6P Co Gem à plans hémiédrie bipyrvamidale 
hémimorphe bihexugonale 
19 Gm2 L:33L,4P Dal m.3:m | inverse holoédric bipyramidale 
à plans triangulaire bitriangulaire 
) 2 2 | | s ne. | : 
20 | G/mmm | — — — Ls6L:7PC Don m°Gim Là plans cet holoédrie bipyramidale 
CES axes bihexagonale 
Système quadratique 
21 4 L C, 4 primitive téturtoédrie bipyramidule 
tétragonale 
22 4 13, Lai S, 4 primitive létartoédrie de | tétraédrique 
inverse oème espèce tétragonale 
23 4/m L,PC Can 4:m centrée hémiédrie bipyramidale 
paramorphe tétragonale 
24 422 Lyäls D, 4:2 à axes hémicdrie trapézoédrique 


énantiomorphe 


tétragonule 


| | | | | | | 


AIHdVHN9OTIVLSIND AQ SLNANSIS SAQ TIddVYH 9c 


1 ‘H9)] 


| | 
25 ämm L,4P Cyv 4m à plans hémicdrie phase 
hémimorphe itétragonale 
26 42m L,2L,2P Dra=Val 4m inverse hémiédrie de scalénoédrique 
à plans 21ème espèce tétragonale 
4 2 2 , . _— | : 
27 | 4/mmm | —— — | L,4L,5PC Dh m4:m |à plans et holoédrie bipyramidule 
TEA SE axes bitctragonale 
Système cubique 
28 23 3L,4L3 T 3/2 primitive tétartoédrie tritétraédrique 
paramorphe 


29 m3 ___. 3L:4LAa3PC Ty 6/2 centrée hémicdrie didodécaédrique 

30 432 3L,4L36L; O 3/4 à axes hémiédrie trioctuédrique 
énantiomorphe 

31 43m 3L,4L36P Tu 3/4 à plans hémicdrie hexatétraédrique 
hémimorphe 

pe 2 FE , e. ? Q 
32 mm Ro. 3L,4L36L,9PC Oh 6/4 à plans et holocdrie hexaoctaédrique 
axes 
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Les classes mentionnées achèvent les compositions d'éléments 
de symétrie à axe de rotation générateur. 
Passons maintenant aux axes de symétrie inverses. Les axes 


1,2 = m, 3 et 6 ont déjà été mentionnés. Il ne reste que l'axe 4 


qui, comme les axes 3 et6, donne les classes inverses primitives: 


Si à l'axe générateur inverse on adjoint des miroirs passant par 
l’axe. on obtient les classes inverses à plans (inverso-planaires) : 


42m et 6m2. 


Notons avant tout que tout axe de symétrie inverse d'ordre Zn 
est en même temps un axe de symétrie direct d'ordre 7. Aussi, 
selon le théorème 4, doit-on avoir x miroirs 
semblables si un miroir passe le long de l’axe 


inverse 27. La composition d'éléments de 
symétrie qui en dérive est régie par un 
nouveau théorème *). 

Théorème 6. Si le long dun axe 
inverse pair passent des miroirs, entre ces 
derniers se disposent alors des axes de sy- 
métrie binaires. 

Eclairons ce théorème à l’aide de la figu- 

Fig. 6.2. Illustration *9 En h ps cete | Le 
expliquant la forma- re 6.2 pour l’axe 4. S'il est donné le miroir /, 
tion de la classe de ce dernier fait inévitablement apparaitre le 
symétrie 42m. miroir //. En utilisant l'axe 4, faisons pas- 
ser le triangle À par la position A' dans la 
position B, ensuite à l'aide du miroir 7/7 de B en C. Mais C 
pouvait être obtenu à partir de À également par rotation autour 
de l’axe 2 passant par la bissectrice de l’angle formé par les 

plans 7 et 7]. 

Ainsi, l'axe 4 et le miroir longitudinal "» engendrent un second 
miroir longitudinal m et deux axes 2 transversaux qui passent par 
les bissectrices des angles formés par les plans. La combinaison 
complète des éléments de symétrie est de la forme 42m. 

De façon analogue, l’axe inverse 6 et le miroir m passant par 
cet axe engendrent encore deux miroirs longitudinaux m et trois 
axes 2 transversaux, soit 6m2. 

L'adjonction successive à des axes de symétrie inverses de miroirs 
perpendiculaires, d’axes 2 et d’un centre d'inversion ne fournit 


*) La numérotation des théorèmes débute au $ 3. 
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aucune autre symétrie. Ainsi, pour les catégories inférieure et moyen- 
ne on a obtenu 27 classes de symétrie (voir tabl. 6.1). 

Passons maintenant à la catégorie supérieure. Dans les cristaux 
de la catégorie supérieure on ne trouve pas d’axes d'’orientations 
privilégiées et il peut y avoir plusieurs axes de symétrie d'ordre 


Fig. 6.3. Combinaisons possibles d’axes de symétrie dans les cristaux de la 
catégorie supérieure 23 (a) et 432 (b). En haut. le schéma; en bas, la projec- 
tion stéreograpfique. 


plus grand que 2 se coupant en un point. On a montré au $ 3 qu'il 
n’y est possible que deux combinaisons stables d’axes de symétrie: 
4, 3, 2 et 3, 3, 2, qui correspondent aux axes de symétrie d'un 
octaèdre (ou d'un cube) et aux axes de symétrie d’un tétracdre 
(fig. 6 3). On obtient par conséquent deux classes de symétrie de 
la syngonie cubique: la classe primitive 23 (axes de symétrie d'un 
tétraèdre), la classe à axes 432 (axes de symétrie d’un octaëdre ou 
d’un cube). 
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Les autres classes de la syngonie cubique peuvent être dérivées 
de la même façon qu'il a été fait pour les catégories inférieure et 
moyenne, c'est-à-dire en ajoutant successivement un centre de sy- 
métrie ou des miroirs. Les axes 2 ne peuvent plus être ajoutés ici 
car toutes les combinaisons d’axes possibles sont déjà épuisées. 

Les miroirs ne peuvent être adjoints que de deux manières: 
trois miroirs de coordonnées ou six diagonaux. Une autre disposi- 
tion des plans est impossible, car à l'intersection des miroirs on 
verrait apparaître de nouveaux axes. Les plans normaux ayx axes 
pairs fournissent un centre de symétrie (théorème 2). 

Analysons toutes les combinaisons: 


Eléments générateurs Combinaisons dérivées Résultat 
23 1 Trois miroirs de coordonnées m3 
23 | m passant par l'axe 2 nl m3 
23 |m passant par l'axe 3 |Six miroirs diagonaux 43m 
Les axes 2 se transforment 
en axes 4 
432 1 Trois miroirs de coordonnées m3m 


Six miroirs diagonaux 

432 | m passant par l'axe 4 |Centre de symetrie 
Six miroirs diagonaux 

432 m passant par l'axe 3 |Trois miroirs de coordonnées 
Centre de symétrie 


mim 


mm 


On obtient ainsi finalement pour le système cubique cinq classes 
de symétrie 


23, m3, 432, 43m, mom. 


La liste complète des 32 classes de symétrie et leur répartition 
entre les systèmes sont données au tableau 6.1, tandis qu’aux tableaux 
6.2 et 6.3 on fournit les schémas de symétrie ainsi que les projections 
stéréographiques des combinaisons d'éléments de symétrie de chaque 
classe. 

Au tableau 6.1, outre les symboles, on a donné la nomenclature 
des classes de symétrie: celle de l'Institut Fédorov près l’Institut 
des mines de Léningrad déjà expliquée plus haut, celle de Schoen- 
flies et celle de Groth qu’on éclaire plus bas. 

Tout en subdivisant les 32 classes de symétrie en systèmes et 
syngonies, on peut les grouper en divisions plus grandes suivant la 
symétrie caractéristique suivante. 


Tableau 6.3 
Projections stéréographiques des combinaisons d'éléments de symétrie des 32 classes 


Classes 


Systèmes Inverses 


à plans 


à plans et 
axes 


inverses 


f 
primitives centrées 


primitives 


à axes | à plans 


triclinique () 
Î 


—. monoclini- 
Catégoric que 
inférieure 


orthorhom- 
bique 


arm 2 


[9 $ 
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4. L'existence ou l'absence d'un centre de symétrie. Dans les 
classes centrosymétriques et à plans et axes il ne peut exister d'orien- 
tations polaires et, par suite, de propriétés propres à la symétrie 
polaire; les 21 classes restantes sont sans centres de symétrie. 

2. Enantiomorphisme. Les cristaux appartenant à des classes 
ne possédant que des axes de rotation directs mais étant démunies 
d’axes inverses, de miroirs transversaux et de centre de symétrie 
peuvent avoir des variantes droites et gauches (voir fig. 3.6) et 
sont doués des propriétés telles que la rotation du plan de polari- 
sation *). Sont énantiomorphes les classes primitives et à axes. 

3. Les classes de symétrie de Laüe, ou sous-systèmes. Selon 
la loi de Friedel, ou selon l'effet de diffraction centrosymétrique, 
la symétrie de diffraction d’un cristal est supérieure à sa symétrie 
ponctuelle à cause de la symétrie de réflexion des rayons X. La 
symétrie de diffraction correspond au groupe ponctuel plus le centre 
d’inversion et plus les éléments de symétrie engendrées par l’adjonc- 
tion du centre d'’inversion. Les sous-systèmes sont donnés au ta- 
bleau 7.1; pour la catégorie inférieure ils coïncident avec les systè- 
mes, pour les catégories moyenne et supérieure chaque système se 
subdivise en deux sous-systèmes: le sous-système supérieur et le 
sous-svstème inférieur. Chaque sous-système comprend une classe 
centrosymétrique et une classe énantiomorphe; d'autres classes 
peuvent également s'y rencontrer mais non pas obligatoirement. 
Les sous-systèmes sont également appelés classes de Laïüe et sont 


désignés par les symboles des classes centrosymétriques qui y en- 
trent. 


$ 7. Groupes limites de symétrie (groupes de Curie) 


On a noté plus haut ($ 1) que l'étude des cristaux et de leurs 
propriétés physiques s’effectue sous une double approche. Lorsqu'on 
étudie la géométrie de la structure et les propriétés impliquées 
par les défauts de structure, on doit assimiler les cristaux à des 
milieux discrets, tandis que dans l’étude d’une série de propriétés 
physiques (thermiques, électriques, optiques, élastiques, etc.), on 
peut considérer le cristal comme un milieu continu et homogène **). 
Dans les groupes de symétrie d’un cristal assimilé à un milieu homo- 
gène et continu n'interviennent que les axes d'ordres 2, 3, 4, 6, 
mais dans les groupes de symétrie des propriétés d’un tel milieu 
entrent également des axes de symétrie d'ordre infini qu’on dési- 
gnera par le signe co. En outre, les axes oo peuvent intervenir dans 
les groupes de symétrie des champs physiques: électrique, magné- 
tique, champs des contraintes mécaniques. 


*) La rotation du plan de polarisation est possible non seulement dans les 
cristaux énantiomorphes (voir $ 81). 
**) Voir note à la page 12. 
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Les groupes de symétrie ponctuels comprenant les axes de syme- 
trie infinis sont appelés groupes limites de symétrie ou groupes de 
Curie. Ces groupes sont au nombre de sept, et chacun des 32 groupes 
ponctuels de symétrie des cristaux constitue un sous-groupe d'au 
moins un groupe limite de symétrie et est régi par l’un d’eux, qui, 
par rapport à ce sous-groupe, est le surgroupe limite le plus rap- 
proché (tabl. 7.1). C’est ainsi, par exemple, que le groupe limite 
de symétrie, caractérisé par un seul axe de symétrie d'ordre infini co, 
a sous sa dépendance les sous-groupes cristallographiques 6, 4, 3, 2,1 
et ces derniers lui sont justement subordonnés, bien que tous les 


Fig. 74. Figures géométriques symbolisant les groupes ponctuels limites: >, 
droite et gauche (a); oom (b); oo/m (c); o 2, droite et gauche (d); cc/mm (e);: 
coco, droite et gauche (f); coco m (£). 


autres groupes limites soient également leurs surgroupes. La figure 
géométrique correspondant au groupe ponctuel œ est un cône de 
révolution: il coïncide avec lui-même dans une rotation d’un angle 
quelconque autour de l'axe de symétrie, mais il ne possède aucun 
autre élément de symétrie (fig. 7.1). 

Un cône identique, mais non de révolution, est caractérisé par le 
groupe ponctuel om, c'est-à-dire par un axe de symétrie d'ordre 
infini et un nombre infini de miroirs passant par cet axe. L'axe 
de symétrie dans le cône est polaire. C’est par exemple la symétrie 
d'un champ électrique homogène: l’axe de symétrie y coïncide avec 
la direction des lignes de force électriques. 

La symétrie d’un champ magnétique homogène est décrite par 
le groupe limite com, c'est-à-dire par un axe de symétrie infini 
et un miroir perpendiculaire à cet axe. La figure caractéristique 
du groupe co/m est un cylindre en revolution. Au groupe o/m 
sont subordonnés les groupes 6/m, 4/m, 2/m, m, 6, 4, 3, 1: ses 
sous-groupes cristallographiques, outre les groupes déjà énumérés, 
sont aussi les groupes subordonnés au groupe oo. 


S* 
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Sur la figure 7.1 on a montré les formes géométriques finales 
pouvant être associées aux groupes limites de symétrie. Un cylindre 
au repos, de même qu’un cylindre étiré ou comprimé se caractérisent 
par la symétrie co/mm, c'est-à-dire par l’axe apolaire , par un 
nombre infini de miroirs longitudinaux m, par le miroir transversal 
m, par un nombre infini d’axes binaires transversaux'et par le centre 
de symétrie. Un cylindre tournant autour de l'axe géométrique 
est doté de la symétrie co2, c'est-à-dire il possède l’axe apolaire 
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Fig. 7.2. Signes conventionnels d'éléments de symétrie de cinq groupes limi- 

tes de Curie en projections stéréographiques: co (a), oo/m (b), o 2 (c), co m (d), 

co/mm (e). Sur la rangée du haut: l'axe © est perpendiculaire au plan du des- 
sin ; sur la rangée du bas: l'axe c se trouve sur le plan du dessin. 


et un nombre infini d’axes binaires transversaux. Une sphère banale 
se caractérise par le groupe cocom, c'est-à-dire par un nombre infini 
d’axes co et un nombre inifini de miroirs. Ce groupe est dit ortho- 
gonal. 

Une figure originale répondant au groupe ponctuel limité oco/00 
peut se représenter sous forme d’une sprère dont tous les rayons 
sont en rotation: elle possède une infinité d’axes co mais pas de 
miroirs. Le groupe co est appelé groupe des rotations. 

Les groupes limites ,002, co sont énantiomorphes, autrement 
dit ces symétries présentent des formes droites et gauches. Les 
groupes ponctuels qui leur sont subordonnés sont également énan- 
tiomorphes. 

Les signes conventionnels servant à désigner les éléments de 
symétrie des groupes limites en projection stéréographique sont 
donnés à la figure 7.2. 
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$ 8. Symétrie de la structure cristalline 


Dans la structure des cristaux on adjoint aux transformations 
finies de symétrie du groupe de symétrie ponctuel les transforma- 
tions symétrique infinies. 

La principale transformation symétrique infinie est la translation, 
c'est-à-dire la répétition infinie le long d’une droite du transport 
à une même distance, dite période de la translation *). Le produit 
d'une translation par une réflexion dans un miroir engendre une 
opération de symétrie infinie comple- 
xe, celle d'une transformation par 


plan de glissement. Un plan de glis- Le te 
sement est constitué de la réunion LEE 

d'un miroir agissant simultanément , 

au transport parallèle à ce dernier HORDE Te. 
égal à la demi-période de la transla- A . 
tion. L'action d’un plan de glissement m —0© 1 . 
peut être explicitée sur la structure du 2-2, 


sel semme (fig. 8.1, comp. av. fig. 1.1). © | | O 
On a figuré un réseau plan de cette | 
structure : les ions Na et CI sont dis- 
posés en quinconce. Pour qu'un ion 
puisse coïncider avec l'ion du même pig, 8.1. Plans de glissement 
nom le plus proche, il faut que l’image a. b ct miroirs m du réseau 
réfléchie dans le miroir, a oub,coïn- plan de la structure de NaCl (la 
cide avec le transport à une distance  “tructure est censée être infinie). 
a;2 ou b,2 le long du plan. Dans cette 

réflexion simutanée à un transport le motif plan d'extension infinie 
coïncide avec lui-même: #,s°m, = @; type My = b. 

Par les centres des ions passent ici des miroirs banaux 7» qui 
alternent avec des plans de glissement. Le nombre des premiers 
comme des seconds est infini. On désigne les plans de glissement 
par les symboles a, b. c si le glissement s'effectue le long des axes 
a, b, c (XYZ) respectivement, et sa grandeur est égale à a°2, b:2, 
c/2. 

Le glissement peut être dirigé le long de la diagonale du paral- 
lélogramme construit sur la base des éléments de translation a. b, c 
portés par le plan suivant lequel s'effectue le glissement. Si le trans- 
port est égal à la moitie de la longueur de la diagonale du paralle- 
logramme (a + b).2, le plan est noté n, s’il est égal au quart de la 
diagonale (a —+— b)/4 il est noté d; les plans d sont propres à la struc- 
ture du diamant. Les plans de glissement sont figurés au pointillé 
de types différents (fig. 8.2). Avec la réflexion dans le plan de glis- 
sement c le déplacement est égal à la moitié de la période de trans- 


*) Par « translation » on entend une transformation symétrique, un élé- 
ment de symétrie et, parfois, la période de translation. 
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lation de l’axe c perpendiculaire au plan de la figure. Pour montrer 
que le point déplacé se trouve à la distance c/2 au-dessus du plan 
de la figure, on l’indexe du chiffre « 1/2 ». De façon analogue, les 
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Fig. 8.2. Miroirs m et plans de glissement a, b, ce, n, d. 


chiffres 1/4. ou 3/4 indiquent que le point se trouve à la distance 
c'4 ou S3c/4 au-dessus du plan de la figure. L'opération de 
symétrie redevable à un plan de glissement peut être décrite en 


+ 


Ë ë 


646 55 
JE 
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Fig. 8.3. Axes de symé- 
trie hélicoïdaux 6, et G.. 


indiquant comment se transforment les 
coordonnées x, y. z d’un point arbitraire. 

Le produit d’une translation par une 
rotation autour d'un axe de symétrie engen- 
dre un axe hélicoïidal. On appelle axe héli- 
coïdal l'opération résultant d'un axe de 
symétrie et d’une translation agissant si- 
multanément. Après une rotation complète 
le point initial doit se confondre avec un 
autre point absolument identique situé 
à une distance égale à une ou plusieurs 
périodes de translation. Les axes hélicoïdaux 
sont incarnés, par exemple. dans la disposi- 
tion des feuilles sur une branche d'érable, 
des grains d’un épi, des écailles d’une pom- 
me de pin. Dans une vis à écrou rond il y 
a un axe hélicoïdal d'ordre infini, mais si 
l’écrou est à six pans l’axe hélicoïdal est 
d'ordre 6. Les axes hélicoïdaux d’un espace 
cristallin ne peuvent être que d'ordre 2, 3, 


4, 6 (fig. 8.3). Un axe hélicoïdal est noté par un chiffre avec 
indice chiffré: le chiffre indique habituellement l'ordre de l’axe, 
et le quotient de la division de l'indice par l'ordre de l'axe fournit 
la grandeur de la traslation (du transport) le long de l'axe en 
fractions de la translation élémentaire le long de ce dernier. 
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On distingue les axes hélicoïdaux gauches et droits. On a donné 
dans le tableau 8.1 toutes les notations d'’axes hélicoïdaux et de 
plans de glissement adoptées par le système international. 

Tableau 8.1 
Notations d'éléments de symétrie des structures cristallines 


Axes | Plans 
verticaux | horizontaux obliques verticaux | horizontaux oblique: 
j 
| 
ER LE 72 rl lrM 


 z L À — — 1. se 7 à Ÿ 
Aï D: f ; D. EN | —; F 5 


À @:5 a ; 
rt HU rer CR LE 


Dans la symbolique de Shubnikov les axes hélicoidaux sont 
marqués d’un point au-dessus de la dénomination de l'axe; l'axe 
hélicoïdal droit est précédé du signe plus et le gauche du signe 
moins. 

Confrontons les notations de Shubnikov (deuxième ligne) aux 
symboles internationaux (première ligne) pour des axes hélicoïdaux 
droits : 

21 3: 3 4; 43 6: Cs C3 64 6; 4e 


+2 +3 =3 +4 —4 +6 —ÿ 2.3 +3.2 —3.2 +4.2 


$ 9. Combinaisons d'éléments de symétrie des structures. 
Réseaux de Bravais. Engendrement 
de nouveaux éléments de symétrie 


L'opération de symétrie fondamentale sur les structures cristal- 
lines est la répétition à l'infini; aucun point ne reste en place, 
tous se répètent indéfiniment par translation. La structure cristalline 
est composée de particules ou de groupes de particules liées l'une 
à l’autre par des opérations de symétrie variées. La composition 
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de translations avec chacun des éléments de symétrie engendre 
de nouveaux éléments de symétrie se répétant à l'infini dans l'espace. 
Pour chaque structure on a un jeu de translations élémentaires 

ou groupe de translations caractéristique qui 


définit le réseau spatial. 
1 Suivant le rapport entre les grandeurs et 
l'orientation mutuelle des translations fonda- 


mentales a, b, c, on aboutit à un réseau dif- 


férent des autres par sa symétrie. La symé- 
2 trie impose des limites au nombre des réseaux 
possibles. Toutes les structures cristallines 


peuvent être rangées en 14 groupes de trans- 


lation correspondant’ aux 14 réseaux de Bra- 
. & vais. On appelle réseau de Bravais un système 
dm de points infini formé par la répétition d'un 


point par translation. 


Les 14 réseaux de Bravais diffèrent l’un 
£ de l’autre par la forme des mailles élémentai- 
Enm res et la symétrie; ils se subdivisent en 6 syn- 

gonies. La division en syngonies a été in- 


troduite déjà au début du XIX s. en se basant 
uniquement sur l'étude des formes extérieures 
des minéraux. En résolvant le problème de 
la disposition symétrique des particules sphéri- 
ques (des points matériels) dans l’espace, 


A. Bravais a abouti en 1848 à une division iden- 
" tique en syngonies. _—— 

mm 2 La symétrie de l’espace cristallin limite 
le nombre de réseaux possibles. Le réseau 
doit être invariant à l'égard de toutes les 
opérations de symétrie possibles dans l'espace 
cristallin considéré. 

On étudiera le principe de dérivation des 
réseaux de Bravais sur l'exemple des réseaux 
bidimensionnels. Un réseau plan est défini 

Fig. 9.1. Compositions par le couple de vecteurs de base a,, a.; les 

d'éléments de symétrie paramètres de la maille sont a, b, y. Les 

correspondant aux tati t dés axes À 9 3 4 6 : 

groupes ponctuels de rotations autour l, 2, 3, 4, 6, per 

symétrie des réseaux  pendiculaires au plan du réseau, et les refle- 

plans infinis. xions sur les miroirs, également perpendiculai- 

res au plan du réseau, doivent coincider 

avec le réseau plan; toute opération de symétrie faisant sortir le 
réseau de son plan est incompatible avec le réseau. 

Des 32 groupes ponctuels de symétrie seuls 10 conviennent aux 

systèmes plans (fig. 9.1): 1. 2, 3, 4, 6, m, mm2, 3m, 4mm, 6mm. 

Seules ces combinaisons d'éléments de symétrie conservent le point 


mn 2 
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dans le plan donné. Dans tous les groupes ponctuels bidimensionnels 
l'axe de symétrie principal est perpendiculaire au plan considéré, 
les miroirs passant par cet axe. Dans le groupe m on peut admettre 
de façon formelle que le miroir #7 passe par l'axe Î perpendiculaire 
au plan considéré. 

Quelles translations a, b et quel angle y entre ces dernières 
peut-on concevoir dans les réseaux plans? Dans le cas général de 
a = b, y = 90°, on obtient un réseau obliquangle à maille aux 
côtes inégaux. Ce réseau autorise des rotations autour des axes 
{ et 2. L'axe 4 n'est compatible qu avec un réseau carré, c'est-à-dire 
a = bh, » = 90°. Les axes 3 et 6 ne se conçoivent que pour un réseau 
hexagonal, autrement dit pour a = b, y — 120°. 

Pour dégager ce qu'implique un miroir m normal au plan du 
réseau, exprimons les vecteurs de base a, b en fonction des vecteurs 
unités ë, 7j du système des coordonnées 


a =ait+a,], 
b — bsi + bij. (3.1) 
Supposons que le miroir m passe par l'axe X. Alors, après réflexion 
dans le miroir, il vient 


a’ 

b' 
Pour que les translations a’ et b’ soient des translations du réseau, 
il n’y a que deux alternatives: la première a = aë, b = bj donnant. 
un réseau rectangle: a = b, ÿ — 9%}, et la deuxième b° = a — b, 
c'est-à-dire bi=a,—b,, b;—=a,—b,. Cette solution s'obtient de 
(9.1) et (9.2) pour a, = 0, a; = 2b, c'est-à-dire pour a = ai, 
b == 1/,aLi + b,J. 

Dans ce dernier cas sur les translations a, b on construit une 
maille rectangulaire centrée, c'est-à-dire une maille au centre de 
laquelle il y a encore un nœud, a = b. ÿ — 90°. Ce réseau peut 
également être décrit avec un motif composé de rhombes, la maille 
est alors primitive non centrée. Cependant une maille centrée est 
plus avantageuse, car elle permet d'utiliser un système de coordon- 
nées rectangulaire. 

Ainsi, on obtient 5 réseaux de Bravais plans: parallélogrammes, 
rectangles, rhombes, triangles et carrés. 

On dérive de la même façon les 14 réseaux spatiaux de Bravais 
(tabl. 9.1 et 9.2). Les mailles élémentaires sont choisies dans les 
réseaux de Bravais de façon que 1) leur symétrie corresponde à celle 
du réseau entier *); 2) le nombre d'’angles droits et de faces égales 
soit maximal et 3) le volume de la maille soit minimal. 


Gxt mn ayls 
bai — bij. (9.2} 


*) Plus précisément: la symétrie de la maille élémentaire doit coincider 
ae la oem de la classe holoédrique du même système auquel appartient. 
e cristal. 
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Tableau 9.1 
14 réseaux de Bravais 
Réseau 
Syngonie simple ou à bases à maille à faces rhombot- 
primitif centrées centrée centrées drique 
triclinique ù } 
€ 


2 #4 
monoclini- 1 
que : LA à 
orthorhom- | 
bique 
P 


4 VA 

quadratique Es 
hexagonale ï @ 
Qu] % 


cubique 


v 
à 
À 


RÔ 
R 
Es 


Les réseaux de Bravais jouent un grand rôle en cristallographie. 
Toute structure cristalline peut être représentée au moyen de l’un 
des 14 réseaux de Bravais se répartissant entre les modes suivants: 
P — primitifs, / — centrés, F — à faces centrées, 4, B. C — à ba- 
ses centrées (à deux faces centrées), À — rhomboédrique. 

Les mailles primitives de Bravais constituent les mailles élé- 
mentaires d'après lesquelles on distingue les syngonies cristallo- 
graphiques. Dans le système trigonal, la maille primitive élémen- 
taire peut être un prisme comme un rhomboëdre (AR), figure où 
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=) 
| À | 


Tableau 9.2 


Symboles des modes de la maille et groupes de translation des 
14 réseaux de Bravais 


Réseau 
Syngonie à bases à maille à faces rhomboé- 
primitif centrées centrée centrées drique 

triclinique P, Ttr 
monoclinique P: Tr C; Le 
orthorhombique| P, Fr, Core LT FE 
quadratique P, le I, T 
hexagonale P, Th R,T;,h 
cubique Fe PA F, Fe 


a=b=c,ax—=f = 90". Dans la syngonie hexagonale, la 
maille primitive élémentaire est un prisme dont l’arête est paral- 
lèle à l'axe G et la base en forme de losange, a = b=c, «a = f — 
= 90°, y = 120°. 

La maille élémentaire d une structure hexagonale est un prisme 
hexagonal composé de trois mailles primitives; elle correspond 
à la symétrie des cristaux trigonaux et hexagonaux. Il est quelquefois 
commode d'utiliser pour la syngonie hexagonale une maille dite 
orthohexagonale, également non primitive, où ac, b = aV 3. 

Dans les mailles primitives les nœuds du réseau ne se disposent 
qu'aux sommets; dans les mailles composées il y a d'autres 
nœuds : dans la maille centrée Z/, on a encore un nœud au cen- 
tre de la maille: dans la maille à faces centrées F, un nœud 
au centre de chaque face; dans la maille à bases centrées C (mailles 
À ou B), un nœud au centre du couple de faces parallèles. Un nœud 
occupant le sommet de la maille appartient simultanément à huit 
mailles voisines, un nœud au centre d'une face, simultanément 
à deux mailles voisines. Aussi pour le volume d'une maille a-t-on: 
au cas d'une maille P, 1 nœud; d'une maille Z/, 2 nœuds; d'une 
maille F, 4 nœuds; d’une maille C, 2 nœuds. 

Une maille hexagonale primitive peut également être décrite 
au moyen d’une maille rhomboédrique À, mais dans ce cas le rhom- 
boèdre ne doit pas être primitif: il contient deux nœuds supplé- 
mentaires de coordonnées [[1/, */, 1/41] et [[*/3 1/3 °All. 

Un réseau rhomboédrique peut également être considéré comme 
un réseau hexagonal centré: dans une maille hexagonale primitive 
il y a deux nœuds supplémentaires de coordonnées [[001/,11 et [[00°/,1]. 

Les quatre modes de mailles P. 7, F. C ne sont propres qu’à 
la syngonie orthorhombique. tandis que dans les autres syngonies 
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tous les modes ne sont pas représentés (voir tableau 9.1). Par exemple, 
dans la syngonie cubique on ne trouve pas de mailles de Bravais 
à bases centrées parce qu elle entrerait en contradiction avec la 
symétrie du réseau cubique: si un couple de faces d’un cube est 
centré. la symétrie du cube implique obligatoirement que soient 
centrés les deux autres couples de faces, c'est-à-dire qu'une maille 
C deviendrait une maille F. Dans la svngonie quadratique il n'y 
a pas de maille C : elle serait compatible avec la symétrie du réseau 
mais dérogerait aux conditions de choix de la maille de Bravais; 
on peut la remplacer par une maille pri- 
mitive dont le volume est deux fois moins 

crand. 
Des raisonnements analogues peuvent 
\ | \ justifier le choix des mailles du tableau 9.1 
pour toutes les svngonies. Les 14 réseaux 
4 | 8 C de Bravais épuisent toutes les translations 
possibles du réseau servant à la descrip- 
__— tion de n'importe quelle structure cristal- 

line. 

Dans une structure cristalline les ré- 
Fig. 9.2. Deux miroirs  SCAUX de Bravais peuvent s'insérer l’un 
parallèlessont équivalents dans l'autre, tandis que les nœuds des 

à une translation. divers réseaux peuvent être occupés par 

des atomes identiques ou différents de 
symétrie sphérique comme de symétrie cristallographique réelle. 
Le dénombrement de toutes les structures conduit à 230 groupes 
de symétrie d'espace (space-groupe) obtenus en combinant les élé- 
ments de symétrie de structures infinies. 

La multiplication d'éléments de symétrie obéit aux mêmes théorè- 
mes 1-6 régissant la symétrie des polyèdres. En outre, l’adjonction 
de répétitions infinies engendre des nouvelles combinaisons. Décri- 
vons quelques-unes d’entre elles *). Comme pour la multiplication 
d'éléments de symétrie des polyèdres. on ne fournira pas de démons- 
trations rigoureuses en se limitant à des exemples illustratifs **). 

Théorème 7. Deux miroirs parallèles conduisent à une trans- 
lation { — 2a, où a est la distance séparant les miroirs. 

On a représenté sur les figures 9.2 7 et Z]I deux miroirs. Le mi- 
roir / fournit la transformation À — B, le miroir 21 B—C, et 
l'on voit aussitôt sur le dessin que la distance entre les points homo- 
logues des triangles 4 et C vaut 2a. 

Deux transformations successives par miroir AB et BC 
peuvent être remplacées par la translation À — C — 2t: 


Mix My = A (9.3) 


*) La numérotation des théorèmes continue celle des $$ 3 et 6. 
#**) La meilleure déduction complète a été fournie par l’académicien 
N. Belov (voir Belov, 1951). 


Î 
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Théorème a. Toute translation { peut être remplacée par 
deux miroirs parallèles distants l’un de l’autre de t/2. 

Le théorème est réciproque au théorème 7 et se démontre de 
la même façon; il s’explicite de la figure 9.2. 

Théorème 8. Un miroir et une translation t perpendicu- 
laire à ce miroir engendrent de nouvelles insertions de miroirs 


m m a [44 C C 
( : - 
L t | 


1 
I 
9,7 
SJ 
> 4 
= SEE 
RS n 


nm en 
mo ee 
ST 


Le 
Lu 


a) c) 


Fig. 9.3. Un miroir et une translation qui lui est perpendiculaire engendrent 

un miroir inséré de même espèce: miroir (a), plan de glissement avec transport 

dans le plan du dessin (b), plan de glissement avec transport perpendiculaire 
au plan du dessin (c). 


parallèles au miroir générateur, d'espèces analogues et distants 
du premier de t/2. 

Sur la figure 9.3, a la translation f est perpendiculaire au mi- 
roir Z. Le miroir Z fournit la transformation 4 —+ B, la transla- 
tion £ la transformation 4 + C, B — D. On voit que B et C comme 
A et D sont des figures homologues du miroir 77 (inséré): 


my'lz = Myr. (9.4) 


Le théorème 8 est valable quelle que soit l'espèce du miroir 
générateur: plan de glissement et translation t qui lui est perpen- 
diculaire engendrent un plan de glissement de même grandeur et 
direction de glissement distant du plan générateur de t/2 dans le 
sens de la translation. 

Sur la figure 9.3, b l'opération est illustrée pour le miroir a (trans- 
port le long de l’axe X) et sur la figure 9.3, c pour le miroir de sym- 
bole c (transport le long de l’axe Z, normal au plan du dessin). 
Dans les deux cas la translation { est perpendiculaire au miroir 
générateur J. 

Une transformation due à un plan de glissement équivaut à 4 — 
— B (fig. 9.3, c); au cas d’un plan de glissement c, les triangles 
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B et B’ sont soulevés au-dessus du plan du. dessin à une hauteur 
de c/2, fait marqué par le signe « 1/2». La translation { fournit 
des transformations À — 4’ et B — B°’. Entre B et À, à la distance 
t/2, passe, apparemment, le plan de glissement engendré 77 qui 
est de l’espèce du plan générateur J. 

Théorème S. Un miroir et une translation ?{ faisant un 
angle & avec le miroir engendrent un plan de glissement parallèle 


écosæ 


Ésin 


Fig. 9.4. Un miroir "= et une Fig. 9.5. Un axe de symétrie 

translation faisant avec ce mi- et une translation qui lui est 

roir un angle & engendrent un perpendiculaire engendrent un 
plan de glissement. axe de symétrie parallèle. 


au miroir générateur et qui en est distant de ({/2) sin & dans le 
sens du glissement; la grandeur de déplacement le long du plan 
généré vaut { cos &. 

Pour démontrer ce théorème, décomposons la translation +? en 
ses composantes {, —=.{ sin & et {j = { cos &: 


{act == ta. (9.5) 


La combinaison du miroir générateur avec {, = { sin &« donne, 
selon le théorème précédent, un miroir identique parallèle au miroir 
générateur et distant de ce dernier de ({/2) sin &; la translation 
ty transforme ce miroir en un plan de glissement de translation 
ty —=t cos a (fig. 9.4). 

Le théorème est apparemment vrai pour toute espèce de miroirs 
générateurs. Du théorème 9 on déduit que si dans un groupe ponctuel 
de symétrie cristalline il y a des miroirs, la structure de ce cristal 
possède obligatoirement entre les miroirs générateurs des miroirs 
générés, soit simples soit sous forme de plans de glissement. Les 
plans générés sont fonctions des miroirs générateurs, ainsi que du 
choix des translations pour la maille élémentaire de Bravais, autre- 
ment dit du mode de réseau de Bravais. 
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Théorème 10. Un axe de symétrie à angle de rotation & 
et une translation t qui lui est perpendiculaire engendrent un axe 
identique qui lui est parallèle et se trouve à la distance ({/2) sin (x/2) 
sur la ligne perpendiculaire à la translation £{ et son milieu. 

Soient (fig. 9.5) À, le point de sortie de l’axe de symétrie direct 
d'angle de rotation «, { la translation qui lui est perpendiculaire. 
Selon le théorème 2a ($ 3), remplaçons l'axe À, par deux miroirs 
qui se coupent dont l’un m, (7) est tracé perpendiculairement à la 
translation é, le second 2, (ZT) faisant l'angle «/2 avec le premier. 
La translation { sera remplacée, selon le théorème 7a, par deux miroirs 
parallèles mx et mryrr (]11); mrix partage en deux parties égales 
la translation &. Le produit de deux miroirs m1 fournit une trans- 
formation unitaire 


Ac°tlz = MY MAL MINI = Leomyr-Mrur. (9.6) 


Selon le théorème 2 (voir $ 3), deux miroirs se coupant sous 
l'angle «/2 sont équivalents à un axe de symétrie d’angle de rota- 
tion & passant par la ligne d'intersection de ces derniers: 


Mix Mix = Aa?» (9.7) 


c'est-à-dire engendrent l'axe de symétrie À... 
On constate d’après le dessin que 


t/2 ? 
AB— sin (œ/2)  Z2sin (æ/2) * 
Le théorème est démontré. 

Théorème 11. Un axe hélicoïdal caractérisé par l'angle de 
rotation & et le transport f, et une translation & perpendiculaire 
à l'axe engendrent un axe hélicoïdal de même angle et de même 
transport, parallèle au premier et séparé de lui par la distance 
(t/2) sin (œ/2), qui se dispose sur la ligne perpendiculaire à la transla- 
tion { et son milieu. 

La démonstration s'effectue de la même façon que la précé- 
dente avec cette différence que l’axe hélicoïdal À,;, y est remplacé 
par un produit de deux éléments, à savoir l’axe de symétrie À, 
et la translation #, le long de l'axe: 


Agtiti=miemiet- My Mr = 
= lé mire Mir = Bots = Bat (9.8) 


autrement dit on obtient un axe hélicoïdal de même angle «& et 
de même transport {, passant par le point B (fig. 9.5). 
Théorème 12. Un axe de symétrie d'angle de rotation « 


et une translation £ faisant entre eux un angle f engendrent un axe 
helicoïdal. 
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Pour démontrer ce théorème, décomposons la translation t en 
ses composantes £, = { cos B et ft, = tsin f: 


Act = Ac-ticty. (9.9) 
En vertu de (9.6)-(9.8) on obtient un axe hélicoïdal d'angle de rota- 
tion & et d’un transport t sin B. séparé de À par la distance sin @2): 


Théorème 13. Un axe hélicoïdal d'angle de rotation æ suivi 
d’un transport £, et une translation t faisant avec l’axe un angle $ 
engendrent un axe hélicoïdal de même angle de rotation. 

La démonstration est la même que précédemment, à cette seule 
différence que la rotation hélicoïdale 44,:, est aussitôt remplacée 
par le produit d'une rotation directe et d'une translation t,: 


Aout = Aa°tyotiotr = Ag-tiet: = AG,T (9.10) 


où la translation T = t;-t}. 

Il s'ensuit des théorèmes 12 et 13 que si l’angle de la maille 
élémentaire est traversé par l'axe de symétrie, la combinaison de 
cet axe et des translations du groupe de Bravais engendre alors 
des axes de symétrie, directs et hélicoïdaux. le long des arêtes de 
la maille, en son centre et dans les positions définies par les théorè- 
mes 12 et 13. 

Puisque l’axe de symétrie « inclut des rotations multiples de a, 
les axes de symétrie résultants peuvent être d'ordres différents. 
Voyons ce qui se passe au cas d’axe 4 qui comprend les rotations 7, 
x/2, x, 3x/2. Ajoutons-y les translations t, et t, de la maille élé- 
mentaire primitive. Les rotations obtenues sont: 


Translation 


Rotation 

{1 | + tite 
BRIESE 
1/2 | A | 37/2 | 1/2 
sd | T DE a 
37/2 37/2 | 3x/2 37/2 


Le tableau montre que l’axe 4 passant par le sommet de la maille 
primitive engendre un axe 4 au centre de la maille et un axe 2 au 
milieu de ses arêtes. 
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Théorème 14. Un axe de rotation inverse d'angle de rota- 
tion & et une translation { qui lui est perpendiculaire engendrent 
le même axe de rotation inverse parallèle à l’axe générateur. 

En décomposant l'axe de rotation inverse À- en un axe de rota- 


tion direct À, et une inversion par rapport au centre de symétrie 1, 
on revient à la démonstration précédente. En appliquant le théorème 


144 à l’axe inverse 1, on obtient le corollaire: un centre de 
symétrie et une translation { engendrent un nouveau centre de 
symétrie déplacé par rapport au premier dans le sens de la transla- 
tion { de la moitié de sa grandeur. 

Théorème 15. Un axe de rotation inverse caractérisé par 
l'angle de rotation & et une translation £{ faisant avec cet axe un 
angle B engendrent un axe inverse de même rotation & parallèle 
au premier axe. 

La démonstration est toujours la même: on décompose la trans- 
lation t en l, et {: 7 = Ac°l-tyti — Cetr”1 —= C=-tr = Ci, 
en recourant aux formules (9.8) et (9.9), il vient 

,__t sinf 
AC 7 2 cos(x/2) * 

Tous les théorèmes des $ 3 et 6 constituent un cas particulier 
de la multiplication d'opérations de symétrie sans translations. 
L'adjonction de translations élargit la nomenclature des éléments 
de symétrie engendrés. C’est ainsi que dans le théorème 2 (voir $ 3) 
on a démontré que des miroirs m qui s'entrecoupent engendrent 
un axe de symétrie. Des démonstrations des théorèmes précédents 
il s'ensuit que si les miroirs qui se coupent sont des plans de glis- 
sement, les éléments engendrés peuvent devenir des axes hélicoï- 
daux passant par la ligne d'’intersection des plans ou qui sont dépla- 
cés par rapport à cette ligne. Du théorème d'’intersection des axes 
on peut également tirer de nombreuses solutions, si l’on met en 
ligne de compte les axes helicoïdaux. 

On ne peut épuiser au moyen de théorèmes et d'exemples consi- 
dérés les possibilités des combinaisons infinies des transformations 
de symétrie, ces théorèmes et exemples ne servant qu'à montrer la 
diversité de ces combinaisons ainsi qu'à établir le principe de 
leur dérivation. 


$ 10. 230 groupes de symétrie (space-groupe) 


On appelle groupe de symétrie ou groupe d'espace la combinaison 
de toutes les transformations de symétrie possibles au sein d'une 
structure cristalline. Le groupe de symétrie caractérise la symétrie 
d’une structure cristalline de la même façon que le groupe ponctuel 
caractérise la symétrie de la forme extérieure d’un cristal et la 
symétrie de ses propriétés macroscopiques. 


6—01180 
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A chaque groupe ponctuel correspondent plusieurs groupes de 
symétrie. Pour obtenir à partir d’un groupe de symétrie d’un cristal 
son groupe ponctuel il faut par la pensée éliminer toutes les trans- 
lations, c'est-à-dire substituer des miroirs simples à tous les plans 
de glissement et des axes de rotation ordinaires aux axes hélicoïdaux, 
puis réduire tous les éléments restants à un point. 

Un problème plus compliqué est de déduire à partir d'un groupe 
ponctuel tous les groupes de symétrie qui lui sont associés. Il faut 
passer en revue toutes les combinaisons possibles d'éléments de 
symétrie et des réseaux de Bravais. C’est ainsi, par exemple, si le 
groupe ponctuel comprend les axes 3 et 2, alors pour dériver le 
groupe de symétrie, il faut essayer toutes les combinaisons possibles 
d'axes 3, 3,, 3, 2 et 2, avec les translations. 

On obtient ainsi au bout du compte 230 groupes d'espace ou 
groupes de symétrie de Fédorov. Chacun de ces groupes satisfait 
aux axiomes de la théorie des groupes, autrement dit constitue 
un groupe mathématique. 

Les 230 croupes d'espace ont été dérivés simultanément et indé- 
pendamment par E. Fédorov et A. Schoenflies. 

Pour désigner les groupes d’espace, on se sert des symboles inter- 
nationaux ainsi que des notations de Schoenflies et de Fédorov. 


Tableau 11.1 
Règles d'écriture du symbole d'un groupe d'espace 


que a l'axe X | a l'axe Y | à l'axe Z 


Axe d'ordre supérieur | Miroir de co-|\iroir diagon\l 
(et miroir qui luil|ordonnées ou |ou axe 
est normal) axe 


quadratique 
hexagonale 


Positions 
Syngonie 

1 II | J11 | IV 

triclinique Elément de symétrie 
present 

monoclinique Elément de symétrie 

Z | present 

5 

A |2 ou 2, (et miroir 

[normal à l'axe 2. si 

= |ce dernier existe) 

5 : | 7 
orthorhombi- 7 Miroir normal ou axe parallele 

> 

= 

O 

= 

Le 

En 


3 Miroirs diagonaux 


ou axes 


cubique Miroirs de coordon- 
nées ou axes 
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Le symbole international d’un groupe d'espace est composé 
de manière à donner une représentation complète de la position 
mutuelle des éléments de symétrie une fois connus les théorèmes 
fondamentaux sur l'addition d'éléments de symétrie infinis ainsi que 
les règles d'écriture du symbole, données au tableau 10.1. 

En notations de Schoenflies les groupes d'espace sont tout sim- 
plement désignés par le numéro du groupe de la classe considérée. 
D'après le symbole de Schoenflies il est impossible d'établir la 
symétrie du groupe d'espace, et il faut recourir aux tables où sont 
donnés les symboles internationaux correspondant aux symboles 
de Schoenflies. 

E. Fédorov désigne les groupes d'espace par des numéros affectés 
de signes s, hk, a; s sont ici des groupes de recouvrement simorphi- 
ques : parallèlement aux axes de rotation directs du groupe ponctuel 
on a dans le groupe d'espace des axes directs ou hélicoïdaux de 
même ordre, parallèlement aux miroirs m du groupe ponctuel dans 
le groupe d'espace on a soit des miroirs m soit des plans de glisse- 
ment. Les éléments de symétrie semblables se coupent en un point. 
k — groupes de recouvrement hémisimorphiques : parallèlement à tous 
les axes de rotation du groupe de symétrie ponctuel se disposent des 
axes de rotation identiques ou des axes hélicoïdaux, tandis que, 
parallèlement aux miroirs m du groupe ponctuel il n'y a dans le 
groupe d'espace que des plans de glissement. Les axes semblables 
se coupent en un point. a — groupes de recouvrement asimorphiques : 
au moins un système d’axes de symétrie du groupe d'espace, paral- 
lèles aux axes de symétrie correspondants du groupe ponctuel, 
n’est constitué que d’axes hélicoïdaux (E. Fédorov, 1949). 

Comme dans le symbole du groupe ponctuel, dans le symbole 
international du groupe d'espace on n'écrit que les éléments de 
symétrie générateurs. Un rôle déterminant est joué par l’ordre 
suivi dans les notations. Dans le symbole d'un groupe d’espace 
la première place est toujours réservée au symbole du réseau de 
Bravais. Ensuite, viennent les éléments de symétrie générateurs, 
chacun en position rigoureusement déterminée (tabl. 10.1). 

Les règles d'écriture des symboles de la syngonie orthorhombique 
et des syngonies de la catégorie moyenne permettent d'’éclaircir 
la raison de la distinction dans les symboles des groupes ponctuels, 
tels, par exemple, que 4mm ou 6mm, entre les éléments de symétrie 
de coordonnées et les éléments de symétrie diagonaux. Il résulte 
des théorèmes 8 et 9 (voir $ 9) que l’adjonction d’une translation 
aux éléments de symétrie de coordonnées et diagonaux ne produit 
pas le même effet. Aussi, dans le symbole d’un groupe ponctuel 
distingue-t-on les deux variantes. 

Dans le symbole des groupes spatiaux de la syngonie cubique 
on rencontre toujours le chiffre 3 en troisième position. Il indique. 
la présence obligatoire dans cette syngonie de quatre axes 3. 


6* 
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L'absence d'un élément de symétrie en position correspondante 
est marquée par le chiffre f. 


Considérons quelques exemples. | 

Groupe ponctuel 2. Selon le tableau 9.1, dans la syngonie monoclinique 
sont possibles les mailles de Bravais P et 7. La multiplication de la seule opé- 
ration de symétrie 2 par la translation : fournit l’axe hélicoïdal 2, : 2-t = 2. 
Selon le théorème 10, les translations de la maille P simultanément aux axes 2 
ou 2, engendrent des axes insérés de même nom, tandis que selon le théorème 12 


Fig. 10.1. Groupes d'espace P2, (a) ct P2,2,2 (b) caractérisant la variation 
de symétrie du sel de Seignette dans une transition de phase. 


les translations de la maille 7 engendrent des axes alternés 2 et 2,. On obtient 
ainsi trois groupes d'espace: P2, P2,, 12. Comme les axes hélicoïdaux 2, sont 
neutres, tous ces groupes d'espace sont également neutres. L’axe 2 (ou 2,) est 
polaire. Le groupe d'espace P2, est celui de la structure du sel de Seignette en 
phase ferruelectrique. 

A la température de —18 °C ou +24 °C le sel de Seignette passe de la phase 
ferroélectrique monoclinique en phase paraélectrique, orthorhombique dont 
le groupe d’espace est P2,2,2. On a montré sur la figure 10.1 ces groupes en 
placement standard: les axes hélicoïdaux 2, se trouvent dans le plan XY et 
sont, pour cette raison, indiqués par des flèches. 

Au groupe de symétrie ponctuel 32 du quartz sont associés respectivement 
les groupes d'espace 


P321 P3,21  P3,21 
P312 P3,12 P3,12 
R32 


Dans les groupes d'espace de la première ligne les plus courtes translations 
dans le plan de base sont parallèles aux axes 2, tandis que dans les groupes de 
la seconde ligne elles font avec eux des angles de 60°. 

Le groupe d'espace de la structure du quartz P3,21 ou P3,21 peut être 
dextre. ou senestre, phénomène se manifestant en l’existence de cristaux énan- 
tiomorphes droits et gauches (or fig. 3.6) et en la présence dans ces derniers 
de la rotation du plan de polarisation. Cette structure est propre au rtzæ 
de basse température ; au-dessus de +573 °C il passe à la modification B de haute 
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température de classe 622. Dans ce cas le quartz & dextre se transforme en quartz 
B également dextre (P6,22), et le senestre (P3,21) en senestre (P6,22) (fig. 10.2). 
Les axes 2 perdent en outre leur polarité. 


Fig. 10.2. Groupes d'espace P3,21 (a) et P6,22 (b) caractérisant la variation 
de symétrie du quartz dans une transition de phase. 


Dans les Tables internationales (International Tables, 1965) 
auxquelles on a emprunté la figure 10.2 sont fournis les dessins 
et les symboles de tous les 230 groupes d'espace. Les symboles inter- 
nationaux donnés dans la première édition des Tables Interna- 
tionales (« anciens symboles ») diffèrent quelque peu de ceux adop- 
tés actuellement (« nouveaux symboles »). Les figures sont accom- 
pagnées de symboles conventionnels mentionnés au tableau 3.1. 

En plus des schémas de disposition réciproque des éléments 
de symétrie, on donne dans les Tables internationales pour chaque 
groupe d'espace les coordonnées et les canevas des systèmes de 
points réguliers. On appelle système régulier de points l'ensemble 
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de points réliés entre eux par des éléments de symétrie du groupe 
d'espace. Un système régulier de points peut être obtenu à partir 
d’un point en le répétant dans tous les éléments de symétrie du 
groupe d'espace. 


$ 11. Base vectorielle réciproque et réseau réciproque 


A côté de la base covariante principale a,, &,, a;, on utilise 
une base vectorielle réciproque, composée également de trois vec- 
teurs désignés de même par la lettre a, mais munie d'un exposant : 
a!, a°, a et qu'on appellera vecteurs de base contravariants ou vec- 
teurs de base du réseau réciproque. Ces vecteurs sont définis comme 
une solution du système suivant de 9 équations linéaires qui les 
lient aux vecteurs ordinaires ou aux vecteurs de base covariants: 


aa —1, aa! —0, a,;-al = 0, 

aa —0, aa = 1, a,;-a = 0, 

aa —0, a —0, a; — 1. 
Si l’on introduit le symbole de Kronecker 


Î{ pour B = a, 


LEE 
da = 0 pour Ba, (1:1) 

ce système peut alors être transcrit de façon plus condensée : 
aa = OP (a, B = 1, 2, 3). (11.2) 


Le système (11.2) montre que tout vecteur de base contravariant 
(disons a!) est perpendiculaire aux deux vecteurs de base covariants 
aux numéros différents (dans l’exemple considéré, aux vecteurs 
a, et a;) en faisant un angle aigu avec le vecteur de base contra- 
variant de même nom (avec le vecteur a,). En effet, si le produit 
scalaire de deux vecteurs est nul, ces derniers sont perpendiculaires 
l'un de l’autre; s’il est positif, l'angle entre ces vecteurs est infé- 
rieur à l’angle droit. Etant donné que le vecteur a! est perpendi- 
culaire au vecteur a. et au vecteur a, il est colinéaire à leur pro- 
duit vectoriel: a! — ma, X a;, où m est un nombre pour l'instant 
inconnu. Pour le trouver, portons dans le produit &,-a! la gran- 
deur a! tirée de l'expression ma,-(&.-a;) = 1. Remarquons mainte- 
nant que le volume de la maille élémentaire construite sur les vec- 
teurs &;, &,, &; vaut 


v = a;-(a X a;) = a.'(a;s X a) = a;-(a X a). (11.3) 


On en tire m — 1/v. En calculant par le même procédé a*° et a, 

on obtient 

a; X ds 
U 


al — 


are SXm ai= 1e, (11.4) 
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Les formules (11.4) montrent que les vecteurs de base du réseau 
réciproque a!, a*, a sont dirigés suivant les normales aux plans 
de coordonnées du réseau cristallin. Quant à leurs longueurs, elles 
sont égales, comme on le montre plus bas, aux inverses des distances 
entre les plans de coordonnées réticulaires du réseau. 

Calculons le produit mixte des vecteurs de base contravariants 
a'.(a* « a). En recourant à la formule connue du produit vectoriel 
double (4 X B) x € = (A-C)-B — (B-C):A, calculons a° X a = 
= (1/2?) (a; X a) x (a, X a) = (1/0?) {la,- (a, x a,)] a, — La, (a, X 
X a.)la:} = (1/v) a, vu que le second terme de la somme est 
nul. Ensuite, en notant que a!-a, = 1, il vient finalement 


a!.(a° X a) = 1/v. (11.5) 


Il s'ensuit que les vecteurs de base contravariants a!, a°, a° ne 
sont pas coplanaires (car leur produit vectoriel mixte n'est pas 
nul) et forment un triplet dextre (car ce produit est positif). 

En notant que dans l'équation fondamentale (11.2) les vecteurs 
de base co- et contravariants sont parfaitement symétriques, on 
peut, par analogie avec (11.4), écrire aussitôt les formules permettant 
d'exprimer les vecteurs de base covariants en fonction des contra- 
variants : 


a = va *X &, a =v& X al, a; = va! X a° (11.6) 


(la première de ces formules a déjà été obtenue lors du calcul du 
produit mixte des vecteurs de base contravariants). 

Le parallélépipède construit sur les vecteurs de base contra- 
variants a!, a°, a* est appelé maille cristallographique du réseau réci- 
proque. Si la maille cristallographique du réseau direct coïncide 
avec la maille élémentaire, la maille cristallographique du réseau 
réciproque est aussi dite élémentaire. En répétant indéfiniment 
cette maille dans l’espace tridimensionnel, on peut construire à par- 
tir de ces parallélépipèdes un réseau appelé réseau cristallin réci- 
proque ; il est largement appliqué en théorie de l’analyse structurale 
et en physique théorique du solide. Aussi, appelle-t-on souvent 
les vecteurs de base contravariants vecteurs de base du réseau réci- 
proque. 

Les vecteurs de base fondamentaux du réseau réciproque, autre- 
ment dit les vecteurs de base contravariants a!, a, a, comme 
d’ailleurs tous vecteurs, peuvent être décomposés, suivant la base 
fondamentale (covariante) &,, a., a; : 


a'=g'a + 8 "a + "as, 


a = ga + ga, + ga, 
a = ga, + ga, + gas. 
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Les exposants affectant les coefficients g de la décomposition s’inter- 
prètent ainsi: le premier désigne le numéro du vecteur décomposé 
et le second du vecteur qui décompose (éviter l’ambiguité d’une 
confusion avec les exposants de puissance !). Ces trois décomposi- 
tions peuvent être écrites de façon plus condensée en utilisant des 
indices à lettres et le symbole somme: 


3 
2 gag (œ—1, 2, 3), 


mais la condensation est encore plus poussée si l’on recourt à la 
conversion d’Einstein: 


ax — gag. (11.7) 


En cette notation la sommation est indiquée par le fait que 
l'indice B (indice de sommation) est répété deux fois en haut et 
en bas. La présence dans un « monôme » d’un même indice grecque 
simultanément en haut et en bas indique que ce n’est pas un monôme 
mais une sommation de monômes sur cet indice qui prend successi- 
vement les valeurs 4, 2, 3; les cas où les indices prennent d’autres 
valeurs seront mentionnés spécialement. 

Les coefficients de décomposition g%ê sont appelés composantes 
contravariantes du tenseur métrique. Pour en saisir la signification, 
multiplions scalairement les deux membres de l'égalité (11.7) par 
un quelconque vecteur de base contravariant a. Compte tenu 


de ce que ag-aY = Ôf, il vient 
ax.aY = gp. (11.8) 


Ainsi, les composantes contravariantes du tenseur métrique sont 
égales aux produits scalaires des vecteurs de base contravariants 
appropriés. Vu que le produit scalaire des vecteurs est commutatif, 
autrement dit ne dépend pas de l’ordre des facteurs, ces composantes 
ne varient pas lorsqu'on permute les indices: 


AY = gYe, (11.9) 
Etudions maintenant la décomposition des vecteurs fondamen- 
taux du réseau &,, a, a; suivant les vecteurs fondamentaux du 
réseau réciproque a}, a°, a: 
Aj = En + L190° + L130°, 
As = Ent! + Le20° + Losû”, 
Œg = Et + Es20° + £s50° 


ou identiquement 
la = Eap. (11.10) 
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Les coefficients de cette décomposition g.8 sont appelés composantes 
covariantes du tenseur métrique. Ils sont égaux aux produits scalaires 
des vecteurs fondamentaux appropriés du réseau cristallin: 


Lay = Za'y- (11.11) 
Il va de soi qu’ils ne varient pas avec la permutation des indices: 
Pi = Eé. (11.12) 


Les jeux des nombres g,8 et g®P constituent des matrices. La 
confrontation des égalités (11.7) et (11.10) montre que ces matrices 
sont inverses l’une de l’autre. Si l’on note || ges [| = G, alors || gt || — 
= G7l et les relations suivantes sont valables: 


Las = 6. (11.13) 


Des formules (11.11) il s’ensuit que les composantes covariantes 
du tenseur métrique £g,8 sont complètement définies par les para- 
mètres d’une maille: les longueurs des arêtes et les angles qu’elles 
interceptent. Si l’on désigne les longueurs des arêtes a, b, c et 
les angles entre ces dernières &, B, y (voir fig. 1.5), alors 


a? abcosy cacosf 
G=| abcosy b? bccosa ||. (11.14) 
cacosf bccosaæ c® 


D'autre part, connaissant les composantes covariantes du tenseur 
métrique, on peut calculer sans peine les paramètres de la maille 


a=V £gy, b=V 8», CV Sas 


E2s B— arccos L31 —_ 512 dE 
un En, y #2, (11.15) 
E22b33 V £s381 ' V Euros 


Comme il a été démontré au $ 16, le volume de la maille élé- 
mentaire vaut v — V det G; confronté à (11.14), on obtient 


& = arccos 


v = abc w, 


w—V1—cos?a—cosB—cos®y+2cosæcosfBcosy. (11.16) 
Les composantes contravariantes du tenseur métrique constituent 
une matrice 


a” a*b*cosy* c*a* cos P* 
G"1—| a*b* cos y* b*2 b*c*cosa* |, (11.17) 
cta*cosf* b*c*cosa* c"* 


dans laquelle a*, b*, c* sont les longueurs des arêtes de la maille 
du réseau réciproque et a«*, B*, y* les angles qu'elles interceptent. 
D'après les composantes contravariantes du tenseur métrique on 
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calcule ces longueurs et ces angles à l’aide des formules absolu- 
ment analogues à (11.15), les paramètres de la maille du réseau 
cristallin étant liés par les relations 


o% -sina b* — sin Ê +_ “Siny 
Fu 9 == ? Mi 9 
aw bw cu 
cos f cos — cos & COS y COS 4 —Cos 
core CONPEOS cos 0 Éos pr ve e=cop. 
sin f sin y sin y Sin & 


(11.18) 


cos & cos B— cos y 


* — 
RS M sin & sin f 


Les matrices G et G-! sont données dans l'annexe B pour tous les 
14 réseaux de Bravais (avec le choix habituel de la maille élémen- 
taire dans chaque réseau). 

Le parallélépipède construit sur les vecteurs de base contra- 
variants a}, a*, a* est appelé maille du réseau réciproque; c'est à par- 
tir de ces parallélépipèdes qu'on construit le réseau réciproque. 

À chaque plan du réseau direct correspond dans l’espace réci- 
proque un nœud du réseau. À la famille infinie de plans parallèles 
de l’espace direct correspond dans l’espace réciproque une famille 
infinie de points le long de la direction normale à ces plans. Les 
réseaux direct et réciproque sont mutuellement conjugués et sont 
doués d’une symétrie ponctuelle identique (mais leurs groupes d'’es- 
pace sont en général différents). 

C'est à l’aide d’un réseau réciproque qu'est décrite la distribu- 
tion périodique du pouvoir réfléchissant d’un cristal par rapport 
aux rayons X. L'équation fondamentale de la diffraction des rayons 
X dans les cristaux (relation de Wulff-Bragg) définit la dépendance 
entre la longueur d'onde À, la distance réticulaire d pour une série 
de plans du réseau parallèles au plan de réflexion, l’ordre #7 du 
spectre de diffraction de cette série de plans et l’angle d'incidence 
de l’onde sur le cristal: 


2d sin 0 = nÀ. (11.19) 


6 est ici le complément de l’angle d'incidence. 

Les distances réticulaires entre les plans de coordonnées (100), 
(010) et (001) sont inverses des longueurs des arêtes de la maille 
du réseau réciproque a*, b* et c* et sont définies par les formu- 
les (11.18); dans le cas général, on détermine les distances réticu- 
laires à l’aide des formules (15.30). 

La direction du vecteur du réseau réciproque r* coïncide avec 
celle des rayons X reflechis par la série de plans parallèles du réseau 
direct, tandis que le n7-ième nœud de la rangée du réseau récipro- 
que correspond à la réflexion d'ordre nr de cette série de plans. Chaque 
nœud du réseau réciproque correspond à la direction du faisceau 
de rayons X engendré par la diffraction sur la série de plans paral- 
lèles du réseau. 
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$S 12. Ecriture indicielle des orientations 
et des plans dans les cristaux 


On a constaté au $ 1 que pour chaque cristal il est possible 
de choisir un système de coordonnées cristallographiques XYZ cons- 
truit sur les vecteurs de base &,, &,, a, coïincidant avec les arêtes 
de la maille élémentaire. «a,, &>, as; n'étant pas coplanaires, tout 
vecteur / peut se représenter sous forme d’une combinaison li- 
néaire de vecteurs de base et cela de façon unique: 


1 = l'a, + l'a, + Pa,. (12.1) 


Les nombres l!, [*, F® sont dits composantes du vecteur l relati- 
vement à la base a;, a, a. 
Suivant la convention d'Einstein on a 


l = lea... (12.2) 


Supposons que le vecteur Z — la, aux composantes entières 
ll, 1° D définit l'orientation cristallographique. Si les entiers 
11, 1, & possèdent un facteur commun n, il est possible d’intro- 
duire dans l’étude un vecteur de même direction mais » fois plus 
court : 

l' = Un = (ln) a, + (l°/n) a; + (F/n) a, 


dont les composantes seront également entières. Admettons donc 
que toutes les divisions par les facteurs communs sont déjà réalisées. 
Les composantes l!, l? et [ se notent [2!1°%] et dans ce cas constituent 
des indices de Miller de l’orientation cristallographique concernée, 
c'est-à-dire de toute droite orientée parallèle au vecteur considéré. 
Comme il a été mentionné au $ 1, les indices d’une rangée s’écrivent 
entre crochets, par exemple les symboles des axes de coordonnées 
se fnotent [100], [010], 10011]. 

L'ensemble des orientations qui peuvent coïncider par symétrie 
l'une avec l’autre au moyen de transformations de symétrie propres 
à la classe de symétrie considérée s'écrit entre des crochets angu- 
laires; par exemple, l’ensemble des arêtes du cube (100), des diago- 
nales spatiales du cube (111), des diagonales d'une face du cube 
(110). Si certains nombres {« sont négatifs, le signe moins s'écrit 
au-dessus de ce nombre, par exemple, (110) (on lit: un, moins un, 
zéro). Quand parmi les indices de Miller on rencontre des nombres 
supérieurs à 9, alors, pour éviter des ambiguités, les indices sont 
séparés par des points, mais, pratiquement, de telles orientations 
cristallographiques apparaissent très rarement. 

Si la maille élémentaire n’est pas primitive, tout vecteur mené 
de l’origine des coordonnées vers le nœud du réseau n'a pas obliga- 
toirement des composantes entières, toutefois, pour toute orienta- 
tion cristallographique, on est en mesure de trouver le vecteur 
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déterminant aux composantes entières : le symbole du nœud se dispo- 
sant au centre de la maille élémentaire est [[1/.1/,1/,]], mais la rangée 
passant par ce nœud (diagonale spatiale du cube) peut être caracté- 
risée par le symbole [111], car elle passe également par le nœud [[111]1]. 
Tout choix de plans parallèles se caractérise naturellement par 
un vecteur normal à ces plans; si ces derniers sont cristallographi- 
ques, c'est-à-dire contiennent au moins trois nœuds du réseau non 
alignés, il convient de les carac- 
tériser par un vecteur aux com- 
posantes entières. De l’ensemble 
de plans cristallographiques pa- 
rallèles choisissons un plan quel- 
conque coupant les axes cristal- 
lographiques aux nœuds du réseau 
cristallin mais ne passant pas 
par l'origine des coordonnées. La 
position du plan est déterminée 
de façon univoque par des tron- 
çons entiers interceptés sur les 
axes cristallographiques des coor- 
données (fig. 12.1). Trois cas se 
Fig. 12.1. Explication du symbole P'nients 
d'un plan. ) on a trois tronçons sem- 
blables, le plan n’est parallèle à 
aucun des axes des coordonnées: 
2) le plan est parallèle à l’un des axes des coordonnées; il inter- 
cepte des tronçons entiers sur les deux autres axes; 
3) le plan est parallèle à deux axes des coordonnées, le tronçon 
n’est intercepté que sur le troisième axe. 
Considérons le premier cas. Les vecteurs 


Pa) — p'a, Pc) — P'as; P(3) — pas (12.3) 


joignant l'origine des coordonnées avec les points d’intersection 
du plan avec les axes sont entiers. Les vecteurs 


a) — Pa — Pes € Gen = Pen — Pis (12.4) 
sont également entiers et se trouvent dansle plan cristallographique 
qui nous intéresse, tandis que leur produit vectoriel lui est per- 
pendiculaire. Il est commode de le diviser par le volume de la maille 
élémentaire v, l'orientation ne changeant évidemment pas, et de 
choisir l’ordre des facteurs de manière que ce produit soit une nor- 
male externe à la face (on admet que l’origine des coordonnées 
se trouve au sein du cristal). 

Ainsi, la face est caractérisée par un vecteur qui lui est normal 


LEE (gd) (12.5) 
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Calculons-le. En portant dans (12.5) les expressions de Q«) et Qte) 
tirées de (12.4), et, ensuite, en substituant les expressions (12.3) 
aux vecteurs Puy, P(ey et Pay On obtient 


1 
== (p'a; — p'as) X (p’a: — p‘as). 


+ 


Le produit vectoriel sera effectué terme à terme: 
n — = (p'p°a; X & + p°p'as X &i + p*pias < a3). 


Notons maintenant que si l’on divise terme à terme les produits 
vectoriels des vecteurs de base par v, on obtient les vecteurs de 
base du réseau réciproque : 


n = p°p°a + p°p'a* + p'p'a. (12.6) 
En posant n, = p*p°, n; = p°p}, n; = p'p°, on obtient finalement 
n = na! + n.a° + nas = n,a. (12.7) 


Les nombres ñ,, n., n4 sont les composantes du vecteur # par rap- 
port à la base réciproque ala*aÿ. Etant un produit de nombres entiers, 
ils sont aussi entiers. 

Considérons le second cas. Supposons que le plan cristallogra- 
phique est parallèle à l'axe X, tandis que les nœuds du réseau où 
le plan coupe les axes Ÿ et Z sont joints à l'origine des coordon- 
nées par des vecteurs entiers 


Pey = Pas Pis = Pas. (12.8) 


Le plan est alors parallèle aux vecteurs &@4) et 4 = Pa) — Pris 
Quant au vecteur de la normale au plan, il se définit par la for- 
mule 


=+ da, qe (12.9) 
En effectuant les calculs déjà faits dans le premier cas, on obtient 
n = pOat®) + pat), (12.10) 
et l’on peut écrire aussi dans ce cas nr = n,a%, où 
m=0, ne —=p9, nn: = pA. (12.11) 


Considérons enfin le plan cristallographique parallèle aux axes 
X et Y et coupant l'axe Z dans son secteur positif. Comme il est 
parallèle aux vecteurs &, et «a., on peut écrire immédiatement 


n= a + a,= 45. (12.12) 


Dans l'expression r = n,a* les composantes nr; — ne = 0, n3 = 1 
{si le plan coupait l'axe Z dans son secteur négatif, les facteurs 
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devraient être intervertis et, alors, r — —a* et respectivement 
Na = —1). 

Ainsi, dans tous les cas il est possible de choisir le vecteur de 
la normale à une face virtuelle ou réelle du cristal de manière qu'il 
possède des composantes entières relativement à la base du réseau 
réciproque. Ces composantes sont justement les indices de Miller 
de la face (du plan) (voir $ 1) ; ils sont notés de la même façon que les 
indices de l'orientation (de l’arête), mais cette fois non pas entre 
crochets, mais entre parenthèses (7,n.n:). S'ils admettent un facteur 
commun, il faut les diviser par ce dernier *). Trois indices entre 
parenthèses sont dits symbole de la face (du plan). 

Les indices de Miller de la face sont inversement proportionnels 
aux composantes des vecteurs menés de l’origine des corrdonnées 
aux points d’intersection de la face avec les axes des coordonnées. 
En effet, quand la face concernée coupe les trois axes, de (12.6) 
s'ensuit 

RM l3= RS (12.13) 


pti) p®) pa) 9 
tandis que si elle coupe deux axes, disons Y et Z, de (12.11) s'ensuit 


1 1 
No: = He) : (12.14) 

Les plans de coordonnées sont caractérisés par les symboles 
(100) — YOZ, (010) — ZOX et (001) — XOY. 

Breif, on a introduit deux bases de vecteurs: la base du réseau 
y, Gr, ah et la base du réseau réciproque a!, a°, a. On a montré 
que le vecteur L caractérisant l'orientation cristallographique peut 
être choisi de manière que ses composantes l[!, l°, l[% soient entières 
relativement à la base du réseau, tandis que le vecteur de la nor- 
male au plan cristallographique #2 l’est de manière que ses com- 
posantes »1, ñ», nA4 soient entières relativement à la base du réseau 
réciproque. Il va de soi qu’on peut décomposer le vecteur / suivant 
les vecteurs de base du réseau réciproque et le vecteur x suivant 
les vecteurs de base du réseau direct, mais dans ce cas les compo- 
santes ne seront plus entières et, partant, sera perdue la valeur 
cristallographique de l'orientation et du plan concernés. Ainsi, il 
faut savoir choisir la base adéquate pour la description de l'objet 
cristallographique. 

En démontrant que les indices de Miller des plans cristallographi- 
ques sont entiers, on supposait admise la notion de réseau cristal- 
lographique. Avant l'apparition de l'analyse structurale aux rayons X 


*) Dans les problèmes sur l’analyse structurale aux rayons X cette division 
n'est pas toujours applicable. 
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et la démonstration expérimentale de la nature discrète de la struc- 
ture cristalline, l’indexation des faces des cristaux s'appuyait sur 
le principe des indices rationnels (loi des caractéristiques entières) 
formulé par R. Haüy en 1781. Avec la loi de constance des dièdres 
la loi de Haüy constitue une loi empirique fondamentale de la 
cristallographie; elle établit la régularité de la disposition des 
faces dans un polyèdre cristallin et explique pourquoi les cristaux 
sont dotés de telles ou telles faces. 

Le principe des indices rationnels stipule: les birapports des 
segments interceptés sur trois arêtes du cristal pris pour axes des 
coordonnées a) par toute face du cristal et b) par une face prise 
pour unité, sont égaux au rapport des entiers petits. 

Choiïsissons dans un polyèdre cristallin trois faces non parallèles 
et considérons-les comme des plans de coordonnées, les arêtes suivant 
lesquelles ces faces se coupent étant prises pour des axes de coor- 
données. Choisissons encore une face appelée face unitaire. Cette 
face unitaire n'étant parallèle à aucun des plans de coordonnées 
intercepte sur les axes des coordonnées les segments 04, OB, OC 
appelés paramètres (ou caractéristiques) de la face. Selon le principe 
des indices (paramètres) rationnels pour toute autre face du cristal 
interceptant sur les axes des coordonnées les segments 04”,0B",0C", 
le birapport est égal à: 


OÀA . OB , OC 


RCE ÉRANSLEES ta e e 9 æ 
O7 0 ve =MmIn:p, (12.15) 


où m, n, p sont des entiers, dans la plupart des cas ne dépassant 
pas 5. Les faces dont le birapport des paramètresest irrationnel ne 
peuvent apparaître dans les cristaux. Si les rapports des paramè- 
tres sont premiers entre eux, entiers, mais grands (supérieurs à à), 
la face est possible quoique très peu probable. 

Pour la cristallographie la loi de Haüy a la même importance 
que la loi des proportions multiples de Dalton pour la chimie. 
Selon la loi de Dalton, les combinaisons d'éléments chimiques ne 
sont possibles qu'au cas où les éléments constituent des rapports 
de nombres entiers. Selon la loi de Haüy, il ne peut se former sur 
un polvèdre cristallin que des faces dont les birapports des segments 
interceptés par la face concernée et par une face unité sont égaux 
au rapport des entiers petits. 

Bien que la loi des indices rationnels n'ait été établie que sur 
la base de l’étude des formes extérieures des cristaux et à l'époque 
où on n avait que des notions confuses sur la structure des cristaux, 
un quart de siècle avant la loi de Dalton, elle fut à proprement 
parler la première loi quantitative ayant défini la structure atomo- 
moléculaire de la substance. 
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Et de fait, l’essence de la loi des indices rationnels s'explique 
sans peine et simplement aujourd'hui, quand on sait que les parti- 
cules se disposent dans le cristal en des rangées régulières et ordon- 
nées et que toute arête cristalline correspond à une rangée de parti- 
cules dans le réseau. Le choix en guise d’axes des coordonnées de 
trois arêtes du cristal équivaut à l'adoption pour axes des coordon- 
nées de trois translations non coplanaires du réseau. Vu que toute 
face du cristal correspond à un réseau réticulaire de nœuds, cette 
face doit également passer par les nœuds situés sur les axes X, Y, Z. 

Au fond, la signification de la loi de Haüy se concrétise dans le 
fait que les faces du cristal correspondent toujours à des plans réti- 
culaires du réseau cristallin, tandis que les arêtes du cristal correspon- 
dent toujours aux rangées des nœuds du réseau. En outre, les faces 
réelles du cristal correspondent, en règle générale, aux réseaux 
plans dont la densité réticulaire est maximale; c'est la raison pour 
laquelle les indices des faces sont non seulement des entiers mais 
également des nombres petits. 

Aujourd'hui, une fois la structure réticulaire des cristaux établie 
expérimentalement et bien étudiée, une telle interprétation de la 
loi devient aisée. Or, historiquement le cheminement fut plus ardu: 
à partir d'observations des formes extérieures des polyèdres cristal- 
lins, à partir des mesures des pentes relatives des faces des cristaux 
vers les premières conjonctures de l’arrangement périodique des cris- 
taux et vers les théories spéculatives de la structure cristalline, 
démontrées expérimentalement beaucoup plus tard. Les premières 
hypothèses sur l’arrangement régulier des cristaux furent justement 
formulées en liaison avec la loi des caractéristiques entières. L'étude 
de la forme polyédrique symétrique des cristaux a permis de com- 
prendre les proportions internes de leur arrangement. 

La loi des indices rationnels conserve sa valeur même si les 
axes des coordonnées, choisis le long des arêtes du polyèdre cristallin, 
ne correspondent pas aux arêtes de la maille élémentaire. Ces arêtes 
continuent à être parallèles à des rangées de points du réseau, et 
la distance entre elles se divise infailliblement en des tronçons égaux 
par des familles de plans parallèles auxquelles toute face du cristal 
est parallèle. 

Il s'ensuit, en particulier, de la loi des indices rationnels que 
toute face du cristal et tout plan nodal d’un réseau cristallin peut 
être défini par trois petits entiers si l’on choisit pour axes des coor- 
données les orientations des trois arêtes du cristal et pour unités 
de mesure le long de ces axes des tronçons interceptés sur ces axes 
par une des faces du cristal. 

En principe, à l’aide d'indices de Miller on est en mesure de 
décrire les plans cristallographiques et les orientations dans des cris- 
taux quelconques. Mais dans le système de coordonnées hexagonal 
les indices de Miller ne sont pas utilisés par les cristallographes. 
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Ces derniers préfèrent les indices de Bravais *). On l'explique par 
la tendance de caractériser les plans et les orientations symétrique- 
ment équivalents par des jeux d'indices en quelque sorte «semblables », 
or les indices de Miller, rapportés au système de coordonnées hexago- 
nal, ne le permettent pas. Donc les vecteurs «a,, a et —a;,, —a; 
définissent des orientations symétriquement équivalentes, tandis 
que les indices de Miller de deux d’entre elles [1001] et [010] diffèrent 
sensiblement des indices de Miller de la troisième orientation [1101]. 
Pour dégager complètement la symétrie des cristaux de la syngo- 
nie hexagonale, on utilise un système de coordonnées à quatre axes: 
dans le plan de base on adjoint aux 
axes À et Ÿ, dirigés respectivement int 
suivant a, et a, un axe Ù dirigé sui- LE 
vant le vecteur —a,, —a.. Le vec- 
teur a, et partant, | axe Z, est toujours 
dirigé suivant l'axe de symétrie prin- 
cipal (fig. 12.2). Les plans cristallo- 
graphiques ainsi que les orientalions 
sont désormais caractérisés par rap- 
port aux quatre axes et, partant, par 


quatre indices qu'on appelle indices de Uñ2_ | À fi 


Bravais. La somme des trois premiers 
indices de Bravais est toujours égale 
à Zéro. 

Les indices de Bravais d'une orien- 
tation cristallographique {£ sont des Fis. 12.2. Symboles des orien- 
coefficients de décomposition du vec-  tations principales d'une maille 
teur ! en quatre vecteurs &;, &;, —a;, hexagonale. 

—G:, 4; à la condition que la somme 

des trois premiers soit nulle. De cette définition se déduit le 
procédé permettant de passer de la notation vectorielle habituelle 
aux indices de Bravais. Le vecteur de l'orientation cristallo- 
graphique 


ALTO] 


l = la, + la, + Fa; (12.16) 
(A, L?, 183 étant des entiers) peut être écrit en la forme 
l = l'a, + la, + 0 (—a, — a) + Ba. 


Les nombres 1, !°, 0, & diffèrent des indices de Bravais seule- 
ment par le fait que la somme des trois premiers nombres n'est 
pas égale à zéro. Ajoutons au vecteur l le vecteur mr = ma, + ma, + 


*) Pour décrire les cristaux du système trigonal, on utilise parfois les indi- 


ces de Miller rapportés non pas au système de coordonnées hexagonal mais rhom- 
boédrique (voir $ 13). 


7—011S80 
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+ m(—a, — a.) = 0. Apparemment, 
Iltm={(l+ma +(F + ma; +m(—a, — a;) + 
+ Fa; — [. 
Posons m = —(l! + [*)/3, alors la somme des trois premiers indices 
s'avère, comme il le faut, nulle. Pour que les indices soient entiers, 
multiplions tous les coefficients par 3. Bref, pour l’orientation cristal- 
lographique 
I —= la, + l’a: + la; 

les indices de Bravais valent 

[22 —E 22 n 27%, 38]. (12.17) 
S'il s'avère que les indices de Bravais obtenus possèdent un facteur 
commun, il faut évidemment les simplifier par ce dernier. D’après 
les indices de Bravais [r'r*r°r*] de l'orientation cristallographique 
on obtient sans peine le vecteur / qui la caractérise. Par définition, 
l =r'a,;, + ra + r(—a, — a.) — r'as. En réduisant les termes 
semblables, il vient 


= (t—r)a +(—r)a, + ra, (12.18) 


ce qui constitue la solution du problème posé. 

Les indices de Bravais des orientations symétriquement équiva- 
lentes sont de fait semblables. Par exemple, les axes X, Ÿ et U 
sont caractérisés respectivement par les symboles [2110], [1210] 


et [11201 (voir fig. 12.2). 

Les indices de Bravais des plans cristallographiques sont des 
coefficients de décomposition du vecteur de la normale au plan 
cristallographique # suivant quatre vecteurs: 


s) ‘) 
Latat, aa, —+at—-ut, a, (12.19) 


la somme des trois premiers coefficients étant nulle. Pour le plan 
caractérisé par le vecteur 
2 9 


n = na + na + n4@°, (12.20) 
les indices de Bravais sont 
(3. Nas —N) — Mo. N3). (12.21) 
Quant au plan cristallographique d'indices de Bravais 
(P1P2P3P): 
il se caractérise par le vecteur 


n = pa + pa + piaÿ. (12. 


tŸ 
Lo 
[Se] 
7 
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Suivant la définition communément adoptée en cristallographie, 
les indices de Bravais des plans cristallographiques sont des entiers 
démunis de facteurs communs, inversement proportionnels aux 
tronçons exprimés en vecteurs axiaux interceptés par le plan con- 
cerné respectivement sur les axes X, Y, U, Z. Aussi est-il néces- 
saire de démontrer que la définition formelle donnée plus haut 
des indices de Bravais et celle habituellement adoptée sont équiva- 
lentes. 

Comme il s'ensuit du théorème général dégagé au début de ce 
paragraphe, les composantes n,, n., nas du vecteur #7 sont inver- 
sement proportionnelles aux tronçons exprimés en vecteurs axiaux 


Fig. 12.3. Illustration de la démonstration du théorème stipulant que les 
indices de Bravais du plan sont proportionnels aux tronçons interceptés par ce 
plan sur les axes X, Y,Z et U. 


interceptés par le plan concerné sur les axes X, Ÿ et Z. Mais ces 
composantes sont respectivement égales au premier, second et qua- 
trième indices de Bravais. D'autre part, si un plan intercepte sur 
les axes X et Ÿ respectivement des tronçons d/n, et d/n., le tronçon 
intercepté par ce plan sur l'axe ÜU vaut alors d/(—n, — n:). Et 
de fait, considérons la figure 12.3. La droite 7 V est la ligne d'in- 
tersection du plan de base avec le plan défini par le vecteur #. Le 
plan r coupe respectivement les axes X, Y, U aux points 4, B, C 
alignés sur cette droite. Apparemment, OA = d/n, et OB = d'n. 
Sur l’axe ÙÜ est intercepté le tronçon OC. Menons les segments 
CA’ || OB et CB’ ||OA. Comme / AOC = / BOC = 60°. il est 
immédiat que les triangles OC A” et OCB” sont équilatéraux. Ensuite, 
en se basant sur la similitude des triangles A’C'A et B'CB, écrivons 


’ é ,’ 1e ’ " , OC as dins—0C 
le rapport À'C : A’A = B’B:B'C, ou AnNC OC ; 
d'où on tire 

_ (d!ni) (dns) d 
— OC = din; + dina Le — Mio ? 


ce qu'il fallait démontrer. 


+ 
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Au tableau 13.1 (voir $ 13) on a donné pour les orientations 
et les plans les plus usuels les indices de Bravais et ceux de Miller 
rapportés au système de coordonnées hexagonal (c’est-à-dire les 
coefficients {* de décomposition du vecteur de l'orientation cristal- 
lographique ! = {*a, suivant les vecteurs de base «,;, «a, «a, du 
réseau hexagonal et les coefficients #8 de décomposition du vecteur 
de la normale au plan cristallographique # = npaf suivant les 
vecteurs de base a!, a*, a° du réseau réciproque). 


$ 13. Transformation des indices en cas de 
changement de système de coordonnées 


On a rarement affaire en cristallographie à des transformations 
de systèmes de coordonnées, car, habituellement, ou utilise des 
systèmes fixés standard. Mais il se présente des cas quand un même 
cristal peut être décrit dans deux systèmes de coordonnées stan- 
dard. Les cristaux du système trigonal, en particulier, sont quelque- 
fois décrits non pas dans le système de coordonnées hexagonal mais 
rhomboëédrique. D'autre part, si en cristallographie on utilise habi- 
tuellement des mailles élémentaires qui ne sont pas obligatoire- 
ment primitives, en physique du solide on préfère avoir affaire 
à des mailles primitives. Dans tous ces cas le passage d'un mode de 
description à l’autre implique des transformations appropriées de la 
base vectorielle du réseau. 

Soit &,, &, &æ, une base vectorielle du réseau cristallin. Par 
convention, appelons cette base «ancienne», et simultanément 
à cette dernière considérons une autre base a,:, a,., a, dénommée 
conventionnellement « nouvelle ». On appellera de même respecti- 
vement « ancien » et « nouveau » les systèmes de coordonnées écha- 
faudés sur ces bases. Connaissant les composantes d’un vecteur 
relativement à l’ancien système de coordonnées on est en mesure 
de calculer ses composantes relativement au nouveau système; 
l'opération appliquée à tous les vecteurs figurant dans le problème 
posé est habituellement appelée transformation du système de coordon- 
nées ou passage de l’ancien système de coordonnées au nouveau. 

Les vecteurs de la nouvelle base. comme d'ailleurs tous les 
vecteurs, penvent être décomposés suivant l'ancienne base: 


ap — Péraa. (13.1) 
Si les anciens vecteurs de base définissent une maille élémen- 


taire tous les coefficients P$£: sont alors entiers. Mais si le parallé- 
lépipède construit sur les vecteurs de l’ancienne base n’est pas élé- 


mentaire, les coefficients P# ne sont pas obligatoirement entiers 
(mais ils sont, toutefois, rationnels). 

Comme les nouveaux vecteurs de base sont non coplanaires, on 
peut décomposer les anciens vecteurs de base suivant la nouvelle 
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base : 


a, = QŸ a. (13.2) 


Pour obtenir les relations entre les coefficients Qi et P$:, portons 
l'expression (13.2) de a, dans la formule (13.1) 


ag — PiQù ay. 


Comme les vecteurs de base sont linéairement indépendants, 
de cette égalité s'ensuit 


PFQY = 5ÿ.. (13.3) 


Mais on peut procéder autrement: porter l'expression (13.1) de 
ag. dans la formule (13.2). On obtient finalement l'égalité 


a: — Qf Pia. 
En vertu de l'indépendance linéaire des vecteurs de base, il s'ensuit 
Q$ Pr = 6. (13.4) 


Les collections des coefficients P$e et Q constituent des matrices 
carrées 


Pis Pie Pi Q OO Q 
pP=| Ps Pi pi, Q=|Q: Q ©: |, 
Ps: P3 Ps QG QG QG 
Les relations (13.3) et (13.4) peuvent être écrites sous forme d égalités 
matricielles 
PQ =1I, QP=lI. (13.5) 
Ici 
1 00 
[=] 0 10 (13.0) 
O OI 


est une matrice uniéé. 

Si deux matrices satisfont à l'une des relations (13.5), elles 
satisfont obligatoirement à la seconde. Ces matrices sont dites 
inverses l'une de l'autre. Connaiïissant l'une des matrices inverses, 
disons P, on obtient sans peine les éléments de l'autre matrice. 
A cette fin il faut calculer le déterminant det P de la matrice P ainsi 


que les compléments algébriques IIË de ses éléments. Le complé- 
ment algébrique IIF° de l'élément P%. de la matrice P est égal au 


produit par (—1)%+6" du déterminant obtenu à partir du déterminant 
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de la matrice P, si dans ce dernier on supprime la colonne et la 
ligne contenant l'élément P%. Après quoi les éléments Qf' de la 
matrice Q se calculent d'après la formule 


d 1 3° es 
Es LU (13.7) 
Introduisons les symboles de Lévi-Civita 
1 pour afy=— 123, 231, 312, ; 
Ougy = —1 pour afy=— 132, 213, 321, (13.8) 
O0 dans les autres cas *) 


et Ô28Y se différenciant du précédent par une indexation supé- 
rieure. Au moyen de symboles introduits on écrit les relations (11.4) 
et (11.6) entre les vecteurs de base des réseaux direct et réciproque 
sous une forme condensée et élégante: 


1 <apy 
Œ —- De 
a — Er Ô ah LAN a», 


(13,9) 


ay = À vô,5,a8 * aŸ, 

ainsi que les formules des produits vectoriels de vecteurs de base 
| "1 

aa Aa =VOp,aY, a ab ms 6F'a.. (13.10) 


Les symboles de Lévi-Civita permettent d'écrire également de 
façon très condensée la succession des opérations nécessaires au calcul 
du déterminant d'une (3 X 3)-matrice quelconque S à éléments S£: 


det S — Bon SASRSY = SPYSASESS. (13.11) 


En profitant de ces formules, calculons le volume v” du parallé- 
lépipède construit sur les nouveaux vecteurs de base. Apparem- 
ment, ©’ —a;:-(a.. X as). En remplaçant les nouveaux vecteurs 
de base par leur décomposition (13.1), on obtient 


v'— PF. PE.PJa,-(ag * a). (13.12) 


En utilisant pour le calcul de as X a, la formule (13.10), puis 
en recourant à la formule (11.2), il vient 


v'= vôus, PT PE P}.. (13.13) 


*) On connaît une autre définition du symbole de Lévi-Civita, plus con- 
densée mais toutefois moins explicite: 


apr = + (a — B)(B — ÿ) (y — he 
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Après comparaison de cette expression à la formule (13.11) 
on aboutit à la relation 


uv" = v det P. (13.14) 


Ainsi, le déterminant de la matrice P est égal au rapport du 
volume du parallélépipède construit sur les nouveaux vecteurs de 
base à celui du parallélépipède construit sur les anciens vecteurs 
de base. Il va de soi que det Q = c/r” (les déterminants des matrices 
inverses l’une de l’autre sont inverses l'un de l'autre). 

Voyons maintenant comment se transforme la base du réseau 
réciproque avec une transformation donnée de la base du réseau 
cristallin. Apparemment, aux nouveaux vecteurs de base covariants 
Gi; dr, à, correspondent également des nouveaux vecteurs de base 
contravariants a, a*’, a définis par les relations 


da--aY = Ô}.. (13.15) 


Ils se décomposent suivant les vecteurs anciens au moyen de la 
matrice Q: 


aŸ’ = QY'an. (13.16) 
En effet, avec cette loi, on a ae-aY = PF,QYay-atet de là, à l'aide 
1 


de (11.2) et (13.3), on obtient immédiatement la relation (13.15). 
Il est évident que les anciens vecteurs de base contravariants se 
décomposent suivant les nouveaux au moyen de la matrice P: 


an = Pha*’. (13.17) 


On établit sans peine à présent comment avec une transforma- 
tion donnée de la basese transforment les composantes vectorielles 
du réseau attaché à cette base, c'est-à-dire les indices de Miller des 
orientations cristallographiques (des arêtes) et des plans cristal- 
lographiques (des faces). Examinons, pour commencer, les indices 
des orientations cristallographiques. Pour tout vecteur / on a l'égalité 


L— l'a, = L'ap. (13.18) 
Pour que cette dernière soit satisfaite il faut que 
18 = QP'IT. (13.19) 


En effet, on ajalors lF'az — QF'INP% a, et, de là, après avoir fait 
opérer l'identité (13.4), on voit que l'égalité (13.18) est satisfaite 
pour cette loi de transformation. Les anciennes composantes l?, 
par contre, s'expriment en fonction des nouvelles au moyen de 
la matrice ?: | 


= Pr”. (13.20) 
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On dégage de façon analogue les formules de transformation pour 
les indices des faces: 


nge = Pen, (13.21) 


na = QÙ nge. (13.22 


Groupons tous les résultats obtenus dans ce paragraphe sous 
forme d’un tableau. Le passage des anciennes grandeurs aux nouvel- 
les sera dénommé « transformation directe », cette dernière se carac- 
térise par les formules qui expriment les nouvelles grandeurs comme 
des combinaisons linéaires des anciennes. Le passage des nouvelles 
grandeurs aux anciennes sera appelé « transformation inverse ». On 
. obtient alors 


Grandeurs | Transformation directe 


Transformation inverse 
Vecteurs de base du ré- te p 
Vecteurs de base du ré- a = Qh'a° aY= PYaf” 
seau réciproque a” Le 
Indices des plans (des nr B’ 
faces) nu ng= Pfna ny QT np 
Indices des orientations B'= 1" DE PY. 
(des arêtes) [* ‘a b 


Ce tableau montre que la transformation directe des grandeurs 
indexées en bas (des vecteurs de base du réseau «a, et des indices des 
faces nr.) s'effectue au moyen de la matrice P, tandis que la trans- 
formation inverse est réalisée à l’aide de la matrice Q. Par contre, 
pour les grandeurs à indice en haut (les vecteurs de base du reseau 
réciproque a% et les indices des arêtes {*) la transformation directe 
est associée à la matrice @, tandis que la transformation inverse 
l'est à la matrice P. C'est justement la raison de l'appellation des 
grandeurs : les grandeurs à indices placés en bas sont dites covariantes 
(vecteurs de base covariants &,, composantes covariantes »,). car 
elles se transforment comme la base vectorielle fondamentale : tandis 
que les grandeurs à indice en haut sont dites contravariantes (Vecteurs 
de base contravariants a%, composantes contravariantes /«), car 
elles se transforment de façon dite « inverse ». 

La nomenclature des composantes du tenseur métrique (« cova- 
riantes » et « contravariantes ») traduit la loi de transformation de 
ces composantes avec le passage d'une base à l'autre. Les lois de 
transformation se dégagent directement des formules (11.8) et 
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(11.11). Si à côté de l’ancienne base a, &;, a; on introduit une nou- 
velle base a,., a.., as, alors, selon les formules (11.11), la loi de 
transformation des composantes covariantes du tenseur métrique 
s'exprime par les formules 


4 np 

Ey'n = PrePn£op. 
NY NN’ 

Las — Qa OB £v’n- 


Confrontons ces formules à la loi de transformation des composantes 
covariantes du vecteur (13.21), (13.22). Il est clair que les composan- 
tes covariantes du tenseur métrique se transforment comme des 
produits des composantes covariantes de deux vecteurs. Cette pro- 
priété est utilisée à la définition du tenseur. De fait, neuf grandeurs 
fasg Sont appelées composantes covariantes du tenseur de deurième 
ordre si elles se transforment comme des produits des composantes 
covariantes de deux vecteurs. Et plus généralement, 3° grandeurs 
fa, … a Sont dites composantes covariantes du tenseur de rang r si elles 
se transforment comme des produits des composantes covariantes de r 
vecteurs. 

Dans tous les énoncés on peut remplacer le préfixe « co » par 
le préfixe « contra »; on obtient ainsi les définitions correspondantes 
des composantes contravariantes des tenseurs. En particulier. à 
partir des formules (13.8), (13.16) et (13.17) on dérive la loi de 
transformation des composantes contravariantes du tenseur métrique : 


gVN = Qù Q8 &, 43.24 
gb PA Phgvn. 

Des composantes mixtes du tenseur sont également possibles; 
par exemple, 9 grandeurs ff sont appelées composantes mixtes (plus 


précisément, une fois covariante et une fois contravariante) du tenseur 
de deuxième ordre si elles se transforment comme des produits d'une 
composante covariante d'un vecteur par la composante contravariante 
d'un autre vecteur. 

On a déjà noté (voir $ 12) qu’en principe tout vecteur peut ètre 
décomposé suivant une base aussi bien covariante que contravariante; 
respectivement, ce vecteur se trouve défini par ses composantes 
contravariantes ou covariantes. La propriété spécifique du tenseur 
métrique est justement sa faculté de déterminer la connexion entre 
les composantes des deux types et permet de passer facilement de 
l'un à l’autre. 

Supposons, par exemple, que le vecteur £ — la, est d abord 
donné défini par ses composantes contravariantes {“. Pour obtenir 
ses composantes covariantes /, il suffit de décomposer les vecteurs. 
de base covariants a, suivant les vecteurs de base contravariants: 
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y = Lap@t. On a alors L = lg,gaf. Or les coefficients de décom- 
position du vecteur { suivant la base contravariante sont justement 
ses composantes covariantes 4. Ainsi, les composantes contra- 
variantes d'un même vecteur sont liées par la formule 


lb = leger. (13.25) 
De façon analogue on déduit la formule 
n8 — n,g°b, (13.26) 


permettant d'exprimer les composantes contravariantes d’un vecteur 
en fonction des composantes covariantes. Les formules (13.25) et 
(13.26) montrent qu'en utilisant le tenseur métrique on est en mesure 
d'élever et d'abaisser les indices. Si, en particulier, on recourt au 
tenseur métrique pour abaisser un des indices des composantes 
contravariantes de ce tenseur ou pour élever un des indices de ses 
composantes covariantes, on obtient alors des composantes mixtes 
(une fois covariantes et une fois contravariantes) du tenseur métrique : 


ge = EPgpy- 
En comparant ce résultat avec la formule (11.13) on voit que 
D ô®, (13.27) 


c'est-à-dire que les composantes mixtes du tenseur métrique se 
confondent aux symboles de Kronecker. 

En guise d'exemple de transformation (changement) de systèmes 
de coordonnées, examinons le passage du système de coordonnées 
rhomboédrique au système hexagonal. On a représenté sur la 
figure 13.1 la projection d'un réseau rhomboëdrique sur un plan de 
base. Les nœuds marqués par des cercles sont supposés se trouvant 
dans le plan du dessin. Immédiatement au-dessus de ce plan se 
disposent les nœuds représentés par des triangles et immédiatement 
au-dessous les nœuds figurés par des carrés. L'arrangement se répète 
périodiquement : immédiatement au-dessus du plan nodal, marqué 
par des triangles, se dispose le plan nodal marqué par des carrés, et 
au-dessus de ce dernier, le plan nodal marqué par des cercles. 

Les vecteurs de base du système de coordonnées rhomboëdrique 
;, ds 4, Sont orientés depuis un nœud se trouvant dans le plan du 
dessin vers les nœuds voisins se disposant dans le plan immédiatement 
supérieur au plan du dessin. 

Les vecteurs de base du système de coordonnées hexagonal a. et 
a. se trouvent dans le plan du dessin. Le troisième vecteur a, n'est 
pas représenté sur la figure, car il est perpendiculaire au plan du 
dessin; ce vecteur est dirigé depuis le nœud de départ vers le nœud 
voisin situé immédiatement au-dessus. 


8 13] TRANSFORMATION DES INDICES 107 


La figure 13.1 montre de façon explicite les relations existant 
entre les vecteurs de base des deux systèmes. À savoir, 


a; = a, — &s. 
A2 = do — Q3, (13.28) 


Ag =ai+a+a3. 


Ainsi, la matrice || P%. || caractérisant le passage de la base rhomboëé- 


PA AN pas 


C] 


© 
CI CI CI 


Fig. 13.1. Vecteurs de base des repères rhomboëdrique et hexagonal pour un 

réseau rhomboédrique. Les nœuds marqués par des cercles se trouvent dans le 

plan du dessin; par des triangles, au-dessus du plan du dessin: par des carrés, 
au-dessous de ce plan. 


drique à la base hexagonale est de la forme 


1 2 3 
PT ER MES (13.29) 
210 Oo 1 —1 
3[1 1 1 


Le déterminant de cette matrice det P = 3; cela montre que le 
volume de la maille hexagonale est triple de celui de la maille 
rhomboëédrique. 
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La matrice de la transformation inverse || Që Il, selon la formule 
(13.7), est 


(13.30) 


LD — 


C9 


Par suite, les vecteurs de base rhomboëédriques se décomposent suivant 
les vecteurs hexagonaux de la façon suivante: 


a, — _ (2air +2 + ar), 

ay= + (—@i+ a + a3), (13.31) 
I ‘ 

a; = — ( — A4, — 22 = az’). 


Ve 


Comme il a déjà été noté, les cristaux des systèmes trigonal et hexa- 
gonal se décrivent au moyen d'indices de Bravais attachés au système 
de coordonnées hexagonal. Toutefois, pour décrire les cristaux du 
système trigonal, on utilise quelquefois les indices de Miller attachés 
au système de coordonnées rhomboédrique, et c’est justement ce 
procédé qu'a utilisé l’éminent cristallographe allemand P. Groth 
dans son répertoire classique (Groth, 1895); d'ailleurs, ce procédé 
est aussi quelquefois appliqué aujourd'hui. Soulignons que Groth 
a utilisé les indices de Miller non seulement pour les cristaux possé- 
dant un réseau de Bravais rhomboëdrique, mais également pour les 
cristaux du système trigonal dont le réseau de Bravais est hexagonal. 
Dans ce dernier cas la maille rhomboëédrique doit être considérée 
comme élémentaire, et non pas primitive, car la maille primitive est 
la maille hexagonale. 

Pour saisir, dans ce cas également, la connexion entre les bases 
rhomboëédrique et hexagonale, revenons-nous à la figure 13.1. Imagi- 
nons que les nœuds marqués par des triangles et des carrés ont disparu. 
Les nœuds restants marqués par des cercles constituent le réseau 
hexagonal de Bravais; sa maille élémentaire est définie par les 
vecteurs &,:, a et a. Remarquons maintenant que les vecteurs 
341, 34, et 3a, sont les vecteurs du réseau hexagonal de Bravais ainsi 
obtenu. Ils déterminent justement la maille rhomboëédrique élémen- 
taire; son volume est triple de celui de la maille hexagonale pri- 
mitive. 

Dérivons les relations entre les indices de Bravais attachés au 
système de coordonnées hexagonal et les indices de Miller attaches 
au système de coordonnées rhomboédrique. Commençons par les 
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symboles des orientations (des arêtes). Supposons que l'orientation 
cristallographique est caractérisée par les indices de Bravais 
{rtr°r3r4]. Selon la formule (12.18) le vecteur associé est 


=(rt—r)a; + (r?—r$) a +rtaz.. 


En recourant à la formule (13.28), décomposons les vecteurs 
de base du système de coordonnées hexagonal &;:, a, a; suivant 
la base du système de coordonnées rhomboëdrique : 


I= (rl—r$) (a — az) + (r — 7) (as — as) +r° (@ + @s + az). 
Après réduction des termes semblables, il vient 
l=(t-r+na+(t-r +rja+(t-r+r)as 
Ainsi, les indices de Miller de l'orientation {r!r°rrt] valent 
ri rnb mr — rt] (13.32) 


Certes, il faut les simplifier si possible. 

Inversement, supposons qu'une orientation est caractérisée 
dans le système de coordonnées rhomboëédrique par les indices de 
Miller (/42®], c'est-à-dire qu'il lui correspond le vecteur 


1 = l'a, + la, + Fa. 


En profitant des formules (13.4), décomposons les vecteurs &,, a, a; 
suivant la base du système de coordonnées hexagonal a;:, &s, a». 
Après réduction des termes semblables, il vient 


LES E 


21/2 — 73 [LI — 2/3 
EE a 2 + a 


[ 27 SE UE + 
Maintenant, utilisant les formules (12.18), cherchons les indices de 
Bravais 

[AE PB BL LE PI (13.33) 
Passons aux symboles des plans cristallographiques (des faces). 
Supposons que les indices de Bravais d'un plan cristallographique 


sont (P1P2:P3P;). Selon les formules (12.22) cela signifie que le vecteur 
de la normale à ce plan est 


n = pal + pa? - pas”. 
Les composantes covariantes de ce vecteur dans le système de coor- 
données hexagonal sont 
UEU = Pi: Nos — Po: UXT = Pa: 


Cherchons les composantes covariantes n,, n., n; de ce même vecteur 
dans le système de coordonnées rhomboédrique en appliquant la 
formule (13.22), les éléments de la matrice Q étant transcrits dans 
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(143.30). On obtient 
1: :;, Î 
ra (ri + ne +ns:) = (Pi — P3 + Pi), 
1 1 
ae or (— ni + ne + ns) — 7 (P2—P: + pi), 
Î 
4 


1 : 
A3= ZT (—nRi— ne +ns) = (Ps — Pr + Pi). 


Ainsi, les indices de Miller du plan (p,p:p2p,) sont égaux à’ 


(Di— Pa + Ps Fe — Pi + Es Pa — Pe + p;). (13.34) 


Inversement, si le plan cristallographique est caractérisé par les 
indices de Miller (7,n.n:) relativement au système de coordonnées 
rhomboëdrique, alors le vecteur de la normale à ce plan est 


n=nal+n.a" -— na. 


Les composantes covariantes du vecteur 2 par rapport au système 
de coordonnées hexagonal seront calculées suivant la formule (13.21); 
les éléments de la matrice P sont inscrits dans (13.29). Les compo- 
santes Ang. sont: 


No’ — No — Na) 


Nr = Ni+ No + Na. 


Maintenant, suivant la formule (12.22), cherchons les indices de 
Bravais de ce plan: 


(Mi — Ne No — y NM — Ni NN the + Nas). (13.35) 


Les formules (13.32) et (13.33) liant les indices de Bravais des orien- 
tations cristallographiques aux indices de Miller du système de 
coordonnées rhomboëdrique coïncident avec les formules (13.34) 
et (13.35) liant les indices de Bravais et de Miller des plans cristallo- 
graphiques. Ce fait a été utilisé dans le tableau 13.1; les indices de 
Bravais du système de coordonnées hexagonal (BH) et les indices de 
Miller du système de coordonnées rhomboëdrique (MR) qui y sont 
contenus se rapportent aux plans (faces) comme aux orientations 
(arêtes). On fournit de même dans le tableau les indices de Miller des 
plans et des orientations attachés au système de coordonnées hexago- 
nal. Les premiers de ces indices (MHP) sont les coefficients de décom- 
position ?7, du vecteur de la normale au plan cristallographiqne 
n = nat suivant les vecteurs de base du réseau réciproque af; les 
seconds (MHO) sont les coeffic ents /{: de décomposition du vecteur 
d'orientation cristallographrique L = la, suivant les vecteurs de 
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Indices de Bravais en placement hexagonal (BH). 
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Tableau 13.1 
indices de Miller 


en placement hexagonal pour plans (MHP) et oricntations (MHO) 


BH 


tot æ | f (0 
um (O0 >) à 
SO CO Oo» 


1210 


et indices de Miller en placement rhombocdrique (MR) 


MHP | MHO MR | BH MHP | MHO| MR BH |MHP | MHO MR 

D PL CC se ee = arte - _— 
001 | o01 | 114 | 2112 | 212 | 302 | 512 | 3301 | 331 | 331 | 272 
210 | 400 | 110 | 1212 | 122 | 032 | 251 | 0331 | 031 | 361 | 227 
120 | 010 | o11 | 1122 | 112 | 332 | 125 | 3031 | 301 | 631 | 544 
410 | 110 | 101 | 2112 | 212 | 302 | 152 | 3301 | 331 | 331 | 454 
210 | 100 | 110 | 1212 | 122 | 032 | 215 | 0331 | 031 | 361 5 
420 | 010 | 011 | 1122 | 112 | 332 | 521 | 3032 | 302 | 632 | 811 
410 | 410 | 101 | 3120 | 310 | 510 | 3541 | 3302 | 332 | 332 | 181 
100 | 210 | 211 | 2310 | 230 | 140 | 154 | 0332 | 032 | 362 | 118 
110 | 110 | 121 | 1230 | 120 | 450 | 415 | 3032 | 302 | 632 | 455 
010 | 120 | 112 | 3120 | 310 | 510 | 541 | 3302 | 332 | 332 | 545 
100 | 310 | 211 | 2310 | 230 | 140 | 154 | 0332 | 032 | 362 | 554 
110 | 110 | 121 | 1230 | 120 | 450 | 415 | 2023 | 203 | 423 | 711 
010 | 120 | 112 } 3210 | 320 | 410 | 451 | 2203 | 223 | 223 | 171 
101 | 211 | 100 | 1320 | 130 | 150 | 145 | 0223 | 023 | 243 | 117 
111 | 311 | o10 | 2130 | 210 | 5%o | 514 | 2023 | 2u3 | 323 | 155 
oï1 | 721 | 001 | 3210 | 320 | Zio | 351 | 9303 | 223 | 223 | 515 
101 | 211 | 122 | 1320 | 130 | 150 | 145 ! 0223 | 023 | 243 | 551 
111 | 111 | 212 | 2130 | 210 | 540 | 514 | 4041 | 401 | 841 | 311 
ott | 121 | 227 | 3121 | 311 | 511 | 270 | Z4ot | %41 | 341 | 131 
201 | 421 | 111 | 2311 | 231 | 141 | 021 | 0441 | 041 | 481 | 113 
221 | 291 | 111 | 1231 | 121 | 451 | 102 | 4041 | 401 | 841 | 755 
021 | 241 | 111 | 3121 | 311 | 511 | 352 | 4401 | 441 | 441 | 575 
201 | 421 | 511 | 2314 | 231 | 141 | 245 | 0431 | 041 | 481 | 557 
591 | 221 | 151 | 1231 | 121 | 451 | 524 | 2114 | 214 | 304 | 714 
051 | 341 | 115 | 3211 | 321 | 471 | 522 | 1214 | 124 | 034 | 471 
211 | 301 | 421 | 1321 | 131 | 151 | 254 a 114 | 334 | 147 
121 | 031 | 142 | 2131 | 211 | 541 | 425 | 2114 | 214 | 304 | 174 
111 | 331 | 214 | 3211 | 321 | 411 | 120 | 1914 | 124 | 034 | 417 
211 | 301 | 241 | 1321 | 131 | 151 | O12 | 1154 | 114 | 334 | 741 
121 | 031 | 124 | 2131 | 211 | 541 | 201 | 4221 | 451 | 601 | 751 
111 | 331 | 412 | 2113 | 213 | 101 | 201 D A on om Be En a Do Do Do 241 | 061 | 175 
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Tableau 13.1 (suite) 


BH MHP}! MHO MR BH MHP | MHO MR BH MHP| MHO MR 

Le nn | - le 
1012 | 102 | 212 | 011 | 1213 | 123 | 011 | 120 | 2241 | 221 | 661 | 517 
1102 | 172 | 172 | 101 | 1123 | 113 | 111 | o12 | 4221 | Z21 | 601 | 571 
0112 | 012 | 122 xp 2113 | 213 | 101 | 021 | 2421 | 241 | 061 | 157 
1012 | 102 | 212 | 411 | 1213 | 123 | 011 | 102 | 2241 | 221 | 661 | 715 
tiu2 | 112 | 112 | 141 | 1123 | 113 | 111 | 210 | 4923 | 493 | 201 | 311 
0112 | 012 | 122 | 114 | 3031 | 301 | 631 | 722 | 3423 | 243 | 021 | 131 
5243 | 223 | 221 | 113 | 1340 | 130 | 570 | 527 | 3142 | 312 | 752 | 547 
4993 | 423 | 201 | 131 | 4310 | 430 | 520 532 | 4312 | 432 | 522 | 130 
2493 | 243 | 021 | 113 | 1430 | 140 | 270 257 1432 | 142 | 372 | oï3 
2243 | 223 | 221 | 311 | 3140 | 310 | 750 | 725 | 3142 | 312 | 752 | 301 
1013 | 103 | 213 | 522 | 4310 | 430 | 520 | 572 | 2025 | 205 | 425 | 311 
1103 | 113 | 113 | 252 | 1439 | 140 | 270 | 257 | 2205 | 325 | 225 | 131 
0113 | 013 | 123 | 225 | 3140 | 310 | 750 | 725 | 0225 | 025 | 245 | 113 
1013 | 103 | 213 | 144 | 5230 | 520 | 810 | 871 | 2025 | 205 | 425 | 177 


1014 | 104 | 214 | 255 | 5320 | 530 | 710 | 781 | 3034 | 304 | 634 | 2 
1104 | 114 | 114 | 525 | 2530 | 250 | 180 | 178 | 3304 | 334 | 334 | 727 
0114 | 014 | 124 | 552 | 3250 | 320 | 870 | 817 | 0334 | 034 | 364 | 772 
1015 | 105 | 215 | 744 | 5320 | 530 | 710 | 781 | 4043 | 403 | 843 |11.1.1 
1105 | 115 | 115 | 474 | 2530 | 250 | 180 | 178 | 4403 | 443 | 443 |1.11.1 
0443 | 043 | 483 [1.1.11 
0 | 4131 | 411 | 721 | 841 | 4043 | 403 | 843 | 577 
1105 | 115 | 115 | 212 | 3411 | 341 | 251 | 184 | 4403 | 443 | 443 | 757 
0115 | 015 | 125 | 221 | 1341 | 131 | 571 | 418 | 0443 | 043 | 483 | 775 
3129 | 312 | 512 | 721 | 4131 | 414 | 721 | 221 | 4225 | 425 | 605 |11.1.5 
9312 | 232 | 142 | 172 | 3411 | 341 | 251 | 122 | 2425 | 245 | 065 |5.11.1 
1232 | 122 | 452 | 217 | 4341 | 131 | 571 | 212 | 2245 | 225 | 665 |1.5.11 
3122 | 312 | 512 | 121 | 4311 | 431 | 521 | 221 | 2225 | 425 | 605 |1.11.5 
9312 | 230 | 420 | ao | test | Tai | 271 | 125 | 9225 | 225 | o65 [5.1.1 
| 
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Tableau 13.1 (suite) 


BH V|MHP | MHO | MR BH 


MHP | MHO MR | BH |MHP]| MHO}) MR 


4939 | 492 | 452 | 211 | 3141 | 311 | 751 | 212 | 2245 | 225 | 665 |11.5.1 
3212 | 322 | 412 | 211 | 4314 | 431 | 521 | 481 | 5052 | 502 
1322 | 132 | 152 | 121 | 1431 | 141 | 271 | 148 | 5502 | 552 


3132 | 212 | 542 | 112 | 3141 | 311 | 751 | 814 | 0552 | 052 15.10.2| 114 
3242 | 392 | 412 | 271 | 4132 | 412 | 722 | 310 | 5052 | 502 |10.5.2| 877 


1322 | 132 | 152 | 127 | 3412 | 342 | 252 | 031 | 5502 | 552 
2132 | 242 | 542 | 712 | 1342 | 132 | 572 | 103 | 0552 | 052 |5.10.2| 778 
4130 | 410 | 720 | 752 | 4132 | 412 | 722 | 574 | 6151 | 611 |11.4.1| 421 
3410 | 340 | 250 | 275 | 3412 | 342 | 252 | 457 | 5611 | 561 
1340 | 130 | 570 | 527 | 1342 | 132 | 572 | 745 | 1561 | 151 |7.11.1| 214 
2130 | 410 | 720 | 752 | 4312 | 432 | 522 | 754 | 6151 | 614 |11.4.1110.8.5 
3410 | 340 | 250 | 275 | 1432 | 142 | 272 | 475 | 5611 | 561 | 47 
1561 | 151 17.11.1185 .10! 4510 | 450 | 120 | 132 | 3252 | 322 
6511 | 651 | 74 |8.10.s! 1450 | 140 | 230 | 213 | 5322 | 532 | 712 |5.40.1 
1651 | 161 |4.11.115.8.10! 5410 | 540 | 210 | 231 | 2532 | 252 
5161 | 511 |11.7.1110.5.8! 1540 | 150 | 130 | 123 | 3252 | 322 
6511 | 651 | 741 | 241 | 4150 | 410 | 320 | 312 | 4134 | 414 
1651 | 161 (4.11. 5410 | 540 | 210 | 231 | 3414 | 344 | 254 |2.11.1 
5161 | 541 111.7.1| 412 | 1540 | 150 | 130 | 123 | 1344 | 134 
2116 | 216 | 306 | 312 | 4150 | 410 | 320 | 312 | 4134 | 414 
1216 | 126 | 036 | 234 | 5232 | 522 | 812 |10.5.11 3414 | 344 
1126 | 116 | 336 | 123 | 3522 | 352 | 172 |1.10.5] 1344 | 134 
2116 | 216 | 306 | 132 | 2352 | 235 | 782 15.1.10] 4314 | 434 
1216 | 126 | 036 | 213 | 5232 | 522 | 812 | 231 | 1434 | 144 
1126 | 116 | 336 | 321 | 3522 | 352 | 172 | 123 | 3144 | 314 
5140 | 510 | 310 | 321 | 2352 | 232 | 782 | 312 | 4314 | 434 
4510 | 450 | 120 | 132 | 5322 | 532 | 712 | 321 | 1434 | 144 
1450 | 140 | 230 | 213 | 2532 | 252 | 182 | 132 | 3144 | 314 
5140 | 510 | 310 | 321 

Remarque. On a donné dans le tableau les symboles 
tions se projetant sur la partie supérieure de la sphère de projection; aussi dans les 
premières trcis colonnes le dernier indice n'est-il pas négatif, tandis que dans la derniè- 
re colonne c’est la somme des indices qui n'est pas négative. Si le plan ou l'orientation 


sont projetés sur la partie inférieure de la isphère de projection, il faut considérer le 
symbole du plan oppnsé ou de l'orientation inverse (tous Ses indices sont inverses). C'est 


ainsi qu'on ne trouve pas dans le tableau le symbole BH 3144, mais en y trouvant le 


symbole BH 3144, on constate qu'au symbole BH 3144 correspondent MHP 314, MHO 
754 et MR 123. 


ES 
| 
t 
us 


des plans et des orienta- 
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base du réseau cristallin &a,. Autrement dit, MHP sont des compo- 
santes covariantes du vecteur #2, tandis que MHO sont des composan- 
tes contravariantes du vecteur L. 


$ 14. Complexes de plans et d’orientations symétriquement 
équivalents. 
Formes simples des cristaux 


Les transformations de symétrie, propres au groupe ponctuel de 
symétrie cristalline, répètent symétriquement dans l’espace tout 
plan et toute orientation du cristal. Soit, par exemple, le plan (100) 
d'un cristal de la classe m3m. En le répétant au moyen de toutes les 
transformations de symétrie, on obtient les plans (100), (010), (010), 


(001), (001). L'ensemble des six plans de symétrie équivalents est. 


11) [10 
0! 
for giï 

gif pi] O1! 

110 Lu 7/10 


C) 


As 14.1. Trois formes simples de la classe m3m : le cube (a), l’octaèdre (b} 
et le dodécaèdre ROROIQUE (c), ainsi que l’ensemble de leurs éléments de symé- 


b) 


trie (pour simplifier, les indices des faces sont donnés sans parenthèses). 
désigné par le symbole {100}: les accolades indiquent qu'il est 
possible d'effectuer avec les indices toutes les permutations autori- 
sées par les transformations de symétrie de la classe considérée de 
symétrie. Si le symbole (100) désigne le réseau plan de la structure, 
le symbole {100} désigne par contre l’ensemble des trois plans de 
coordonnées du réseau et toute la famille de plans qui leur sont 
parallèles. Mais si le symbole (100) désigne une face cristalline, 
{100} désigne une forme simple du cristal, c’est-à-dire la collection 
des faces symétriquement équivalentes d’un polyèdre. Dans la classe 
m3m c'est un cube (fig. 14.1). 
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On appelle forme simple un polyèdre dont toutes les faces peuvent 
être mises en coïncidence l’une avec l’autre au moyen de transior- 
mations de symétrie propres au cristal considéré. 

En appliquant les mêmes transformations de symétrie de la 
classe m3m à l'orientation [1001 du réseau, on obtient [100], [0101], 


[010], [001] et [001], c’est-à-dire les orientations positives et négati- 
ves d’axes de coordonnées. L'ensemble des orientations symétriques 


[001 


Fig. 14.2. Trois procédés de présentation de plans et d'orientations symétrique- 

ment équivalents: complexe de plans et d’orientations se coupant en un point 

(a), faces et arêtes de forme simple (b), projections stéréographique (c) et gno- 
mostéréographique (d). 


équivalentes sera noté (100). Si [100] est l’arête d'un polyèdre, 
(100) est l'ensemble d'’arêtes symétriques équivalentes ou forme 
simple des arêtes. Dans la classe m3m ce sont les arètes d’un cube. 
Si [100] est une rangée du réseau, (100) est le symbole d’axes des 
coordonnées et de toutes les orientations qui leur sont parallèles 
(fig. 14.2). 

Dans l'exemple pris le plan initial (100) est dans une position 
particulière, à savoir à la sortie de l’axe 4, c’est-à-dire de l’élément 
de degré de symétrie le plus élevé de la classe m3m. Fixons la face 
S" 
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initiale en d’autres positions particulières: à la sortie de l’axe 3, 
on obtient huit faces équivalentes de l’octaèdre {111}, tandis qu’à 
la sortie de l’axe 2 on a douze faces du dodécaèdre rhombique {110}. 
En fixant la face initiale dans la position la plus générale, quand 
elle ne coïncide avec aucun élément de symétrie et est inclinée sous 


11 2 


Fig. 14.3. Formes simples de catégorie supérieure: 1 — tetraèdre, 2 — cube, 
3 — octaèdre. 4 — dodécaëèdre rhombique, > — pentagondodécaëdre, 6 — 
trigontritétraèdre, 7 — tétragontritétraèdre, 8 — pentagontritétraèdre, 9 — 
cube pyramidal. 70 — tétragontrioctaèdre, 11 — trigontrioctaèdre, 12 — he- 
xatétraëèdre, 73 — didodécaëdre, 14 — pentagontrioctaèdre, 15 — hexatétraëè- 
“ire (pour simplifier, les indices des faces sont donnés sans parenthèses). 


des angles différents par rapport aux trois axes des coordonnées, on 
obtient une forme simple, la plus riche de la classe m3m, celle d’un 
hexatétraëdre (fig. 14.3). 

A chaque classe de symétrie correspond une forme simple générale 
et plusieurs formes simples particulières. La classe m3m est la classe 
de symétrie la plus élevée. Elle abonde de formes simples. Le nombre 
de faces de ses formes simples vaut respectivement : 48 {hk1? ; 24{hhlY, 
{RKO} ; 12{110}; 8{111} ; 6£{100}. Dans la classe la moins symétrique 
de la syngonie cubique, la classe 23, le nombre de faces des formes 
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HT est respectivement: 12{hk1}, {hhl}, {hkO}, {110}; 6{110}; 
4{111}. 

Dans les classes de degré de symétrie plus bas la variété des 
formes simples est moindre. À la classe m du système monoclinique 
correspond la forme générale du dièdre {kkl}, autrement dit deux 


Fig. 14.4. Formes simples des catégories inférieure et moyenne. La rangée su- 
périeure représente les sections des formes simples : rhombe, triangle, bitriangle, 
tétragone. ditétragone, hexagone, dihexagone; 1—7 — pyramides. 8 — 14 — 
bipyramides, 15 — 21 — prismes, Z, 8. 15 — rhombiques, 2. £, 16 — triangu- 
laires, 3. 10, 17 — bitrigonales. 4, 11, 18 — tétragonales, 5, 12. 19 — dité- 
tragonales, 6, 13, 20 — hexagonales, 7. 14. 21 — bihexagonales, 28d et 22g — 
tétraèdres rhombiques droit et gauche, 23 — monoëdre, 24 — dièdie. 25 — 
pinacoïde, 26d et 26g — trapézoïides triangulaires droit et gauche. 27 — té- 
traèdre triangulaire. 28d — trapézoèdre tétragonal droit. H# — forme d'une 
face de trapézoèdres. 29 — <calénoëdre tétragonal. 30 — rhomboëèdre, 81d — 
trapézoèdre hexagonal droit. 32 — scalénoèdre bitriangulaire. / — forme d'une 
face de scalénoëdres. 


faces parallèles et une forme particulière composée d’une face, le 
monoèdre {100} ou {010}, tandis que dans la classe 1 il n'existe 
qu'une forme simple, celle du monoëdre (fig. 14.4). 

Les formes simples peuvent être fermées, c’est-à-dire fermant 
l'espace, telles qu’un cube ou un octaèdre, et ouvertes, telles qu’un 
prisme, une pyramide, un pinacoïde. Les formes réelles de croissance 
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des cristaux constituent habituellement des combinaisons de plu- 
sieurs formes simples. Les formes ouvertes ne se rencontrent qu'en 
combinaisons. Les combinaisons peuvent être les plus variées et 
leur nombre est aussi grand que l’on veut ; quant aux formes simples, 
elles sont en tout au nombre de 47 (Boldyrev, 1936). Elles figurent 
toutes dans les tableaux 14.1 et 14.2 et sont représentées sur les 
figures 14.3 et 14.4. 


Tableau 14.1 


Formes simples possibles et leurs symboles 
dans les cristaux du système cubique 
(on a indiqué en italique les numéros des formes simples 
de la figure 14.3) 


Classe 
Symbole = 
23 | m3 | 432 | 43m | mim 
hK! | 8 | 13 | 14 | 12 | 15 
RhI(hR> 1) T | 11 | T | 11 
RhI(h<D | 6 | 9 | 6 | 9 
RkO | F] | 12 
111 | 1 | 3 | I | 3 
110 | 4 
100 | 2 


Le sens du symbole d’une forme simple dépend de la classe à 
laquelle il appartient ainsi que du choix du système de coordonnées 
cristallographique. Par exemple, dans la classe m3m les permuta- 
tions dans le symbole {100} fournissent six plans du cube, tandis 
que dans la classe 2/m le même symbole {100} n'autorise qu'une 


seule permutation : (100) et (100), c'est-à-dire seulement deux plans. 

On appelle valence d'une forme simple le nombre de ses faces, 
autrement dit le nombre de plans symétriquement équivalents. 
La valence d'une forme simple générale d'un groupe ponctuel est 
égale à l’ordre ou à la multiplicité du groupe ponctuel, c'est-à-dire 
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Tableau 14.2 


Formes simples possibles et leurs symholes dans les cristaux 
des catégories inférieure et moyenne 
(on a donné en italique les numéros des formes simples 
de la figure 14.4) 


Système triclinique : classe 4— 23, classe 1— 25 


Système monoclinique Système orthorhombique 
Classe Classe 
Symivie Symbole 
2 | m 2/m 222 | mm2 | mmm 
hkl | 24 | 15 hkl | 22 | 1 | 8 
hOI | 25 | 23 | 25 hkKkO | 15 
010 | 23 | 25 Ok! | 15 | 24 | 15 
100, 040 | 25 
001 | 25 | 29 


Système trigonal 
Classe 


32 


Symbole | 


uw 
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Tableau 14.2 (suite) 
Système hezagonal 


Classe 
Symbole ue u 
6 | 6 | 6G/m | 622 | 6mm | 6Em2 |6/mmm 
hkil 31 | 7 19 
ROhI 6 9 13 9 13 
+ 13 
hh2hl 13 
hki0 21 17 | 21 
1010 20 16 29 20 
1120 20 | 16 | 20 
0001 | 23 | 25 | 23 | 25 
Système quadratique 
Classe 
Symbole — : 
4 | 4 | 4m | 422 | mm | 42m | 4/mmm 
hkl 28 | 5] | 29 | 12 
RRI 4 27 12 27 | 11 
11 4 
hOI 11 
hk0O 19 
110 11 
18 
100 
001 23 | 25 | 23 25 
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au nombre total de points équivalents qu’il est possible d'obtenir 
d’un point par des opérations de symétrie appartenant au groupe 
ponctuel considéré. Des 32 groupes ponctuels l'ordre le plus élevé 
possède le groupe m3m : sa multiplicité vaut 48. Le nombre de points 
en projection gnomostéréographique, ou, en d’autres termes, le 
nombre de faces d’une forme simple générale est défini par l’ordre 
du groupe. Les formes simples concrètes correspondent aux sous- 
groupes du groupe ponctuel concerné. Dans chacun des sept systèmes 
cristallographiques ou des six syngonies il existe un groupe de caté- 
gorie supérieure appelé holoédrie (classe de symétrie holoédrique). 
À la classe holoédrique correspond une forme simple générale au 
nombre de faces le plus grand. Les autres groupes ponctuels du syste- 
me ou de la syngonie considérée sont les groupes dits méroédriques 
(ou méroédrie) qui sont les sous-groupes du groupe holoëédrique ; 
les groupes hémiédriques, du sous-groupe d'indice 2; les groupes 
tétartoédriques, d'indice 4: les groupes ogdoédriques, d'indice $8. 
On peut les ranger en série dans laquelle chaque groupe suivant 
constitue un sous-croupe du groupe précédent et est dérivé du groupe 
holoédrique par abaissement de la valence et, partant, par diminu- 
tion du nombre de faces de la forme simple générale. L'hémiedrie 
correspond à une diminution de moitié du nombre de faces ; la tétar- 
toédrie, à une diminution de 4 fois; l'ogdoédrie, de 8 fois. Dans la 
syngonie cubique, par exemple, m3m est un groupe holoédrique, 


m3, 432, 43m hémiédrique, 23 tétartoédrique. Le nombre de faces est 
respectivement !/., !/, ou !/, de celui de la forme générale holoédrique. 

Dans les catégories moyenne et inférieure la diminution du nombre 
de faces de la forme simple générale s'effectue comme si les moities 
supérieure et inférieure du polyèdre se séparaient ; par exemple, la 
bipyramide, en perdant le miroir transversal, devient une pyramide, 
qui dans le cas considéré est d’une forme hémièdre ; l'axe principal 
devient alors polaire. 

Si l’on réunit les systèmes hexagonal et trigonal en une syngonie 
hexagonale unique, la classe 3 est alors une ogdoédrie de la syngonie 
hexagonale ; le nombre de faces de la forme simple générale de la 
classe 3 d'une pyramide trigonale diminue de 8 fois vis-à-vis de la 
forme simple générale de la classe holoédrique 6/mmm d'une bipyra- 
mide bihexagonale. Mais si l’on considère les systèmes hexagonat 
et trigonal séparément, la classe 3 est alors une tétartoëedrie de la 


classe 3m, tandis que la classe 6 est une tétartoédrie de la classe 
6/mmm. 

On a représenté d’une façon schématique les rapports réciproques 
entre les groupes ponctuels et leurs sous-groupes sur la figure 14.5. 
En traits forts interrompus on a joint les groupes d'un système. 
C’est ainsi que le groupe supérieur du système orthorhombique mmm 
inclut deux sous-groupes 222 et mm2. Vu que le groupe nmm possède 
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Fig. 14.5. Connexion entre groupes ponctuels et sous-groupes de symétrie. 
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at 


trois axes binaires, chacun pouvant devenir un axe binaire unique 
dans le groupe mm2, dans le groupe mmm on a trois sous-groupes : 
mm2.. mm2,, mm2.,; sur la figure 14.5 c'est montré par un triple 
trait fort interrompu. 

Le sous-groupe du groupe mmm est également le groupe 2/m qui 
n appartient plus au système orthorhombique et est le groupe supé- 
rieur dusystème monoclinique; la liaison entre ces derniers est marquée 
par un trait fin continu. Les traits fins continus sont au nombre de 
trois. correspondant respectivement aux trois orientations possibles 
de l'axe 2: 2,, 2, 2. 

Le groupe 2/m comprend à son tour deux groupes du système 
monoclinique, 2 et m, qu on peut ranger en séries ainsi: 2/m > 2 = 
D 1, 2/m = m = 1. De plus, la série 2/m = 1 = 1 indique qu'au 
groupe 2/m appartiennent aussi les sous-groupes qui constituent des 
groupes du système triclinique. 

Il faut souligner particulièrement les liaisons entre les groupes 
des systèmes cubique et trigonale: mm = 3m, 432 Z 32, 43m > 
D 3m, m3 = 3 et 23 = 3. Elles ne sont pas suffisamment explicites 


dans un placement standard des cristaux, mais s'avèrent manifestes 
si l'orientation [111] du cristal cubique suit l’axe Z et l'orientation 


110] suit l’axe X. Les pointillés horizontaux joignent les groupes 
isomorphes. 

A gauche et à droite de la figure 14.5 on a indiqué la multiplicite 
de chaque sous-groupe. Ce dessin permet de déterminer aussitôt 
le nombre de faces des formes simples générale et concrètes de chaque 
classe de symétrie. 

A chaque classe de symétrie est associée une forme générale, 
mais plusieurs formes concrètes. D'autre part, la forme concrète 
peut appartenir à plusieurs classes de symétrie. Ainsi, par exemple, 
dans toutes les classes du système cubique peut apparaître un cube. 
Si l’on considère les polyèdres non pas uniquement comme des figures 
géométriques mais aussi comme des figures matérielles aux pro- 
priétés physiques déterminées, en particulier possédant des faces à 
symétrie différente, on constate alors que des figures géométriquement 
identiques peuvent être différentes du point de vue cristallographique 
si elles se distinguent par leurs éléments de symétrie ou bien par la 
disposition de ces éléments par rapport à la face. 

Dans chacune des cinq classes du système cubique le cube apparait 
<omme une forme particulière si l’on place la face repère au centre 
de projection. Mais dans ce cas la disposition des éléments de symé- 
trie existants par rapport à la face du cube est diverse et, partant, la 
symétrie de la face elle-même est différente. On peut représenter 
les cinq cubes cristallographiques différents en couvrant leurs faces 
de hachures différentes (fig. 14.6) (Shubnikov, Flint, Boky, 1940). 
Ces hachures montrent que cinq figures géométriquement identiques 
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peuvent présenter une symétrie très variée des faces, de même qu'une 
symétrie variée des propriétés physiques. En outre, dans les classes 23 
et 432 on peut rencontrer des cubes énantiomorphes (fig. 14.7). 
Les différences cristallographiques des formes géométriquement 
identiques se manifestent de façon concrète. Elles sont marquées 
par des pointements ou saillies de croissance, par des stries des 
faces naturelles du cristal ou par des figures de corrosion, c'est-à-dire 
par des creux microscopiques, généralement entourés d'une bordure 
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Fig. 14.6. Symétrie des faces de cinq cubes cristallographiquement différents 
(selon A. Shubnikov). 


cristallographique, se formant sur les faces du cristäl soumis à 
l’action d'un fort solvant. Les figures de corrosion se forment aux 
endroits où à la surface du cristal apparaît un défaut de structure 
et, surtout, des dislocations. D'après la forme des figures de corrosion 
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Fig. 14.7. Cubes dextre et sencstre de la classe 23. 


on peut déceler la vraie symétrie de la face. Les plans et les orienta- 
tions géométriquement semblables mais physiquement différents se 
caractérisent aussi par des propriétés physiques différentes. 

G. Boky (1940) a montré que le nombre de toutes les formes 
simples cristallographiquement différentes est égal à 146, et si 
l’on tient compte des formes dextres et senestres ce dernier monte à 
193. I. Schafranovski (1968) a dérivé 1403 variétés structurales de 
ces formes simples se distinguant de plus par la symétrie infinie, 
c'est-à-dire par les éléments de symétrie des groupes d'espace. 

Ün cristal peut se caractériser, outre sa forme faciale simple 
(polyédrale), par les formes composées des sommets ou des arêtes. La 
forme simple composée de sommets est constituée de l’ensemble des 
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sommets du cristal obtenus l'un de l'autre par toutes ses opérations 
de symétrie, la forme composée d'arêtes est un ensemble semblable 
des arêtes. 

Un faisceau d'arêtes à la fois tridimensionnel et simple est un 
ensemble d'’arêtes liées par des éléments de symétrie de la classe 
considérée et déplacées parallèlement à elles-mêmes au point origine. 
C'est ainsi que dans la classe m3m le symbole (100) représente 
l’ensemble d’arêtes du cube ainsi que le complexe d'’axes 4; le 
faisceau d'orientations des axes 3 est désigné par le symbole (111). 
La projection stéréographique d’une forme simple d’arêtes coïncide 
avec la projection gnomostéréographique d’une forme faciale simple. 

Dans un milieu isotrope optiquement inactif toute orientation 
est apolaire, non axiale. n'est pas privilégiée, est douée de symétrie 
supérieure et est décrite par le groupe de symétrie oo/mm, c est-à- 
dire par la symétrie d’un cylindre immobile infini. On peut obtenir 
pour un cristal la symétrie de toute orientation en étudiant, suivant 
le principe de Curie, la superposition d'éléments de symétrie du 
cristal et du cylindre orienté suivant l'orientation dont la symétrie 
est recherchée (Jéloudiev, 1971). La symétrie cherchée de l’orienta- 
tion se détermine comme le sous-groupe supérieur commun des deux 
groupes répondant à l'orientation donnée du cristal et du cylindre. 

Les orientations polaires appartiennent au groupe om, c'est-à- 
dire à la symétrie d'un cône de rouen immobile. Le groupe 
om possède 10 classes polaires: 1, 2, 3, 4, 6, m, mm2, 3m, 4mm, 
6mm. Ces classes admettent des orientations polaires privilégiées. 
Les orientations polaires non privilégiées se rencontrent dans toutes 
les classes non centrosymétriques, y compris les classes polairement 
neutres 222, 23, 6, 6m2, 622, 4, 42m, 422, 43m, 432. 

Les orientations axiales sont décrites par les groupes soumis au 
groupe de symétrie co/m : 1, 2, 3, 4, 6, m, 2/m, 6, 4/m, 6m, 1, 4, 3. 
Ces orientations se rencontrent dans tous les cristaux. 

Les orientations apolaires sont propres à 30 classes; elles sont 
absentes seulement dans les classes 1 et 3. Dans la classe 1 toutes les 
orientations sont privilégiées, polaires. Dans la classe 3, l'axe 3 est 
un axe polaire privilégié, les autres orientations sont polaires simples. 


$ 15. Quelques problèmes de cristallographie 
géométrique 


La relation entre les indices de Miller des faces et des arêtes et 
les vecteurs normaux aux faces ou dirigés suivant les arêtes permet 
de réduire de‘nombreux problèmes de cristallographie : à des problèmes 
purement géométriques. Examinons quelques-uns de ces problèmes. 

Problème 1. Est-ce que l’ orientation [117273] peut être une 
arête de la face (z,#2.n:)? Pour qu’une orientation donnée L puisse 


426 RAPPEL DES ÊLEMENTS DE CRISTALLOGRAPHIE [CH. TI 


être | arête d'une face, il faut qu'elle soit parallèle à cette face et, 
partant, perpendiculaire à la normale #7 de la face. La condition de 
perpendicularité de deux vecteurs est l'égalité à zéro de leur produit 
scalaire : 

lon — 0. (15.1) 
Comme 


L = l'a, + Pa, -— Fa, eo 
: rue . (15.2) 
n=Nna +— na -— ns”, | 


cette condition peut se récrire sous forme 
(l'a, + la, + Sa;)-(n,a! + n,a° + na) = 0. (15.3) 


Effectuons le produit scalaire terme à terme en tenant compte de ce 
que 
a, al — 68. (15.4) 


Seuls trois des neuf termes de la somme ne deviennent pas identique- 
ment nuls, de sorte qu'on obtient finalement ln, + ln, + na — 
— 0 ou, en recourant à la convention d'Einstein 


ln, = 0. (15.5) 


L'orientation [1°] ne peut être une arête de la face (n;n.n,) que 
si et seulement si elle satisfait à la condition (15.5). Cette formule 
se dérive beaucoup plus rapidement en observant successivement 
l'écriture condensée. Au lieu des décompositions (15.2) on écrit 


l = l°a,, nr = npaÿ, (15.6) 
et à la place de 13 condition (15.3): 
l’a, -ngab = (. (15.7) 


Profitons maintenant de la formule (15.4). Alors, au lieu de (15.7), 
on peut ecrire 


lanpô® = 0. (15.8) 


Calculons l'expression nsôË. Par définition 


Dans cette somme seul un terme est différent de zéro; pour savoir 
lequel, il faut connaître l'indice «. Si, par exemple, &« = 1, alors 
ô% = 6'=1, tandis que Ô4= 6 = Oet 6%— 6° = 0. Ainsi, dans ce 
cas seul est différent de zéro (et égal à n,) le premier terme de la 
somme (15.9): n8ô8 = n,. Si « = 2, le seul terme différent de zéro 
dans cette somme est le deuxième terme, car 6 — 6; — 0, tandis 
que 6; = 1, par suite, ng06 — n.. On se convainc de façon analogue 
que n608 = ns. Il va de soit que ces trois égalités peuvent être écrites 


1 
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en une seule | 
npôl = Ji. (15.19} 


où l'indice &« peut prendre l'une des trois valeurs possibles. De 
même, on aurait pu montrer que 


1268 — DB. (15.11} 


Les formules (15.10) et (15.11) ainsi obtenues permettent d'énon- 
cer la règle générale suivante : quand une grandeur est sommée avec 
le symbole de Kronecker, le résultat demeure inchangé si l’on s’abs- 
tient d'écrire le symbole de Kronecker et, dans la grandeur sommée 
avec lui, on substitue à l'indice sur lequel se fait la sommation 
l'indice libre du symbole de Kronecker. 

En utilisant l’une des formules (15.10) ou (15.11) dans le but 
de simplifier l'égalité (15.8), on obtient la solution du problème. 
En portant dans (15.8) l'expression (15.10), il vient 


lan, = 0. (15.12) 


C'est la transcription condensée de la solution (15.5) obtenue aupa- 
ravant. On peut de mème porter dans (15.8) l'expression (15.11). 
on obtient alors lÊng = 0. C’est la même somme; le changement 
d'indices de sommation ne produit, comme on l’a déjà noté, aucun 
effet. 

Graphiquement ce problème se résout au moyen de la projection 
stéréographique : l'orientation [/!!*!] peut être une arête de la face 
(rinoens) si le point, image de l'orientation, se trouve sur le grand 
cercle représentant le plan. La solution peut également être obtenue 
avec la projection gnomostéréographique: le grand cercle repré- 
sentant l'orientation [/H°/$] doit passer par le point représentant le 
plan (n,non3). 

Problème 2. Trouver le symbole de Miller de l’arête suivant 
laquelle se coupent les faces (n,n,ns) et (mimem;:). L'arête cherchée 
se trouve sur les deux faces. Aussi le vecteur L qui la caractérise est 
perpendiculaire aux normales nr et m des deux faces. Cette propriété 
appartient justement au produit vectoriel de deux vecteurs: ce 
vecteur est perpendiculaire à chacun des cofacteurs. Utilisons le 
produit vectoriel multiplié par le volume de la maille cristallo- 
graphique v (il est évident que la multiplication d’un vecteur par un 
nombre positif ne modifie pas la direction de ce vecteur): 


l=vn X m. (15.13) 


L'ordre des cofacteurs importe peu dans ce cas, vu que l'orientation 
de l’arête n’est déterminée qu'à un signe près. Calculons ce produit 
vectoriel compte tenu de ce que 


n= na + na + njÿ, m = ma! + m,a° — mai. 
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Portons cette expression dans (15.13): 


l=v(nal + n,a° + na) X (ma! + m.a° + ma). 


Effectuons le produit vectoriel terme à terme compte tenu de 
ce que le produit vectoriel de chaque vecteur par lui-même vaut zéro 
et qu'avec la permutation des cofacteurs le produit vectoriel change 
de signe. Il vient alors 


ZT = v[(nams — name) & X a$ + (nsma — nims) & X al + 
L (nims — nom) a! X a°l]. 
Mais les produits vectoriels des vecteurs de base du réseau réci- 
proque, multipliés par le volume de la maille cristallographique, 
sont égaux, comme on l’a calculé au $ 11, aux vecteurs de base du 
réseau direct (c’est la raison de l’introduction du facteur v!). En 

utilisant les formules (11.6), on obtient 
l= (noms — name) &i + (Rama — im) Go + 

+ (NM — NaM) se (15.14) 


Les nombres nr, et m, étant des entiers, les coefficients des vecteurs 
de base sont également des entiers; c'est, apparemment, les indices 
de Miller cherchés de l’arête [ZH°/S]: 


= noMs — NoMoy (= NM — PNiMa, 
D = niMe — ReoMi. (15.15) 
Après utilisation des symboles de Lévi-Civita (voir $ 13), la 
formule (15.13) prend la forme 
l = vn,at X mgaÿ (15.16) 
et, en recourant à l'identité (13.10), il vient { — Ô%fYn,mga., d'où 
[V = ÔVAB n,me. (15.17) 


Cette formule se prête à une utilisation facile si on remarque qu’en 
fixant un indice on ne laisse aux valeurs des deux autres indices 
que deux possibilités. C’est ainsi que si y = 1, ne sont différents 
de zéro que ô3 — 1 et Ô® — 1. Aussi, 


As —= Ôlcbn,mp == ÔSnaMms + OS? 3Me = Nos — NaMos 


ce qui s'identifie à la première des formules (15.15). 

Pour résoudre le problème 2, on utilise souvent le procédé mnémo- 
nique simple: on écrit les indices de Miller des faces (ninen;) et 
(mimsm:) sous forme de deux lignes et l’on effectue une multiplica- 
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tion croisée 
Nil NO R Mlnr 
X X X 
milm Ms mm, mÎm; 
qui aboutit aux formules (15.15). 

En projection gnomostéréographique le problème 2 se résout 
sans peine au moyen du réseau de Wulf : en faisant tourner le réseau 
autour du centre de projection, on trouve l'arc de grand cercle passant 
par deux points correspondant aux projections des faces données. 

Problème 3. Trouver la face à laquelle appartiennent les 
arêtes [1H°15] et [k1k°kS]. En raisonnant comme dans le problème 2 
on constate que la normale à la face cherchée 7 est perpendiculaire 
aux deux arêtes. On recherchera sa direction, également sous forme 
de produit vectoriel. mais cette fois au lieu de le multiplier on le 
divisera par le volume de la maille élémentaire: 


En y portant les expressions décomposées des vecteurs L et k: 
1 = l'a, + l'a, + Fa, = la,, _ 
à à (15.19) 
k = kla, + ka, + as = Aa, 


on effectue, comme dans le problème précédent, le produit vectoriel 
terme à terme. Les produits vectoriels des vecteurs de base divisés 
par le volume de la maille cristallographique sont égaux aux vecteurs 
de base du réseau réciproque (voir $ 11). Ainsi, on obtient 


n = (ES — DE) a! + (BkE — IS) a? + (DR — LA) a$, (15.20) 
de sorte que les indices (7:n.n3) se déterminent à l’aide des formules 
semblables à (15.19) 
m=lRS— BA, n=8A IIS, ns = Uk — ki, (15.21) 


qui rappellent fortement les formules (15.15). En utilisant le symbole 
de Lévi-Civita, de façon analogue à la formule (15.17), on obtient 
Na —= Odapy lPAYe (15.22) 

Ce problème, également, peut être résolu en effectuant une multi- 
plication croisée comme dans le problème 2. 

En projection gnomostéréographique le problème 3 se résout égale- 
ment en recourant au réseau de Wulf: l'intersection de deux arcs 
de grand cercle, qui sont les projections des arêtes, donnera le point 
de la projection de la face contenant les deux arêtes. 

En projection stéréographique les deux derniers problèmes se 
résolvent de même au moyen du réseau de Wulf, à la seule différence 
que les projections des plans sont des arcs, et celles des orientations 
sont des points (voir $ 2). 

6—01180 
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Les solutions exposées sont applicables aux indices de Miller. Si 
les faces et les arêtes sont définies au moyen des indices de Bravais, 
il faut, en utilisant les formules dégagées au paragraphe précédent, 
passer aux indices de Miller et une fois la solution obtenue repasser 
aux indices de Bravais. 

Problème 4. Cristaux hexagonaux (formules de calcul en 
indices de Bravais). Si sont donnés non pas les indices de Miller mais 
les indices de Bravais, alors il faut passer de ces derniers aux repré- 
sentations vectorielles des plans et des orientations cristallographi- 
ques (les méthodes de passage sont expliquées au $ 12), résoudre 
ensuite le problème posé et, c'est seulement après, revenir aux 
indices de Bravais. Toutefois, pour les problèmes rencontrés le plus 
souvent il est aisé d'exprimer les formules de calcul directement 
en indices de Bravais. Donnons trois de ces formules. 

La condition imposant à l'orientation (à l’arête) en indices de 
Bravais [r!r°r$r4] de se trouver dans un plan (une face) noté en indices 
de Bravais (p'p*p*p*) prend la forme suivante: 


TP + De + pa + r'pa = 0. (15.23) 


Si les indices de Bravais de deux faces du cristal sont (p,p2p:p.,) et 
(g1929s3qi), alors les indices de Bravais de l’arête {[r'r°r$r{], leur inter- 
section, sont caractérisés par la relation 


Tiroir 
= [(pe — ps) gi — (02 — 93) pal! (Ps — Ps) Gi — 
— (93 — 1) Pal: I(P1 — Pe) Gi — 
— (1 — Ie) Pal : 3 (Pride — Paie (15.24) 


Si les indices de Bravais de deux arètes (orientations) du cristal 
sont {rtr°rSr4] et [s's®s5st]. alors les indices de la face (du plan) définie 
par ces arêtes sont dans le rapport: 


pat Paï Ps: pe = Î(E — 5) — (5 — 
—S) ri] : [8 — rm) st — (8 — st) rt]: (rt — 7°) 5 — 
— (st — 5) 74]: [(r° — 3) (58 — s1) — 
— (S—sS) ("8 —7r)] (15.25) 


Problème. Détermination de la longueur d’un vecteur des 
réseaux direct ct réciproque. En utilisant le tenseur métrique du 
réseau, on peut résoudre des problèmes de cristallographie géometri- 
que beaucoup plus compliqués, en particulier, ceux qui exigent des 
calculs de produits scalaires. 

L'utilisation du tenseur métrique dans ces problèmes s'explique 
par le fait que la connaissance des seules composantes contravariantes 
de deux vecteurs est insuffisante pour le calcul de leur produit sca- 
laire : il est nécessaire de connaître aussi les composantes covariantes 
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du tenseur métrique. C’est ainsi que le produit scalaire de deux 
vecteurs k — Aa, et ! = lPag donnés par leurs composantes contra- 
variantes À© et IP vaut k-1 = À%!Pa, -ag. Or, selon la formule (11.11), 
d'A = Lofr donc 

k-l = g,ghel. (15.26) 


De là on dégage le procédé de calcul de la longueur du vecteur donné 
par ses composantes contravariantes : 


Si les vecteurs sont donnés par des composantes covariantes, 
alors, dans des formules analogues, figurent non pas des composantes 
covariantes mais des composantes contravariantes du tenseur métri- 
que : le produit scalaire des vecteurs m = m,a* et n = ngap est égal 
à mn = m,nga-ab ou 

men = gbmenp, (15.28) 


tandis que la longueur du vecteur z defini par ses composantes cova- 
riantes 7, est 


n= 7) gônns. (15.29) 


Mais si sont connues les composantes co- et contravariantes des 
vecteurs, les produits scalaires et les longueurs se calculent alors sans 
faire intervenir le tenseur métrique. Par exemple, [-n = ln. 

Problème 6. Distances réticulaires. La longueur nr du vecteur 
du réseau reciproque 7 = »7,a% est réciproque de la distance réti- 
culaire de la famille des plans parallèles (7,n,n4) liés entre eux par 
la translation du vecteur #7. Ainsi, l’équidistance réticulaire d (x) 
est déterminée par la formule dérivée de (15.29) 


d (n} =, {gbnçng)"'"#2. (15.30) 


La détermination des équidistances réticulaires dans des réseaux non 
primitifs (centrés) est réalisée non seulement à l’aide du tenseur 
métrique du motif centré mais également en utilisant le tenseur 
métrique du motif primitif adéquat. Dans ce dernier cas il faut se 
rappeler que les plans passant par les nœuds des centres de symétrie 
sont caractérisés par les indices de Miller permettant la simplifica- 
tion. C’est ainsi que dans un reseau cubique centré par les nœuds des 
centres de symétrie passent les plans (200) et (220) ; les équidistances 
réticulaires correspondantes d{e00) = @/2, d(220) = @ V 2/4, comme 
il fallait s’y attendre, sont de moitié moins grandes que les équi- 
distances analogues du réseau cubique simple au même paramètre a, 
de plus d(100) = €, d(110) = € V 2/2. 

Problème 7. Calcul des angles entre des orientations et des 
plans cristallographiques. Si les projections de ces orientations ou 
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de ces plans sont connues, le problème se résout facilement à l’aide 
du réseau de Wulf. Les distances angulaires entre deux points de 
la sphère se mesurent suivant les arcs des grands cercles. Si les deux 
points (les projections des orientations en projection stéréographique 
ou celles des plans en projection gnomostéréographique) se trouvent 
sur la même moitie de la sphère, alors, en faisant tourner le canevas 
(ou le papier calque portant la projection), on amène les deux points 
sur le même méridien et on relève sur ce dernier l'angle. Si les points 
se trouvent sur les moitiés différentes de la sphère, on les amène sur 
les méridiens symétriques par rapport au centre du canevas, et on 
relève l'angle sur l’un des méridiens du point au pôle et sur l’autre 
du pôle au point. 

Résolvons le problème posé analytiquement. Aux orientations 
cristallographiques [£'A?4S] et [[1?15] correspondent les vecteurs k — 
— Ma, et  — (Pas; le cosinus de l'angle qu'ils interceptent cos q = 
= k-l/(k1) se calcule par la formule 


Eapk7tÀ 
V'(e:n8 8) (ge l5) | 


L'angle w entre les normales aux plans cristallographiques 
(mmams) et (ninons) se calcule à l'aide d'une formule très proche 


COS  — (15.31) 


ePmans 


V'(myms) (enmnz) 
Pour calculer l'angle % entre une orientation cristallographique 
[HS] et la normale au plan cristallographique (ninen:), il faut 
également connaïtre les composantes du tenseur métrique: 
Fe 
COS 4 — 1 ___—, (15.33) 
Ven) (nan n) 


Pour calculer tous ces angles, il n’est pas nécessaire de connaître 
les dimensions de la maille: il suffit de posséder l'information sur 
sa forme. Autrement dit, il n'est pas nécessaire de connaître toutes 
les composantes du tenseur métrique, il suffit de posséder leurs 
rapports mutuels. En particulier, la forme des mailles élémentaires 
des réseaux rhomboédrique et hexagonal se définit au moyen d’un 
seul paramètre. Discutons cette question en détail. 

Problème 8. Rapports d’axes. Le tenseur métrique d’un 
système de coordonnées rhomboédrique g,8 possède, avec le choix 
habituel de la maille élémentaire, la matrice 


b° b?cosa b'cosa 
G=| b2cosa b? b?cos a |, (15.34) 
b?cosa b’cosa b? 


COS Ÿ — (15.32) 
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où b est la longueur de l’arète du rhomboëdre élémentaire, « l'angle 
au sommet du rhomboëdre, formé par les arêtes voisines (voir an- 
nexes B). La forme du rhomboëèdre (à la différence de sa dimension) 
se caractérise apparemment par l'angle « même. 

Au tenseur métrique du système de coordonnées hexagonal noté 
£a est associé la matrice 


a? —a°;2 0 
G'=|| —a2;2 a? O|, (15.35) 
0 O  c° 


où a est la longueur des arètes de la maille se trouvant dans le plan 
de base, c la longueur de l’arête parallèle à l'axe de symétrie prin- 
cipal. La forme de la maille se caractérise par le rapport d'axes c/a. 

Comme il a été montré au $ 13, un même cristal du système trigo- 
nal peut être décrit aussi bien dans le repère hexagonal que rhomboé- 
drique. Dans le premier cas son réseau se caractérise par le rapport 
d'axes c/a, dans le second par l'angle au sommet du rhomboèdre «. 
Cherchons la relation liant les paramètres c/a et & au cas où ils caracté- 
risent un même cristal. 

Entre les tenseurs métriques (15.34) et (15.35) il y a la relation 
(13.23), où || P?, ]|est la matrice de passage du repère rhomboédrique 
au repère hexagonal (13.29). Calculons g::,:—=a° et g3:3—c*. Ecrivons 
en détail le cheminement des calculs de g::1:. Selon la formule (13.23) 


Liir = PSP ges ou, sous forme décomposée, 
Br = (Pi) gun + (P$) ges + (PT) gss + 
+ 2P$Piges + 2PIPigs1 + 2P1- Pig 
(on a utilise ici la symétrie du tenseur métrique). En remarquant 
que Pi, — —P$. = 1, et Pi: — 0, on en dérive 
Sir = En + Lee — 21e 


et, en portant les valeurs des composantes du tenseur métrique 
tirées des formules (15.34) et (15.35), il vient 


a® = 2b° (1 — cos a). 
Après des calculs analogues on dégage de la formule g,. — 
= Pa, PB, g,p que c° — 3b° (1 + 2 cos a). 
Ainsi, le rapport cherché sera de la forme 


c _…,/ 3(1+2cosa) __ 2(cja)—3 
a VV —u—csa ? SAC UNEs : 


(15.36) 


Les rhomboëdres sont naturellement divisés en rhomboëèdres allon- 
gés avec un angle au sommet aigu et les rhombhoëdres aplatis avec 
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un angle au sommet obtus; le rhomboëdre intermédiaire avec un 
angle au sommet droit est tout simplement un cube. Il lui corres- 
pond un angle & = 90° et un rapport d'axes c/a = V 3/2 & 1,225. 

Outre le cube, on peut encore mentionner deux rhomboëdres 
pouvant servir de mailles primitives pour le réseau cristallin du 
système cubique: c'est d’abord le rhomboëèdre allongé d'angle au 
sommet &« — arccos (1/2) — 60° auquel correspond un rapport d’axes 
cla = V6 = 2,449 (maille primitive d’un réseau cubique à faces 
centrées) et, ensuite, le rhomboëdre aplati d'angle au sommet & = 
— arccos (—1/3) & 109°28’ et un rapport d’axes c/a = V 3/8 = 
Æ 0,6124 (maille primitive d'un réseau cubique centré). Ces résul- 
tats s'’ensuivent immédiatement des tenseurs métriques correspon- 
dants (voir annexe B). 

En connaissant le rapport d’axes attribué au réseau cubique à 
faces centrées étudié dans le repère hexagonal, on peut calculer sans 
peine le rapport pour le réseau à assemblage hexagonal compact. En 
effet. dans les deux cas on a affaire à des couches de remplissage 
également compact se disposant dans le plan de base, mais la période 
d'identité dans la direction perpendiculaire à ce plan pour le réseau 
cubique à faces centrées est de trois couches, tandis que pour l'assem- 
blage compact hexagonal elle est de deux couches. Il s'ensuit que 
le rapport d’axes du réseau à assemblage compact hexagonal vaut 
deux tiers du rapport d’axes du réseau cubique à faces centrées, 


c’est-à-dire c/a = 2 V 6/3 = 1,633. 


Une étude plus détaillée de la cristallographie et des différentes théories 
sur la symétrie des cristaux pourra être faite en s'adressant aux ouvrages suivants: 
Bhagavantam et Venkatarayudu (1962) ; N. Belov (1947, 1951, 1976) ; Boky (1971); 
Boldyrev (1934): Buerger (1942); Varikach et Hatchatrian (1969): V'assiliev 
(1972): Weyl (1952); Goldsmid (1975): Deloné, Padourov, Alexandrov (1934): 
Jdanov (1961); Zagalskaïa et Litvinskaïa (1973, 1976); Koptzik (1966); Kos- 
tov (1965); Lipson et Cochran (1966) ; Lonsdale (1948) ; Popov et Chafranovski 
(1972): E. Fédorov (1949); Flint (1956); Chaskolskaïa et autres (1969-1972) : 
Chaskolskaïa (1959, 1976, 1978, 1978a); Chafranovski (1968, 1968a); Shubni- 
kov (1940, 1940a, 1964); Shubnikov, Flint et Boky (1940) ; Shubnikov et Kopt- 
zik (1972); Buerger (1965, 1970); Burkhard (1947); International Tables (1965, 
14972); Kicber (19:7; Phillips (1971). 


CHAPITRE II 


SYSTÈMES DE COORDONNÉES. VECTEURS 
ET TENSEURS 


$ 16. Systèmes de coordonnées cartésiens 


La propriété remarquable des systèmes de coordonnées cristallo- 
graphiques, qui permet de décrire les plans et les orientations cristal- 
lographiques par des vecteurs aux composantes entières, est d'inté- 
rêt mineur pour nombre de branches de la physique cristalline ; 
par contre, le fait que les composantes du vecteur ou du tenseur, 
caractérisant un champ physique quelconque (électrique, magné- 
tique, un champ des contraintes mécaniques), dépendent non seule- 
ment de l'intensité du champ mais également des paramètres de la 
maille élémentaire du cristal est regardé comme un inconvénient 
majeur. Aussi en physique cristalline préfère-t-on utiliser des systè- 
mes de coordonnées cartésiens dont le trait particulier est de présenter 
les vecteurs de base sous forme de longueurs unitaires deux à deux 
orthogonaux. Ces bases sont dites orthonormées. On les notera e;, e:, 
e:, et on les appellera vecteurs unité ou vecteurs de base; pour les 
indices on convient d'utiliser non pas des lettres grecques mais des 
lettres latines à, j, k, l, m, n, ... — 1, 2, 3. Le produit scalaire de 
tout vecteur unité par lui-même vaut un et, par un autre vecteur 
unité, zéro, c'est-à-dire 


een — Or (16.1) 


or cela signifie que dans le repère cartésien on définit par le symbole 
de Kronecker non seulement des composantes mixtes mais également 
des composantes covariantes du tenseur métrique 


Eih = Ôjpe (16.2) 


Ainsi, pour une base orthonormée la matrice G (et la matrice inverse 
G-!) constituée de composantes covariantes g;, (et de composantes 
contravariantes g**) du tenseur métrique coïncide avec la matrice 
unité. Îl en résulte encore une propriété caractéristique importante 
de la base orthonormée : la base réciproque de cette dernière coïncide 
avec la base fondamentale : 


el =e, e—=e, —=e,. (16.3) 
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Puisque les vecteurs de base contravariants ne diffèrent pas des 
vecteurs covariants, il devient évident que les composantes contra- 
variantes des vecteurs s’identifient à leurs composantes covariantes. 
Par suite, on peut écrire tous les indices sur le même niveau (il est 
convenu de les écrire en bas), et, partant, tous indices répétés seront 
des indices de sommation. Les composantes /; de tout vecteur attaché 
au repère cristallographique, égales aux produits scalaires de ce 
vecteur par des vecteurs unités correspondants 


L=le, . (46.4) 


ne dépendent plus des paramètres de la maille élémentaire du cristal : 
e; étant un vecteur unité, chaque composante /; est définie complé- 
tement par la longueur / du vecteur ! et l'angle w; qu'il fait avec 
l'axe des coordonnées correspondant X;: 


l, = l cos pi. (16.5) 


Dans le repère cartésien le calcul des produits scalaire et vectoriel 
ainsi que de toutes les grandeurs qui s’y rattachent se simplifie énor- 
mément. En effet, le produit scalaire des vecteurs p et q en compo- 
santes attachées au repère cartésien prend la forme: 


P'{ = Pii; (16.6) 
la longueur du vecteur p: 
p=V pipi; (16.7) 
l'angle œ entre les vecteurs p et q: 
@= arccos ——i —, (16.8) 
V p;P;an9n 


Les composantes du produit vectoriel s = p X q se calculent 
par la formule 


Si = din PjQh (16.9) 
que l’on peut récrire ainsi: 
8 — ÔÜ;ijnPjqnei- (16.10) 
De là on déduit sans peine que le produit mixte de trois vecteurs 
r-(p X 4) = ÜinriPjqn- (16.11) 


Le repère cartésien orienté de façon convenue par rapport au 
système cristallographique s’appelle système de coordonnées cristallo- 
physique ; le placement d’axes des repères cristallophysiques est donné 
pour toutes les classes de symétrie dans l'annexe A. 
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Posons que chaque système de coordonnées qui nous intéresse est 
défini par sa base : le cristallographique par les vecteurs fondamen- 
taux du réseau a,, a., a, le cristallophysique par les vecteurs unité 
€], €», es. La connexion entre les repères cristallophysique et cristallo- 
graphique est amplement caractérisée par les coefficients de décom- 
position des vecteurs d'une base suivant les vecteurs de l’autre base: 
la décomposition des vecteurs de base du réseau suivant les vecteurs 
unité du système cristallophysique 


do — Aie; (16.12} 


et, inversement, la décomposition de ces vecteurs unité suivant 
les vecteurs du réseau 


e; = ETa,. (16.13) 

Les matrices || 4,; || et || £T || composées avec les coefficients de 
décomposition sont inverses l’une de l’autre 

A o1EP — 66, ESA, ; F Ô;j. (16.14) 

Par définition (voir $ 11), les composantes covariantes du tenseur 


métrique sont égales à £g,8 = @,-ag. En y portant les expressions 
(16.12), il vient 


Las = AciApi. (16.15) 
De façon analogue, on obtient 
gs — ETES. (16.16) 


Selon la formule (13.14) le déterminant de la matrice de passage 
d'une des bases à l’autre est égal au rapport de volumes des mailles 
construites sur les vecteurs de base. Donc, 


det | Assll=v, det || E2 || = 1, (16.17) 


où & est le volume de la maille élémentaire. Or, comme, selon la 
formule (16.15), det G — (det || A,; []}*, il vient 


det G = v°. (16.18) 


Le passage du repère cristallographique au repère cristallophy- 
sique, comme d'ailleurs le passage inverse, sont des cas particuliers 
des passages d’un vecteur de base à l’autre étudiés en détail au $ 13. 
Il est seulement nécessaire de prendre en considération que dans le 
repère cristallographique les orientations et les plans sont définis 
par les vecteurs L = La, et nr = n,a° dont les longueurs sont con- 
ditionnées par l'exigence que les composantes !% et »7, soient entières 
et démunies de facteurs communs. Par contre, dans les repères cristal- 
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lophysiques il est convenu de définir toutes les orientations par des 
vecteurs de longueur unité, de sorte que l, et nr; sont des composantes 
des vecteurs unité caractérisant les orientations appropriées. On 
obtient ainsi le tableau: 


Passage du repère 


Passage du repère cristallophysique 


Grandeurs comparables cristaliozraphique au au repère 
repère cristallophysique cristallogriphique 

; ; Re _ pe . ; 

Vecteurs de base du reseau a e;j=Eÿas ay = Ayiei 


et vecteurs unité e; 


pp 


Vecteurs de base du réseau ré- e, = Ag;a* a* = Efe; 
ciproque a%et vecteurs unité e; 

. Efna 
Indices des plans (faces) n4 ct = ——_——— Ra =ÀA Ain; 
<omposantes du vecteur unité »; V engny 
Indices des orientations (arêtes) Aatl® : > 
[* et composantes du vecteur SE P=AEÎ 
unité /; V el 


Le coefficient X est choisi de manière que les indices soient entiers et 
sans facteurs communs. | 
Les matrices || 4,, |] et [| £® || sont fournies pour tous les systè- 


mes cristallographiques dans l'annexe B. 


$ 17. Transformations orthogonales 


Dans la résolution des problèmes cristallophysiques il s'avère 
souvent commode d'utiliser non pas le repère cristallophysique mais 
un autre système de coordonnées cartésien dont l'orientation des 
axes est déterminée par la géométrie du problème considéré. Vu 
que le repère cartésien est complètement défini par sa base ortho- 
normée, le changement de repères cartésiens implique le passage 
d'une base orthonormée à une autre. 

La transformation impliquant le passage d’une base orthonormée 
à une autre base également orthonormée s'appelle transformation 
orthogonale. L'ensemble de ces transformations constitue le groupe 
orthogonal ocooom. Les transformations entrant dans le groupe 
orthogonal (les transformations orthogonales) laissent intactes les 
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longueurs des vecteurs et les angles qu'ils interceptent, ce qui permet 
à la base orthonormée avant la transformation de rester telle après. 

A titre de comparaison, notons que dans les changements de 
bases d'un réseau cristallin on n’a pas exigé qu'elles soient orthogona- 
les, en particulier, avec le passage d’une base rhomboédrique à la 
base hexagonale les longueurs des vecteurs de base, comme les angles 
entre ces derniers, variaient. 

Soient X,X-X4 l’« ancien » système de coordonnées construit 
sur la base de e,, e+, es et X,-X2-X 3 le « nouveau » système établi 
sur la base de e,:, e., ez. La LS 
décomposition de la nouvelle Je b 
base suivant les vecteurs de / 
l’ancienne 4 


ei — Cire (17.1) . 


Î 
est définie par les coefficients  ! 
| 


Cyr qui forment la matrice de | pa 
transformation orthogonale \ 5 
\ 
C C C \ D 
{1 C1°2 C1°3 * & 
N L AA 
Mcixl=| Cei Cars Ces ||. Ve 


Elle s'appelle également matrice le: fils Angles Gin entre les axes 
e, coordonnées anciens et nouveaux 


des cosinus, Car chacun de ses (projection stéréographique). 
éléments c,, est égal au cosinus 
de l'angle formé par les axes de coordonnées respectifs (fig. 17.1): 


Cirk —e@ir-en =COS(À;:. À,) —cosa;x. (17.2) 
La transformation inverse 
ex = Chireir (17.3) 


est apparemment caractérisée par la matrice || c,; || qui est simulta- 
nément la matrice inverse de la matrice de départ ||c;4 || et la 
transposée de cette dernière. Ces matrices vérifient les relations 


CirnCÿrn = Vij, CirnCir = Ôpi (17.4) 


et sont dites orthogonales. Le carré du déterminant de cette matrice 
vaut l'unité ou 


A=det||cixll= +1. (17.5) 


Les transformations orthogonales sont de deux sortes, propres 
(rotations d’axe direct) et impropres (rotations d’axe inverse). Aux 
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premières sont associées des matrices de déterminant +1, aux 
secondes de déterminant —1. 

Toute rotation À peut être caractérisée par un axe et un angle 
de rotation autour de cet axe. Aussi pour définir une rotation suffit-il 
d’un vecteur œç dont la direction est celle de l’axe de rotation et la 
longueur q vaut l’angle de rotation. Convenons que la rotation R (œ} 
autour du vecteur œ s’effectue suivant l’hélice à droite. Toutes les 
rotations pensables seront prises en compte si tous les vecteurs 
possibles sont considérés de longueur satisfaisant à l'inégalité 
0<p<7. Dans ce cas à chaque rotation d'angle inférieur à x 
correspondra un vecteur semblable unique, et d'angle égal à 3 deux 
vecteurs égaux en longueur et de direction opposée. La rotation 
R (œ) est le plus souvent notée R (k, @), où k — q/œ est un vecteur 
unité de même direction que le vecteur ®. 

Si le nouveau repère cartésien construit sur la base orthonormée 
€;', €+, €: est obtenu à partir de celui construit sur la base e,, e., es 
par rotation À (k, œ), la matrice ||r;-; (k, œ) || répondant à cette 
rotation, c’est-à-dire la matrice définissant la décomposition e;. = 
= res, est alors telle que *): 


Il Tir (k, œ)il — 


COS @ + hf (1—- cos q) k3 Sin @ + kyha (1 -0c0S q) —hosinqg +ha1ks (1-Cc08 p) 
|| As sin @ + kaki (1-00 p) cos q + k% (1-05 G) ki sin @ + koka (1 cos p)|l- 
Ro Sin @ + R3hy (—CoS œ) ki Sin ® + h3khe (1 -cos q) cas + k3(1- cos ) 


A l’aide des symboles de Kronecker et de Lévi-Civita ses éléments 
s'écrivent de Ja façon suivante: 


rar (k, p)= bi; cos p+ Oink sin p+ki:k;(1— cos p). (17.6) 


Dans la formule (17.6) k;: et À; sont les composantes du vecteur k 
respectivement dans le nouveau et l’ancien repère, mais comme un 
repère s'obtient de l’autre par rotation justement autour de ce 
vecteur, les composantes s’identifient tout simplement: k,: = k;, 
ke = ks, ks = ks. Pour des petits (9 1) angles de rota- 
tion 


rar (D) & Où; + is inPn. (17.7) 


*) Pour obtenir la première ligne de cette matrice, il suffit de trouver le 
vecteur e ,, résultant de la rotation du vecteur e, autour de # de l'angle q et 


1 ‘ : see £ : 
de calculer le produit scalaire e ,-e;. La seconde et la troisième lignes s’obtien- 
pent immédiatement de la première par permutation cyclique. 
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La rotation inverse d'angle ç autour d'un vecteur unité # est 
un produit de la rotation propre correspondante par l'inversion: 
Q (k,œ) = 1-R (k, p). Donc, sa matrice {|| g;-; (k, œ) || est un produit 
de la matrice ||r;; (k, q) || par la matrice de l’inversion || —Ô;.; || 
c’est-à-dire {| gr; (k, p) || = || —r:s (K, p) Il. Ainsi, l’aspect général 
de la matrice de transformation orthogonale est : 


Ci (k, p)= Albi; cosp+ô:jakisinp+kik,;(1—cosp)], (17.8) 


où À = +1, avec À = +1 pour la rotation directe et À = —1 pour 
la rotation inverse. 

Au tableau 17.1 on a donné les matrices d'opérations de symétrie 
cristallographiques sous leur forme générale ainsi que sous forme 
concrète utilisée le plus souvent en cristallographie et cristallo- 
physique, avec choix spécial d’axes de rotation. 

La trace, c'est-à-dire la somme des éléments diagonaux de la 
matrice {|lc;-y(k, œ)Il est notée *) Spllc;;ll et vaut c;; = 
= A ({+2cosçp). On en tire 


cosg= (Acyy— 1). (17.9) 


L’angle @ étant compris dans l'intervalle (0, x), la formule (17.9) 
permet de le déterminer de façon absolument univoque. Il est main- 
tenant facile de trouver le vecteur unité de l’axe de rotation k: 


Re duicii. (17.10) 


Cette formule n'est applicable que pour @ = x. Pour q = x, comme 


il s'ensuit du tableau 17.1, les composantes k,; peuvent être obtenues 
par les formules 


Ac,,,+1 ACors +1 k Acura 1 
ki = Æ TRE k, = y Set 7) de 


(17.11) 
les signes devant être choisis tels que 


kyk= À Ac. (17.12) 


Ainsi, connaissant l’axe et l’ampleur de la rotation, on est en mesure 
de calculer tous les éléments de la matrice [| c;, || et, réciproque- 


. _*) De l'allemand Spur, trace. On utilise également la notation Tr, de 
l'anglais trace. C’est cette dernière qu'on adoptera dans la traduction. 
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Tableau 17.1 
Matrices des transformations de symétrie Se ét LE ts 
et limites pour un choix arbitraire et spécial 
du vecteur unité de l’axe de rotation k 


1 1 
| 4 O0 0 { —1 O0 0 
0 1 0 | O0 —1 0! 
O0 OO ‘fi | O  O —1 | 
il 
2 | m 
2k: us { 2k1ke 2ksk: 1—2k2? —2k;ko —2ksk 
2ksks 2koks 2k3— | —2ksk: oc 2keks 1 ex 2k3 
| — | Q O0 1 (9 0. 
k=es O —1 0 (4 1 0. 
| © (0 1 0 O —1 
4  O 1 [—1 O0 0. 
k=e, : —1 0 | | 0 1 (0 | 
O —1, 0 0 4 ; 
(® 0 | 1 0 0 
k=e, ét 1 0: O —1 0 | 
| 0 O —1; | 0 0 1 : 
O 1 0 O —1 0 
kite | 1 0 0 | 4 O0 0 
vi | O0 Oo —1 | O0 O0 1. 
_ O —1 0 0 1 0! 
ss [ff [ti 
O —1 | 
cos 2 Ÿ Sin 2 Ÿ 0 —cos2w —sin2v 0 
k=e,; cos + sin2%Ÿ —cos 2% (4 —sin 2% cos2w% O0 
4 4 
k; KikotTks Kski— ke KE —ks—kiks ko—ksk: 
Kika—ks k5 Keks+ ki Kk3— kike — ki — k1— Kaks 
Kkskitke Kiks—h k; —Ka— Kaki Ki—koks — k5 
0 1 0 O —1 0 
k=es —1 (® (® 1 0 0 
0 0 1 O0 O0 —1 


3 

13k3—14 3kikatka V3 3kski— ka 3 AR 3k1ko ke V 3—3kskr 

FD D D A 2, 2 2 

Ski HV 3k2 —1 Sskrti V3 M VE 8 =h yen 

a+, V3 ak HV3 : 3k3 —1 HV Si V3 1=Su 
2 2 2 NT 2e 


S 17] TRANSFORMATIONS ORTHOGONALES 443 


ment, connaissant les éléments de cette matrice on peut d'après les 
formules (17.9)-(17.12), déterminer l'axe et l'angle de rotation. 
L'effet de deux transformations orthogonales successives: le 
passage de l’ancienne base e,, e., e; à la nouvelle e,., e.., e;, puis 
de la nouvelle à une « plus récente » e.,-, e.-, er peut être noté e;- — 
= CrLer, en outre la matrice C = {| c4-, || réalisant directement le 


Tableau 17.1 (suite) 


1 1/3 { V3 
Do EST re 
/3 I 3 1 

k=e; RC nr Q = TT 0 
(Ù 0 À 0 0 
Sue Q (Ù O —î1 0 
LS, 7 3 6 O0 1 O O0 —1 
1 0 0 — | 0 0 

0 O —1 0 01 

LEE HE 1 Ô 1 0 0 

O0 1 à 0 —1 0 

6 6 
en biketks V3 Eaki he 311 V3 ke V3—kk || 
2 D CRE 2 2 


kyke— ka V3 LI koks+k1 V3 [lks V'3—kike —1—Rk5 kr V3—koka 
L 


kskit le V3 hoka—k11/3 14L8k5 —ko = —kgky k1 V3—koks —1—Rk5 
D 5 2 2 3 2 
1 3 1 V3 ,! 
3 73 0 Te Cox 
V8 1, VS 1 5 
k — €2 2 2 2 2 
0 0 1 0 O —1 
R (es, ®) 1R (es, T) 
cosæ sin® O0 —CoS@P —sinp 0 
—sinm cosp O0 SiIn® —cosp 0 


(Q (Ù 1 0 0 —1 
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passage de l’ancienne base à la plus récente peut être exprimée au 
moyen de matrices des passages successifs C(D = [[c;, [| et CT) = 
= {| Cyy ||: 

Civh —= CirjeCjrhe (17.13) 


Cette formule peut être représentée sous forme d’une égalité matriciel- 
le C = CCE en y faisant attention à l’ordre des cofacteurs: 
la matrice associée à la transformation effectuée d’abord s'écrit à 
droite. 

La non-commutativité de la multiplication matricielle reflète 
la non-commutativité des transformations orthogonales : en réalisant 
deux transformations orthogonales, d'abord dans un ordre, ensuite, 
dans l’ordre inverse, on peut obtenir des résultats différents (à moins 
que les axes de rotation ne coïncident). 

On utilise une succession de transformations, en particulier, 
lorsqu'on décrit le passage d’un repère à l’autre au moyen d'’angles 
d'Euler. La rotation transformant le repère OX,X.X;, en repère 
OX;,X.X, peut se réaliser par la succession d'opérations suivantes. 

1. Orientons l'axe auxiliaire Ÿ, suivant l'intersection des plans 
OX,X, et OX'X:. Sur l'axe Y, la direction positive sera choisie de 


TR 
manière que l'angle q = X,0Y,, relevé dans le sens de X, à X:, 
soit compris dans les limites de 0 < ç << x. Une rotation du repère 
OX,X.X, autour de l'axe X;, d'angle q l'applique sur le repère 
OY,Y:}Y 3. La matrice associée à cette rotation est 
cosq sing 
RS=| — sing cosç 0 
_0 (0 1 


MN 
2. Une rotation autour de l'axe Ÿ, d'angle 8 = X:,0X, (il est 
relevé de X, vers Ÿ.) applique le repère OY,Y,X, sur le repère 
OY,Y:X;. La matrice de cette rotation est 
1 0 0 
R®—| O0 cos8 —sin8 |. 
0 sinŸ cos Ÿ 


3. Enfin une rotation autour de l'axe X, d'angle 1}, :relevé de Ÿ, 
à Y, applique le repère OY,Y.X,; sur le repère OX/X:X: Sa matrice 
est 
cos siny 0 
R®=| —sinÿ cost 0 
0 O0 ‘1 
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I] est clair que ces trois rotations peuvent être remplacées par une 
seule (Fig. 17.2) appliquant le repère OX,X,X: sur le repère 
OX'X;X;. La matrice de cette rotation est R —=R(#) R() R(). En 
multipliant les matrices dans l’ordre indiqué, on obtient 


COS P COS Ÿ — sin @ Cos Ÿ + — sin Ÿ sin Ÿ 
— sin cos Ÿ sin + cos @ cos Ÿ sin Ÿ 
R—|| —cososin ÿ — — sin p sin Ÿ + — sin Ÿ cos Ÿ |, 
— sin p cos Ÿ cos Ÿ + cos p cos Ÿ cos + 
— sin p sin Ÿ cos p sin Ÿ cos Ÿ 
(17.14) 


On a passé en revue trois procédés les plus usuels de calcul de la 
matrice d'une transformation orthogonale des coordonnées. Si les 
angles entre les nouveaux et les 


anciens axes sont connus, on se DRE SX 
sert de la formule (17.2) ; si l’on PA | 1e 
connaît la transformation faisant PA low \ 
passer l'ancien repère au nou- j 5 37 
veau, c'est la formule (17.8) qui A de 
est utilisée; enfin si sont défi- Ï À y 2 
nis les angles d’Euler, on re- ! A À, ; 
court à la formule (17.14). À $ |; 
À x! : 
$ 18. Tenseurs de second ordre Ÿ < ? PA 
\ 

On sait que les composantes LT L 
v, du vecteur v en passant d'une Li y Ÿf 
base orthonormée e,; à la base TT 
ey = Cyrex se transforment sui- l 


one Fig. 17.2. Angles d’'Eul : ti 

i gles uler projection 
Vie = CihUpr Un = CirnVye. (18.1) a ÉÉcrranitq ue) - p = 30°, Ô = 40° 
Les neuf grandeurs T,,, se trans- Ve 
formant comme des produits de 
composantes de deux vecteurs, c'est-à-dire suivant la loi 


Tige = CinciT his Tur =CiaciiT ie, (18.2) 


sont dites composantes du tenseur de second ordre (ou de valence 2) T 
De façon analogue, 3° = 27 grandeurs Qimn, se transformant comme 
des produits de composantes de trois vecteurs, c’est-à-dire suivant 
la loi 


L 


Qurirnr st Ci1CjrmCh'nQimns Qimn — CiriCirmCh'nQirirre (18.3) 


sont dites composantes du tenseur de troisième rang (ou de valence 3) Q, 
etc. 


10—01180 
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De manière analogue à ce que le vecteur v peut être écrit sous 
forme © = v;-e;, ses composantes v, = v-e;, le tenseur T peut 
s'écrire sous la forme *) 


= exT rie: (18.4) 


(ou Triexer). Dans ce cas ses composantes 7,7, relativement à la 
base e;, se calculent par la formule 


Tri = e:-T-e1. (18.5) 
Les composantes T,;.; de ce même tenseur, relativement à la base 
€; = Cirnen, Sont Ty = e;-T-e;. En y portant l'expression 


(18.4) et en notant que e;:-ex = c;», on aboutit à la formule (18.2). 
Cela montre que la loi de transformation (18.2) des composantes 
tensorielles T ,, est formulée de manière que le tenseur e,7,,e, défini 
par ces composantes soit, tel un vecteur, un être géométrique, c'est-à- 
dire soit indépendant du repère auquel il est attaché. 

En cristallophysique les tenseurs de second ordre remplissent 
des fonctions variées. L'une d'elles est celle d'opérateur linéaire 
constituant l'application d’un ensemble des vecteurs w sur l’autre 
ensemble des vecteurs v — v (u) de façon que 


o (Au E pu) = Av (u()) + no (ul), (18.6) 


où ul et ul? sont des vecteurs quelconques de l'ensemble uw, tandis 
que À et u sont des nombres réels quelconques. Il s'ensuit de la 
relation (18.6) que pour toute base orthonormée e,; les composantes 
vx des vecteurs v constituent des fonctions linéaires de composantes 
u 1 des vecteurs w appropriés: 


Ur — Tu pe (18.7) 


Dans la base e;: = c;-,e, cette dépendance prend la forme &;. — 
— T';.;u;, et le fait que les composantes vectorielles u, et r, se 
transforment suivant la loi (18.1) prouve que les coefficients 7}, se 
transforment suivant les formules (18.2), c'est-à-dire constituent en 
fait des composantes du tenseur de second ordre T. On peut donc 
écrire la relation (18.7) sous forme non rattachée à un repère 


Ù = T-u. (18.8) 


Examinons quelques cas particuliers de transformations linéaires 
des ensembles vectoriels. Si les vecteurs © sont tout simplement 
égaux aux vecteurs w, le tenseur correspondant est dit tenseur unité 
(ou unitaire) et se note I. Les composantes du tenseur unité dans tout 
repère sont Lui == Ôpr- 


*) Le tenseur de la forme exe, (ab dans le cas général) est appelé diade. 
DR la formule (18.4) le tenseur T est représenté comme une somme de 
pe iades. 
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Si les vecteurs v sont colinéaires aux vecteurs w et À fois plus 
longs, la dépendance linéaire de v de u s'exprime par le tenseur AÏ 
(ces tenseurs sont dits sphériques). A la notation v = Al:u est équiva- 
lente une notation plus concise v — Àu. 

La composante de tout vecteur u, parallèle à un vecteur unité 
donné k, peut être notée kk-u. Ainsi, le tenseur kk réalise la pro- 
jection des vecteurs sur une droite parallèle au vecteur unité k. 
De façon analogue, la projection des vecteurs sur un plan perpendi- 
culaire au vecteur unité k s'effectue au moyen du tenseur I — kk. 

La rotation des vecteurs autour de l’axe Æ d'un angle œ s’effectue 
par l'office du tenseur 


R (k, @) = I cos o — I X k sin p + kk (1 — cos p), 
R; = Os cos p + Oipiks sin p + kiky (1 — cos p). 


Cela s'ensuit de la formule (17.6) *). 
Si le déterminant du tenseur T est différent de zéro, la dépendance 
linéaire v — T-u peut être rendue ainsi: 


(18.9) 


u = P:v, u; = Pjiv. 


Le tenseur P aux composantes 
T 
Pr= pi: (18.10) 


où 7, est le complément algébrique de l'élément T,; dans le déter- 
minant det || 7;, || est appelé tenseur inverse de T ; on le note P = T-!. 
Les fenseurs inverses l'un de l'autre satisfont aux identités 


TijPjn = din  Pjnlni = Ôjr (18.11) 


Les tenseurs projetant les vecteurs sur une droite ou sur un plan 
n'ont pas de tenseurs inverses, tandis que le tenseur R (k, œ) exécutant 
une rotation sur les vecteurs possède un tenseur inverse. 

Comme une matrice, un tenseur de second ordre peut être trans- 
posé. Si le tenseur ne varie pas après transposition (T* — T), il est 
dit symétrique, si, par contre, il change de signe (T* — -—T), il est 
dit antisymétrique. Tout tenseur est décomposable en partie symé- 
trique S = l/, (T + T*) et partie antisymétrique À = 1/, (T — T*) 
leur somme est égale au tenseur de départ T. i 

Le tenseur symétrique se décompose à son tour en partie sphérique 
aSnrÔ:3 et déviateur D;; = S;; — ‘sSynô;;. La trace de la partie 
sphérique est égale à la trace du tenseur, tandis que celle du déviateur 
est nulle ; en général, tout tenseur symétrique de second ordre dont 
la trace est nulle est appelé déviateur. 


e 
L 


*) La multiplication vectorielle du tenseur T par le vecteur v se définit de 
façon analogue à la multiplication scalaire: si T = e, X Tyyey. alors T X 0 — 
= exTn (er X v). | 


10% 
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Les tenseurs de second ordre peuvent être non seulement assimilés 
à des opérateurs linéaires mais aussi être considérés comme l'’aboutis- 
sement d'une dérivation du vecteur par rapport à un vecteur ou 
d’une double dérivation de la fonction scalaire par rapport à un 
vecteur. Voyons d abord une opération simple, celle de la dérivation 
de la fonction scalaire par rapport à un vecteur. Si f est une fonction 
scalaire des composantes du vecteur w (et, peut-être, d’autres para- 
mètres), les grandeurs 


_ _0f 
nee (18.12) 
se transforment telles des composantes du vecteur. On peut donc 
écrire (18.12) sous forme 
_ 9} 
FT du? 
qui souligne l'indépendance de cette opération du choix de système 
de coordonnées. 

Si, en particulier, en qualité d'argument vectoriel & agit le 
vecteur-lieu r, alors cette dérivée porte le nom de gradient de la 
fonction f et possède une notation spéciale v — grad f. 

De façon analogue on détermine la dérivée du vecteur par rapport 
à un vecteur. Si les composantes du vecteur v sont des fonctions de 
composantes d'un vecteur w, alors neuf grandeurs 

OUR 
our (18.13) 
se transforment comme des composantes d'un tenseur de second 
ordre. Aussi peut-on écrire (18.13) sous forme 


ov 
Te. 


Si l'argument est le vecteur-lieu r, alors 


00 __f 90 __ OUR 
Er Tu (5), = ôz, 
Cependant, on appelle habituellement gradient du vecteur v non 
pas Ov/ôr mais le tenseur qui lui est transposé 
90 


Grad v — (2) , (Grado)hh= 


dv! 
ÔZR ° 


La somme des éléments diagonaux de ces tenseurs est une divergence 
du vecteur v: 


Tr Grad o =Tr (5)= = dive. 
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Jl se trouve que la dérivée seconde de la fonction scalaire f par 
rapport à ses arguments vectoriels w et © est également un tenseur 
de second ordre: 

Nr. pi = 

” du 00? RÜ gug dy : 

Mais si c’est la dérivée seconde par rapport aufmême argument, c’est-à- 
dire T — 0*f/Ou ôu, alors le tenseur T est symétrique. 


T 


$ 19. Vecteurs propres et valeurs propres 
d’un tenseur symétrique de second ordre 


Le tenseur de second ordre S, une fois multiplié scalairement 
par le vecteur uw, le transforme en vecteur v = S:u. Les vecteurs 
qui dans cette transformation ne 1. 
changent pas de direction et s’al- :] 
longent ou se raccourcissent seu- | 
lement sont appelés vecteurs U, 
propres du tenseur S (fig. 19.1). b, : 

Ils vérifient donc l'équation - 


Seu—= Su, Sinur = Su;, (19.1) 


où $, nombre montrant de com- 
bien de fois s’allonge le vecteur u 
sous l’action du tenseur S, est 
appelé valeur propre du tenseurS, 
correspondante au vecteur propre 
concerne. 

Si un vecteur uw vérifie cette 
équation, cette dernière est alors 
vérifiée par tout vecteur coli- 
néaire au premier. On peut donc 
parler de directions propres du 
tenseur; tous les vecteurs, pa- 
rallèles à la direction propre, 
sont des vecteurs propres, la ll 
direction étant définie naturelle- Up 
ment par le vecteur unité. Impo- | En: 
sons au vecteur uw une condition S É Ve Re 


U, 


supplémentaire vecteurs 3, ..., U2; Dj = S-u;, &, 
us, u; et u;, — vecteurs propres du 
ueu = uju; = 1. (19.2) tenseur S. 


En écrivant l'équation (19.1) sous forme 
(S — SI):u = 0, (19.3) 
(Sin — Sôx) ux = 0, 
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on constate que ce sont trois équations linéaires homogènes par 
rapport aux composantes du vecteur uw. Elles sont satisfaites évidem- 
ment par une solution triviale u = 0, qui, cependant, ne définit 
aucune direction. Ce système d'équations linéaires homogènes, comme 
on le sait, ne possède d’autres solutions non triviales que si son 
déterminant est nul: 


Si —S Si Si 
det (S — ST) = So So2 —1S Sos == 0. (19.4) 
S'ai Sy Sas —S | 


Le tenseur S étant donné, la condition (19.4) constitue une 
équation que doit satisfaire la valeur propre S. L’équation (19.4) 
est appelée équation caractéristique d’un tenseur. Puisque les com- 
posantes du tenseur sont réelles, cette équation du troisième degré 
possède soit une racine réelle et deux racines complexes conjuguées 
imaginaires, soit trois racines réelles, mais si le tenseur est symétri- 
que, seul le second cas se présente. De fait, cette équation possède au 
moins une racine réelle S,:,. Supposons qu'on l’a trouvée. Alors, à 
partir du système d'équations linéaires 


(Sin — Sisix) uk” = 0 
on peut obtenir également le vecteur unité u(% correspondant à la 
valeur propre S(:. Introduisons le repère cartésien X,-X,-X.; dont 
le vecteur unité e.,- s’identifie à u(%. On vérifie sans peine que dans 
ce système le tenseur S est de la forme 
S'i1 Riv07 0 
Sie 1l=|S12 S2ez 0 (19.5) 
(tous les avantages étant tirés de sa symétrie). Aussi l'équation 
(19.4) peut-elle être écrite ainsi: 
S'ir1 — S S'32" O0 
Syror So» —S O  |—=0. 


En développant ce déterminant, on obtient deux autres valeurs 
propres 


Sa, 2 = _ [(S 1-4 + So2) + V'(S ii — Sao)? + (2S1r2)2], (19.6) 
Puisque l'expression sous le radical est positive, comme étant une 


somme de carrés, ces valeurs sont toutes les deux réelles, ce qu'il 
fallait démontrer. 
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Les vecteurs propres correspondant aux différentes valeurs propres 
sont orthogonaux l’un à l’autre. En effet, en multipliant scalairement 
les équations des vecteurs propres 


S-u) —= Sout, S - u{?) =— Soul”? 


par «u{°? et u() respectivement et en soustrayant l’un de l’autre, il 
vient 


US nf) — nf). Su = (Su — Ste) ut -u(?). 


Le premier membre de cette égalité, par suite de la symétrie du 
tenseur S, est nul, de sorte que de la différence des valeurs propres 
(Say — St 5 0) s'ensuit directement l'orthogonalité des vecteurs 
ul et ul°). 

Si toutes les valeurs propres du tenseur S sont distinctes, leurs 
vecteurs propres u{*) sont orthogonaux l'un à l’autre et ils peuvent 
être utilisés en qualité de base orthonormée. Dans cette base le 
tenseur prend une forme particulièrement simple 


S = SauuD + Souu + SuSuls), (19.7) 
et sa matrice une forme diagonale 
I Suyl=| 0 Se 0 |. (19.8) 
() O Ses 


Lorsque deux valeurs propres coïncident (disons, Su) = Ste) Æ 
Æ Sy), il leur correspond un plan entier de vecteurs propres, per- 
pendiculaire au vecteur propre u(%). En effet, il s'ensuit de (19.6) que 
dans tout repère cartésien dont le vecteur unité e, s’identifie à u{°) 
le tenseur S prend la forme 


O Sy O0 |, (19.9) 
0 0 S(s) 


or cela montre justement que tout vecteur perpendiculaire à u{%) 
est un vecteur propre du tenseur S correspondant à la valeur propre 
Sn. Il est commode d'écrire ces tenseurs sous forme 


S=SIT+ (Sy —Si)kk, Si = Siôu + (Sy — Si) kky 
(19.10) 
où k est un vecteur propre isolé (unitaire), S, la valeur propre qui 


lui correspond, et S, la valeur propre correspondant au plan des 
vecteurs propres. 
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Enfin en cas de coïncidence des trois valeurs propres (S(«) = 
= So) = S(s3 = S) le tenseur vaut 


S — SI, S';; = Sô;,; (19.11) 


pour ce tenseur tout vecteur est propre. 


Voyons sur des exemples simples comment pratiquement sont déterminés 
ns valeurs propres et les vecteurs propres d’un tenseur symétrique de second 
ordre. 

Exemple 1. Dans la base e, le tenseur S;; est de la forme 


11 3 0 
ISi5l=]y3 9 ol: 
0 O0 7 


Calculons ses valeurs propres, et pour ce faire, résolvons l’équation 


1A1—S V3 0 
V3 9—5s 0 |=0, 
0 0 7—S 
ou (52 — 20S + 96) (7 — S) = 0. De là on tire Su)= 12, Ste) = 8, S(s) = 7. 


Le vecteur propre u(1) correspondant à la valeur propre St) = 12 s'obtient 
à partir du système d'équations linéaires 


= #60 + V3 ui) = 0, 
V3 ufl) — 3 u (D = 0, 
— Su = 0. 


On n'a ici que deux équations indépendantes, car la seconde équation est égale 
à la première multipliée par — y3. Ce système fournit donc us = 0, ui! = 
= Y3u!1. On a ainsi trouvé le premier vecteur propre: u‘1) = (W3e;+es)usl. 
En exigeant que ut)-u() = 1, calculons u£l — +1/2 et l’on obtient finale- 
ment 


Le vecteur propre u@) s'obtient à partir du système d'équations 


guÿ?+ au  —0, 
Vau@)+  uf) =0, 
ut) 20. 


Il est égal à 
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Enfin pour le vecteur propre a), on obtient le système d'équations 


au) + v3 u(9) = 0, 
3 nu) + 2u69) es 0, 
Ou(3) = (0. 


Les deux premières équations constituent un système de deux équations linéai- 
res homogènes à deux inconnues. Le déterminant de ce système vaut 5. Aussi ne 
possède-t-il qu’une solution triviale u{* = u!% = 0. La composante u{° peut 
prendre toute valeur, mais de l'exigence u(3).u(3) = 1 il s’ensuit que u£° — 
= +1. Bref, 


u(s) = + €. 
On peut à présent écrire le tenseur S sous forme 
(V3 1 | Æ 1 
S= 12 (E° Ts e.) (= at e2)+ 
1 V3 ) ( 1 V3 


+8 (- A5 ee 5 5 2) + Teses. 


Exemple 2. Attachons aux axes principaux le tenseur 
S = 4 (eje1 + 202) + Jeses — (e1ea + exe). 
Pour déterminer les valeurs propres on a l'équation 
4—S —1 0 
—1 4—S O0 |—0. 
0 (0 3—S 


En la résolvant, on obtient S(,) = 5, S(2) = 3, SC = 3. 
Dans le cas concerné il suffit de rechercher un seul vecteur propre k associé 


à S, — 5. Cherchons-le à partir du système d'équations 
— ki— ko =0, 
—2ks=— 
De jà 
1 1 
PAPE LE DORE OA 
V2" V2 °/? 


et le tenseur S s'écrit sous la forme (19.10) 


—€2 € —€2 


S— 31424172 Er 
de V2 y 2 


Dans le cas général, pour calculer les valeurs propres du tenseur S;,, il 
faut le décomposer en la partie sphérique 1/,S;,:,6;y et le déviateur D;; = 
= Si — 1/3Sxn0;y Ensuite, on calcule les deux invariants du déviateur: le 
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paramètre d'échelle 


1 1 
Ù — Tan dixmd jimD i jDri= y + l'i5Day (19.12) 
et l’angle compris entre (—x/6, 1/6) et défini par la condition 
sin 3p— _E. (19.13) 


Les valeurs propres D(;) du déviateur D (numérotées suivant l’ordre croissant) 
s'expriment en fonction de ces invariants de la façon suivante: 


Din = —2Ù sit (x/3 + Ÿ), 
Din — 28 sin y, (19.14) 
Dis = 20 sin (2/3— 1). 


Cela se vérifie sans peine en portant l'un d'eux dans l'équation caractéristique 
du déviateur. Les valeurs propres du tenseur S sont 


Sa) = Di + aSnRe (19.15) 


$ 20. Les petites variations du tenseur 
symétrique de second ordre 


La résolution de nombreux problèmes de cristallophysique est liée au 
problème suivant de l'algèbre tensorielle : sont connus les valeurs propres S(:) 
et les vecteurs propres *) u, du tenseur symétrique de second ordre S. Comment 
varient-ils pour une petite modification donnée du tenseur S? 

Examinons d’abord le cas où toutes les trois valeurs propres du tenseur 
donné S sont distinctes. Ajoutons au tenseur S un petit tenseur symétrique £; 
s’il est réellement petit comparé à S. le tenseur S + & doit différer de peu 
du tenseur S. La différence se manifestera d'abord en d'infimes variations des 
valeurs propres et, ensuite, en un petit pivotement du triplet des vecteurs pro- 
pres U, Us, U3. Pour que les variations Ë(:) des valeurs propres soient petites, 
toutes les composantes du tenseur £ doivent être en valeur absolue de beaucoup 
inférieures aux valeurs propres du tenseur S: 


L GR & I SG le 


Et pour que le pivotement du triplet des vecteurs propres soit petit, les compo- 
santes du tenseur £ doivent être en valeur absolue de beaucoup inférieures aux 
différences des valeurs propres du tenseur 


| GR I SG) — St le 


Les valeurs propres modifiées S(;) + Et) et les vecteurs propres modifiés 
a; + Ôu, vérifient l'équation 


(S + De(u; + us) = (Su) + Et) (ui + ômi). (20.1) 


Sans restreindre la généralité, on peut considérer comme unitaires les vecteurs 
a,;. Exigeons que les vecteurs modifiés w, + Ôu, soient également unitaires; de 
plus, comme on le sait, ils doivent être orthogonaux l’un à l’autre: 


(ay + Ôu)e(uy + Ôuy) = Giy. 


*) Pour les calculs subséquents il est plus commode de désigner les vecteurs 
propres z, et non pas ul), comme dans les paragraphes précédents. 
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En ouvrant les parenthèses, il vient 


u;-0u, + u;-ôu; + ôu;-ôu; = 0. (20.2) 
Décomposons les vecteurs ôu;, suivant la base #,, u,, u,: 
Ôu; = &;nuk. (20.3) 
Les coefficients de cette décomposition 
Oyj = Ôu;-u). (20.4) 


De l'égalité (20.2), si l'on y néglige les termes de second ordre de petitesse, 
s'ensuit l’antisymétrie du tenseur ©: 


O}; + GO; = 0. (20.5) 


De là, on tire à son tour que l'accroissement ôu; de chaque vecteur propre u, 
est perpendiculaire à ce vecteur. En effet, selon la formule (20.4) le produit sca- 
laire du vecteur propre par son accroissement est égal à l’une des composantes 
dr du tenseur &, tandis que toutes ces composantes. en vertu de l’iden- 
tité (20.5), sont nulles. 

Ouvrons à présent les parenthèses dans la formule (20.1) en posant, pour 
concrétiser, u; = u, et, respectivement, S(;) = St): 


Su + Sôm + Cm = Say + SaÔm + Et. (20.6) 


On a immédiatement négligé ici les termes de second ordre de petitesse. Compte 
tenu de ce que S-u, = Sx)z, et profitant de la décomposition (20.4), récrivons 
(20.6) sous forme 


Oj2S Us + OS Us + Du = OieSGlle + OrsSGUs + Et): 
Or, S:us = S(ajus et S-us = S(s)U3. Donc, 
Du = Eq) + Os (Sa) — S(2)) Ua + @is (SG) — S(s))us. (20.7) 


En multipliant scalairement les deux membres de l'égalité (20.7) successive- 
ment par u,, Us, Us, On aboutit aux résultats cherchés: 


uz°G'u: u"6'ü: 
Éa= Ur SU Ou — Ds= os — 5 —-. 
: : ” St — Sra . St —S ts 


Les autres valeurs propres et les composantes du tenseur © se calculent 
de façon analogue. 
Si le tenseur ÿ est défini par ses composantes ty attachées aux axes prin- 


cipaux du tenseur S, alors la solution du problème posé s'écrit sous la forme 
suivante : 


(20.8) 


SG, rs — re ; 
j : Sa — Sn ? 
Ets = Üss, Uyo = — © Lis 


ART 
2 Se1) — Ste) 


Le tenseur antisymétrique & caractérise le petit pivotement du triplet de vec- 
teurs propres. Pour que ce pivotement soit de fait petit, il faut que toutes les 
composantes du tenseur w soient de beaucoup inférieures à l'unité, or, pour 
cela, il faut à son tour, comme le montrent les formules (20.9), que les compo- 
santes du tenseur w soient petites non seulement comparées aux valeurs pro- 
pres du tenseur S mais également comparées à leurs différences. 
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Passons maintenant à l’étude d’un autre cas: le tenseur S possède deux 
valeurs propres (S ,) coïncidant entre elles et une valeur différente (S,). Le pro- 
blème se complique alors fortement. Le tenseur S possède dans ce cas un vecteur 
propre u associé a la valeur propre S]}j et un plan propre entier associé à la double 
valeur propre S ,. Quant au tenseur modifié S + £&, il possède en général trois 
vecteurs propres ; l’un d'eux v = u + Ôu est voisin de x. les deux autres sont 
situés quelque part dans le plan qui lui est perpendiculaire. 

Soient g,, g. et v les vecteurs propres unitaires du tenseur S + £, et p,, 
Pa les projections des vecteurs g, et g, sur le plan propre du tenseur S; on peut 

crire 


A — Pa + Go, a = Pa + Wosl, 0 = WyP1 + WsyaPa + u.” (20.10) 


Puisque le triplet des vecteurs propres est orthonormé, il s'ensuit (dans les 
limites de précision adoptée) que les vecteurs p, et p, sont unitaires ainsi que 
perpendiculaires l’un à l’autre, tandis que le tenseur w est antisymétrique. 

* __ Dans les équations des valeurs propres et des vecteurs propres 


(S+0)-q=(S, + Etn) Qu 
(S+6)-ga=(S , + Es) Q2s (20.14) 
(S+$):o=(, + Ets) Le 


portons les expressions des vecteurs propres (20.10) et effectuons une multiplica- 
tion scalaire terme à terme en négligeant les termes de second ordre de petitesse. 
Après réduction des termes semblables. il vient 


bPi=&wpi+(S y —S,)osu, 
6 Pa = Et2 Pa +(S | —S 1) Wseu. (20.12) 
Gu=(S, —S,) (&sip1+ws2Pe) + Sat. 


En multipliant scalairement les égalités vectorielles (20.12) successivement 
par p,, P, et u, on aboutit à six relations: 


| u-C-u = E(3); (20.13) 
P1°6"P1 = 6G) P2'b'Pa = Et) P1°$'P:e = 0; (20.14) 
u-É-Pr — (Si — S 21) Gus 4-6 -Pa = (Su — S 1) @se, (20.15) 


qui, pour commodité. sont rassemblées dans trois groupes. 
a relation (20.13) permet de calculer immédiatement ë(.). 

Les vecteurs p, et p, nous sont pour l'instant inconnus, cependant les rela- 
tions (20.14) montrent que ce sont des vecteurs propres du tenseur bidimension- 
nel £., c'est-à-dire de la projection du tenseur & sur le plan propre du tenseur S. 
RÉ PENERERl &u) et Gt) sont des valeurs propres de ce tenseur bidimension- 
nel. 

Supposons que le tenseur £ soit défini par la matrice de ses composantes 
Il Qiy 11 dans le de pre construit sur les vecteurs unités e,, e,. u, où e, et e, sont 
des vecteurs quelconques perpendiculaires l’un à l’autre se trouvant dans le 
plan propre du tenseur S. Le tenseur bidimensionnel & , dans le repère cons- 
truit sur les vecteurs unités e, et e, se définit alors par la matrice des compo- 
santes 


Î ér =] Cu Ge 


Cie (ET 
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Ses valeurs propres &u) et 8) sont les racines de l’équation carrée 
Eu—é Ge |_o, (20.16) 


Elles sont égales à 


à 1 a 
ST [Gui + Les) + V (Qui — Lee) + (2Le)°]- (20.17) 
Il est maintenant facile de trouver également les vecteurs propres du tenseur £ , : 
PE Lise ri + (EG) — ir) €e ; Pe — (Ets) — Cas) €1 + C1202 . (20.18) 


LV (En — bu) + V' (Ete) — Lee)? + Die 
La relation (20.14) est donc utilisée complètement. 


Connaissant les vecteurs p, et p,, on peut à partir des relations (20.15) trou- 
ver maintenant les coefficients w:, et &3+. Apparemment, 


(S Ï —S ,) V (Et) — Eu) + Lie ? : (S Il —S,) V'(Ete) — Goo)? + LE, 
(20.19) 


Ensuite, en se conformant aux formules (20.10), on peut obtenir enfin les 
or propres g1. g: el w du tenseur S + &. Le problème est complètement 
résolu. 

Le cas où toutes les valeurs propres du tenseur S coïncident ne vaut pas 
l'étude. Les vecteurs propres du tenseur S + & s’identifient dans ce cas aux 
vecteurs propres du tenseur £, quant aux adjonctions correspondantes aux 
valeurs propres, elles sont égales aux valeurs propres du tenseur &. 


Os 


$ 21. Composantes normales et tangentielles 
du tenseur symétrique de second ordre 


On appelle composante normaie du tenseur symétrique de second 
ordre S en direction du vecteur unitaire #7 le nombre égal à 


n°S.en—=Sisnin,. (21.1) 
Si l’on identifie le vecteur unitaire nr à l'un des vecteurs unité 
du nouveau repère X,:X2:-X.- (disons nr — e::), la composante nor- 


male sera alors simplement une composante diagonale appropriée 
du tenseur dans le repère X;,:X2:X;°; dans l'exemple concerné 


n-S-n = S'ir1r. (21.2) 


Dans le système de coordonnées construit sur les axes principaux 
du tenseur les formules de calcul de sa composante normale devien- 
nent particulièrement simples. En posant que nr, sont des composan- 
tes du vecteur unitaire z attachées au repère propre du tenseur S, 
on obtient 


n°S:n = Seu7ti + Say + Sani. (21.3) 


Si, en particulier, deux valeurs propres du tenseur S coïncident, sa 
composante normale ne dépend que de nr; = nr : k: 


neS-n—=Si(1 — 75) + Syn = Si + (Sy — Si) ni. 
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Enfin, avec la coïncidence des trois valeurs propres du tenseur la 
composante normale n-S -nr=—=S. 

Connaissant les six composantes normales du tenseur symétri- 
que de second ordre, on peut, en général, calculer toutes les compo- 
santes du tenseur. Elles se calculent comme la solution du système 


« 


de six équations linéaires à six inconnues 
nHnus;; = Qu) (u = dl; . +. 6), (21.4) 


où les composantes des vecteurs unitaires #(#4) et les composantes 
normales associées &çy) Sont supposées connues. Pour résoudre ce 
système il faut et il suffit que son déterminant soit différent de 
zéro : 


DE (n£°))2 (n$°y2 Ann) An) n°) 2nn$°? 


[1 est évident que tout jeu de six vecteurs unitaires #2{4) ne remplit 
pas la condition (21.5), mais il est aisé d'indiquer les jeux de vecteurs 
qui satisfont à cette condition, par exemple, 


nt) —e,, nt) —e,, n{3) = 3 
Mots, jiceter otre (21.6) 
v2 v2 2 


Les composantes normales interviennent souvent dans les pro- 
blèmes de cristallophysique. Aussi une grande importance pratique 
est accordée à la question: pour quelle direction du vecteur # la 
composante normale d’un tenseur donné S acquiert-elle des valeurs 
extrémales ? Et quelles sont les valeurs de ces composantes? Il est 
supposé que le tenseur S est défini par ses composantes S;, dans 
un certain repère À ,X,X:. 

\Nathématiquement ce problème est formulé ainsi: chercher les 
valeurs », pour lesquelles l’extrémum est atteint par la forme qua- 
dratique 


Fr) = n-S.n = Siynin; (21.7) 
pour la condition subsidiaire 
f(n)= nn —1—-nin; — 1 = 0. (21.8) 


C'est un problème type de recherche de l’extrémum lié. Ces problèmes 
sont résolus par la méthode des facteurs indéterminés de Lagrange : 
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on établit la fonction 
O (n) = F(n) — Àf (n) (21.9) 
avec un facteur À pour l'instant indéterminé et l’on cherche de façon 


ordinaire son extrémum non lié, c’est-à-dire qu'on égale à zéro 
ses dérivées partielles 


ET) . 
mn: = 0: (21.10) 
ensuite, des équations (21.10) et (21.8) on tire les composantes 7; 
et le facteur À. Dans le cas considéré les équations (21.10) prennent 
la forme 

90 0F 


9f 
non ni — Sin + S sin; — 2An; — 0, 


ou (compte tenu de la symétrie du tenseur S) 
S in; == ÀAn;, Sen = An, (21.11) 


orcen’est autre chose que la condition de ce que # est l'un des vecteurs 
propres du tenseur S, et À la valeur propre associée à ce vecteur! 
Ainsi, la composante normale d'un tenseur atteint des valeurs 
extrémales dans la direction des vecteurs propres de ce tenseur. De 
plus, ces valeurs extrémales sont égales aux valeurs propres corres- 
pondantes du tenseur, car de (21.11) et (21.8) il se dégage que 


n-S°en = Simins —= Ann; = À, (21.12) 


Il s'ensuit de la démonstration esquissée que si toutes les valeurs 
propres du tenseur sont positives (négatives), toutes ses composantes 
normales sont alors également douées de la même propriete. Mais si 
parmi les valeurs propres du tenseur on rencontre des positives et des 
négatives, la composante normale du tenseur acquiert des valeurs 
positives comme des valeurs négatives. Etant une fonction continue 
de la direction, elle doit s’annuler sur un cône de directions. 

Passons maintenant à l'étude des composantes tangentielles du 
tenseur symétrique de second ordre. Soient S un tenseur symétrique 
de second ordre et p, q des vecteurs unitaires perpendiculaires l’un 
a l’autre 

pp=1Â, g-q —=1, p-q = 0. (21.13) 

On appelle composante tangentielle du tenseur S en directions p et q 
le nombre 

p-S-q = Supigr (21.14) 

Le tenseur S étant symétrique, les directions p et qg sont suivant 

cette définition équivalentes et mutuellement remplaçables. En 


utilisant le fait que les vecteurs unitaires p et g sont perpendiculaires 
l’un à l'autre, il est possible de construire sur ces derniers comme sur: 
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des vecteurs unité un nouveau système de coordonnées XX, X 3 : 
€]: — P, €e2=4, ey—=pX. 
Dans le nouveau repère la composante tangentielle 
p-S-q— Sir. (21.15) 


Alors que les composantes normales correspondent aux composantes 
diagonales du tenseur, les composantes tangentielles sont associées à 
ses composantes non diagonales. - 

Dans le système de coordonnées propre les composantes tangen- 
tielles sont exprimées par les formules suivantes : dans le cas général 


p-S-q = Sepi + SeaPege + SaPs (21.16) 
en cas de coïncidence de deux valeurs propres 
p'S-q = (Si — S1) Ps (21.17) 
et, enfin, si les trois valeurs propres coïncident 
p'S-4 =t(. (21.18) 


Etant donné que les composantes tangentielles du tenseur sphérique 
sont nulles, il est immédiat que les composantes tangentielles de tout 
tenseur s’identifient aux composantes tangentielles de son déviateur. 
Respectivement, le jeu des composantes tangentielles ne permet au 
mieux que de restituer le déviateur du tenseur. Il suffit pour cela 
de cinq composantes tangentielles. 


Pour les composantes tangentielles le problème extrémal est beaucoup plus 
compliqué que pour les composantes normales, mais il se résout de la même 
façon. [1 s’agit de trouver les valeurs p; et q; pour lesquelles la forme bilinéaire 


F (p, 4) = S;jpiqj (21.19) 
atteint l'extrémum et qui remplissent les conditions subsidiaires 
p(p) = pipi; —1—=0, (gg) = gai — 1—= 0, 
Ÿ (P, g) = pig = 0. (21.20) 
Composons la fonction 


D(P, 9) =F(p, hp) MPa), , (21.21) 


où À’, À” et u sont des facteurs idéterminés de Lagrange et, ensuite, à partir des 
équations 


——=0, ———0 21.22 
2pi ( ) 


et (21.20) dégageons les vecteurs p et qg qui nous intéressent, ainsi que les va- 
leurs des facteurs de Lagrange. Les équations (21.22), compte tenu de la symé- 
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trie du tenseur S, donnent 


Sig — dpi — nu = 0, 


de (21.23) 
SijP3 — Kg — Wpi = 0. 
Sous forme vectorielle ces six équations se réduisent à deux: 
S-q — \'p —ug = 0, 
(21.24) 


S-p — }"q — up = 0. 
TÉ multipliant scalairement la première d’entre elles par g et la seconde par p, 
il vient 

h = g-S-q = p-S-p; (21-25) 
et, inversement, en multipliant scalairement la première équation (21.24) par p 
et la seconde par gq, on obtient 

À = à" = p.S:q; (21.26) 

notons cette grandeur tout simplement 4. Ceci étant, additionnons ensemble et 
soustray'ons l'une de l’autre les équations vectorielles (21.24) ; pour ne manipuler 


qu'avec des vecteurs unitaires, divisons encore la somme et la différence par J/2. 
Finalement on aboutit aux équations vectorielles 


montrant que (q + p)/y 2 et (q — p)/ y’2sont des vecteurs propres du tenseur 
S, et u + À et u — À des valeurs propres appropriées. 
Soient, par exemple, 


IEP un, IP ue, 
V2 V2 
alors pu += S),  — À = S(:). Da là on tire 
ad) +ut(s) __u(t)—u(®) 
q— Æ 9 P—= V2? 9 


À = S(1) —S(2) . SD +S() . 
Hp 0? DE QE 


u 


en permutant les rôles des vecteurs ut) et u@), on obtient 


_ Sa —S() 
À — nn à 
Apparemment, le maximum de la fonction F (p, q) = p:S-q = S;jpiq; est 
égal à la demi-différence des valeurs propres maximale et minimale du ten- 
seur S, tandis que le minimum l’est à la même demi-différence affectée du 
sine opposé. Les directions p et g suivant lesquelles la fonction F atteint les 
valeurs extrémales sont des bissectrices des angles formés par les vecteurs pro- 
pres correspondant aux valeurs propres maximale et minimale. 


11—01180 
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$ 22. Symétrie externe et représentation 
des vecteurs et des tenseurs symétriques 
de second ordre 


Si avec un changement de repères toutes les composantes du tenseur 
demeurent inchangées, on dit alors que ce tenseur est invariant 
par rapport à cette transformation. L'ensemble des transformations 
orthogonales par rapport auxquelles un tenseur est invariant forme 
le groupe de sa symétrie externe. Etudions la symétrie externe des 
vecteurs et des tenseurs symétriques de second ordre (Shubnikov, 
1949). 

La représentation du vecteur par une flèche suggère que son 
groupe de symétrie est le groupe limite de Curie om dont l’axe de 
symétrie coincide avec la direction du vecteur. Pour le démontrer, 
choisissons l’ancien repère de façon que l’axe X, soit dirigé suivant 
le vecteur concerné vw. Cela signifie que v, — v, — 0, v, = v ou 
Ur —= Vô,,. Donc les composantes du veceur tv dans tout nouveau 
repère valent v;: = c;:4v. Pour que dans le nouveau repère on ait 
également l'égalité v;: = vô;.4, il faut que c;., — 6,4. On montre 
sans peine que toutes les matrices orthogonales remplissant cette 
condition peuvent être représentées sous l’une des deux formes: 


cosp sinœ 0 — cos 2 —sin 2 0 
< 27: 
— sin cos 01. || —sin2p  cos2y 0||, r : (22.1) 
0 O0 1 0 ON LL 


Le tableau 17.1 montre que ce sont les matrices du groupe om, et 
l'axe œ coïncide avec À, c’est-à-dire avec le vecteur ©. 

Dans l'étude de la symétrie du tenseur de second ordre il faut 
distinguer trois cas, conformément au nombre de valeurs propres en 
coïncidence dans le tenseur concerné. Si les trois valeurs propres du 
tenseur coïncident entre elles. c’est-à-dire si S = SI, il est alors 
invariant par rapport à toutes transformations orthogonales. Son 
groupe de symétrie est oooom et on l'appelle tenseur isotrope ou 


sphérique. 
Avec la coïncidence de deux valeurs propres du tenseur S = 
= S'[+(S, — S,)kk (l'explication de ces notations est donnée 


au $ 18, p. 145). Choisissons l’ancien repère de manière que l’axe 
X, coïncide avec la direction k. Le premier terme de la somme étant 
notoirement invariant par rapport à toutes transformations ortho- 
gonales, l’étude se portera seulement sur le second terme. Dans 
l'ancien repère la seule composante différente de zéro l'est SF — 
— S, — S,. Donc, dans tout nouveau repère ses composantes seront 
égales à Si; = cr ac;rS7. Pour que dans le nouveau repère les 
composantes soient les mêmes que dans l’ancien, il faut que c;3 = 
— +6, Toutes les matrices orthogonales satisfaisant à cette 
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condition peuvent être représentées si Cij:3 — Ô;:4 dans l'une des 


formes de (22.1), et si c;:3 = —Ô6;:3 dans l’une des formes 
eo — sinœp 0 ER sin 2 0 0Lv< 2x, 
sing —cos 0. |sin2# —cos21 0|. o< 22,2) 
0 0 1 0 o 1| "SY<r 


Les matrices des quatres espèces mentionnées (22.1), (22.2), comme 
on le voit sur le tableau 17.14, constituent dans leur ensemble le 
groupe oo /mm. L'axe œ de ce groupe est dirigé suivant le vecteur 
propre k. Les tenseurs de cette symétrie sont dits transversalement iso- 
iropes. 

Quand les trois valeurs propres du tenseur sont distinctes. choisis- 
sons en guise d’ancien repère son propre système de coordonnées. 
Seules trois composantes y sont différentes de zéro: S,, = S,,, 
Sos = Sa et S3s = Sy. Il est évident que dans le nouveau repère 
toutes les composantes du tenseur demeurent invariantes au cas où 
la matrice de transformation orthogonale est de la forme 


+ Î (0 0 
Cirx = O0 HI 0 ||. 22.3) 
0 0 +1, 


Cette exigence est remplie par huit matrices du groupe mmm. Les 
axes 2 de ce groupe sont dirigés suivant le vecteur propre du tenseur 
S. 

La symétrie externe des tenseurs et des vecteurs se manifeste de 
façon explicite dans leur representation graphique. Pour représenter 
les tenseurs symétriques de second ordre on recourt à des surfaces ca- 
ractéristiques et des surfaces continues fermées appelées indicatri- 
ces. L'indicatrice du tenseur S est décrite par l'équation 


r (n) = n°S.n = Sipninss (22.4) 


qui signifie que de l'origine des coordonnées dans chaque direction 
n sont portés des tronçons numériquement égaux à la composante 
normale du tenseur S dans la direction concernée ; les extrémités de 
tous ces tronçons engendrent cette indicatrice. Comme les six compo- 
santes normales convenablement choisies du tenseur symétrique de 
second ordre déterminent complètement ce dernier, à plus forte rai- 
son on est en mesure de rétablir d'après une indicatrice ce tenseur 
en entier. 

En attachant les composantes du vecteur unitaire #7 aux coordon- 
nées sphériques (fig. 22.1) 


n, = Sin Ÿ cosy, rm = sin Üsinp, n3 —= cos Ÿ, (22.5) 
11" 
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on obtient l'équation de l’indicatrice en ces coordonnées. Elle ac- 
quiert la forme la plus simple si les vecteurs unité, à partir desquels 
sont relevés les angles Ô et qç. sont identifiés aux vecteurs propres du 
tenseur. Si toutes les valeurs propres du tenseur sont distinctes, 
alors 


r = (S4, cos q + Ses, sin* q) sin*Ù + Sescos* 0. (22.6) 
Si deux de ses valeurs propres coïncident, alors 
r=S, +(S, — S,)cos* Ÿ; . (22.7) 


l'indépendance de r de l’angle ç montre que c’est une surface de ré- 
volution dont l’axe coïncide avec le vecteur propre. Enfin, pour le 
tenseur S = SI l’indicatrice est une 
sphère, c’est-à-dire r = S. 

Si toutes les valeurs propres du ten- 
seur S sont positives, la distance r sépa- 
rant tout point de l’indicatrice de l'ori- 
gine des coordonnées est également posi- 
tive. Mais si parmi les valeurs propres 
on rencontre des négatives, alors dans 
certaines directions r sera également né- 
gatif. Vu que la distance entre deux 
points est un nombre non négatif, alors, 
en restant dans le cadre de la géométrie 
Fig. 22.1. Relation entre Ordinaire, il s'avère impossible de cons- 
les coordonnées sphériques truire la surface correspondante. Dans 
(r. Ÿ. q) et cartésiennes ce cas A. Shubnikov a proposé de cons- 

(ris Ze, ra). truire les parties de l'indicatrice corres- 

pondant à des valeurs négatives de r de 

manière identique à celles des valeurs positives et de les colorer en 
noir pour les différencier des parties blanches de la surface. 

On a représenté sur la figure 22.2 différents types d'indicatrices. 
La symétrie de ces surfaces n'est fonction que du nombre de valeurs 
propres distinctes possédé par le tenseur, mais elle est indépendante 
du signe des valeurs propres ou du fait lesquelles de ces valeurs sont 
en plus grand nombre. La figure montre que pour trois valeurs pro- 
pres distinctes la symétrie de l’indicatrice est mmm ; les axes binai- 
res coincident avec les vecteurs propres du tenseur. Si le tenseur a 
deux valeurs propres identiques, la symétrie de l’indicatrice est 
oo /mm ; l’axe d'ordre infini coïncide avec le vecteur propre, le mi- 
roir qui lui est perpendiculaire, avec le plan des vecteurs propres. 
Enfin, si le tenseur n’a qu'une seule valeur propre, la symétrie de 
d'indicatrice est oo/oom. 

L'indicatrice peut également être construite pour un vecteur. 
La composante normale du vecteur v dans la direction du vecteur 
unitaire # est tout’ naturellement le nombre v-n. Quant à l’indica- 
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trice du vecteur v, elle est caractérisée par l'équation 
r (n) = on = Lin. (22.8) 


Avec un choix arbitraire d’axes à partir desquels on relève les angles 
Ü et q cette équation acquiert une forme assez compliquée 


= (1, cos @ + v, sin ) sin + v, cos Ÿ, 


mais si l’on identifie la direction positive de l’axe X, à partir du- 
quel est lu l’angle 8 avec le vecteur c. alors (22.8) prend la forme 


r = L Cos Ÿ. (22.9) 


Le fait qu’elle ne comprend pas l'angle @ montre que c’est l'équa- 
tion d’une surface de révolution. Cette surface est constituée par deux 


Fig. 22.2. Indicatrices des tenseurs symétriques de second ordre S. Tenseurs de 
symétrie mmm: a) Si Sy > Sa > S> 0, b) Si Su) > S(a3> 0 > Sy. 
Tenseurs de symétrie oo/mm : c) si S,>S,>0, d\siS, >0>S,;e) tenseur 


de symétrie oo/oo m pour S > 0. Les axes de coordonnées sont dirigés suivant 
les vecteurs propres. 


sphères en contact, la blanche et la noire (fig. 22.3); leur diamètre 
vaut v. Le groupe de symétrie de cette figure oo m, comme il se doit, 
coïncide avec le groupe de symétrie externe du vecteur. 

Pour la représentation d’un tenseur symétrique de second ordre 
S on se sert également d'une surface caractéristique. C'est une surface 
de second degré dont l'équation est: 


rS-r = 1  Siriz; = 1. (22.10) 

Dans le repère construit sur les axes principaux du tenseur elle 
devient 

Sri +4 Sets + Sents = 1 (22.11) 


et, suivant le signe affectant les valeurs propres, elle décrit un ellip- 
soide (+++), un hyperboloïde à une nappe (+—+—), un hyperbo- 
loïde à deux nappes (+———) ou un ellipsoide imaginaire (———). 
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En posant pour le vecteur-lieu r que r = rp, où r est sa longueur et 
p le vecteur unitaire, on tire des équations (22.10) 


| 1 
_ Vp-S-p VS in PiPk ° 


De cette façon, la surface caractéristique se dispose dans les cônes 
renfermant les parties blanches de l'indicatrice, le vecteur-lieu de 
la surface caractéristique étant inversement proportionnel à la raci- 
ne Carrée du vecteur-lieu de l’indicatrice de direction identique. 

Autrement dit, la distance de tout point de la surface caractéris- 
tique de son centre est inverse de la racine carrée de la composante 
normale dans la direction de ce point. Cette 
déduction, comme d'ailleurs la formule (22.12) 
elle-même, n'a de signification que si toutes 
les valeurs propres du tenseur sont positives. 
Pratiquement, les surfaces caractéristiques 
sont habituellement utilisées pour la repré- 
sentation des tenseurs dont toutes les valeurs 
propres sont positives. Leur application est 
particulièrement fréquente en optique cristal- 
line : indicatrice optique, elliposoïde de Fres- 
nel (voir $K 35, 36). Parmi les sections cen- 
trales possibles d'un ellipsoïde, autrement dit 
parmi les sections de l'ellipsoïde par un plan 
passant par son centre, un role particulier est 
Fig. 22.3. Indicatricé attribué aux sections circulaires (sections cen- 
PRE île la trales dont la forme est un cercle). Les orien- 
surface est œm. le tations perpendiculaires aux sections circulai- 
groupe d'antisymétrie res des surfaces caractéristiques sont denom- 

(voir $ GS) œ.m'm.  mées en optique cristalline axes optiques. Il 

va de soi que pour la sphère toute section 
centrale est circulaire et tout diamètre est un axe optique. Pour 
un ellipsoiïde de révolution, la section circulaire est obtenue par le 
plan des vecteurs propres et l’axe optique est un axe de symétrie 
d'ordre infini. Aussi appelle-t-on un tenseur symétrique de second 
ordre à deux valeurs propres coïncidentes non seulement transversa- 
lement isotrope mais également à axe unique. 

Un ellipsoïde de forme générale possède deux sections circulaires 
et, partant, deux axes optiques. Aussi un tenseur symétrique de se- 
cond ordre à trois valeurs propres différentes est-il parfois appele 
biaxial. 

Chaque tenseur symétrique de second ordre possède des plans iso- 
tropes ; les sections centrales de la surface caractéristique et de l'indi- 
catrice du tenseur par ces plans sont des cercles. Appelons les norma- 
les à ces plans isotropes ares d’isotropie. Pour un tenseur isotrope 
toute section centrale est évidemment un plan isotropique et toute 


r 
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direction un axe d'isotropie. Pour un tenseur transversal isotropique 
le plan isotropique est le plan des vecteurs propres. Comme le ten- 
seur transversal isotropique ne possède qu'un axe d'isotropie, on 
l'appelle également uniarial (F. Fédorov, 1958, 1965). 

Un tenseur muni de trois valeurs propres distinctes possède deux 
axes d'isotropie ; cela résulte de l'existence dans une surface de se- 
cond ordre Senr? — Sen 25 + Sem = 1. où Sin = Sen = Sim 
de deux sections circulaires. Aussi ces tenseurs sont- ils appelés 
biariaux. En effet, à tout couple de vecteurs unitaires c” et c” on 
peut associer les tenseurs 


S=al+b(c'e" + cc’), S;; = aô;; — b (cic; — cici). (22.13) 


Si l’on pose que c’ et c” sont des vecteurs unitaires des axes optiques, 
l'écriture (22.13) peut être appelée représentation optique du tenseur. 
Toutes les composantes normales du tenseur S dans les directions per- 
pendiculaires à l’un des vecteurs ec” et c” sont égales entre elles : aus- 
si bien pour #:c° — 0 que pour n#-c” = ÜÙ 


n-S-n = an-l:n — b(n-c'e'-n + n:c'c'-n) = 


Par suite, les plans perpendiculaires aux vecteurs c” et c” sont iso- 
tropiques, tandis que les vecteurs c” et c” sont dirigés suivant les 
axes d’isotropie. On vérifie sans peine que les vecteurs propres (non 


normés!}) et les valeurs propres associées du tenseur S sont respecti- 
vement égaux à 


ut c—c, Suy=ca—b(l—c-c): 


LÀ 


uD=c te, Sy -a+b(l+c-c). 


Ainsi, le vecteur propre correspondant en grandeur à une valeur pro- 
pre moyenne est perpendiculaire au plan d'axes d’isotropie (c’est-à- 
dire est dirigé suivant l'intersection des plans isotropiques); les 
deux autres vecteurs propres sont dirigés suivant les bissectrices des 
angles formés par les axes d'isotropie. Les vecteurs unitaires d'axes 
d' isotropie peuvent être exprimés en fonction de vecteurs propres 
unitaires u‘ et de valeurs propres S41, << Si)  Sç3 du tenseur S: 


c’ — k,u (1) + k,ut3), c” = — k, ut) + kqu 5), 
€ LE. 99 
Je — S(8) — (9) = V T St — St (22.15) 
‘ St — St” (3) — Sp ° 


Les axes d’isotropie des surfaces caractéristiques utilisées en op- 
tique cristalline (de l’indicatrice optique et de l'ellipsoïde de Fres- 
nel) sont dénommés ares optiques de premier et de second espèces ou 
binormales et biradiales (voir $$ 35, 36). En général, la représentation 


des tenseurs sous forme (22.13) est essentiellement le fait de l'optique 
cristalline (F. Fédorov, 1958). 
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$ 23. Vecteurs axiaux 


A côté des vecteurs décrivant le déplacement, la vitesse, l'accé- 
lération, la force et, de plein droit, représentés par une flèche. on se 
sert en physique de vecteurs d’une espèce tout à fait différente qui 
décrivent la rotation, la vitesse angulaire, l'accélération angulaire, 
le moment d’une force, l'intensité et l'induction d'un champ magné- 
tique. Ils caractérisent une rotation autour d'un axe et il est tout 
naturel de les représenter par un segment de droite parallèle à l'axe 
avec indication du sens de rotation autour de l'axe (fig. 23.1). La 

longueur du segment doit être proportion- 
nelle à celle du vecteur. Ces vecteurs sont 
appelés ariaux. Quant aux vecteurs ordi- 
naires, pour les distinguer des vecteurs 
axiaux, ils sont quelquefois appelés po- 
laires. 

Les vecteurs axiaux diffèrent des vec- 
teurs polaires par le groupe de symétrie. 
a) b) Le groupe de symétrie du vecteur axial est 
co/m. À la différence du groupe de symétrie 
Fig. 23.1. Vecteurs po- du vecteur polaire om, il possède un centre 
aire (a) et axial (b). de symétrie: un vecteur axial est invariant 
par rapport à l’inversion (de même que par 

rapport à un miroir qui lui est perpendiculaire). 

Deux vecteurs axiaux qui se coupent forment entre eux deux an- 
gles supplémentaires. Si l’on fait subir à l'un des vecteurs une rota- 
tion jusqu'à la coïncidence avec l’autre, alors dans la rotation d'un 
de ces angles les sens de contournement des vecteurs coïincideront, 
tandis que dans la rotation de l’autre angle ces sens s’avéreront oppo- 
sés. C’est le premier de ces angles qu'on considérera comme l'angle 
entre les vecteurs axiaux (fig. 23.2). 

Etudions l'algèbre des vecteurs axiaux. Après multiplication du 
vecteur axial par un nombre positif À sa longueur croit de À fois, 
mais si À est négatif, le sens de contournement s'inverse. 


La somme de deux vecteurs axiaux a et b se détermine de la mé- 
me manière que celle de deux vecteurs polaires. On peut recourir ici 
à deux règles équivalentes : règle du parallélogramme ou règle du trian- 


gle. Suivant la première, on construit sur les vecteurs a et b un 
parallélogramme; le vecteur c = a + b coïncide avec la diagonale 
qui partage l’angle entre les vecteurs a et b, le sens de contournement 
étant choisi de manière que dans la rotation du vecteur c à l’intérieur 


de l'angle formé par les vecteurs a et b jusqu à la coïncidence de c 
avec l’un de ces vecteurs les sens de contournement soient identiques 
(fig. 23.3). 
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Avec la règle du triangle, la somme de deux vecteurs axiaux 


a et b s'obtient en mettant bout à bout les vecteurs de manière que 
le sens de contournement le long de la ligne brisée obtenue ne varie 


A 


Fig. 23.2. Angles entre des vecteurs axiaux. 


pas. En joignant les extrémités libres des tronçons et en y fixant un 


sens de contournement opposé, on obtient le vecteur c = a + b. 
Comme dans le cas d’addition de ve:teurs polaires, cette règle se gé- 
néralise sans peine à la règle du contour polygonal permettant d’addi- 
tionner en même temps plusieurs vecteurs (fig. 23.4). 


Fig. 23.3. Addition des vecteurs axiaux; règle du parallélogramme. 


Le produit scalaire de deux vecteurs axiaux est égal au produit 
des longueurs des vecteurs par le cosinus de l’angle qu'ils forment : 


a-b = ab cos y. La définition de la multiplication scalaire permet 
d'introduire une base orthonormée € €, e; composée de vecteurs 
axiaux (e,-e, = Ô;j). 

Tout vecteur axial a peut être décompose suivant cette base: 


a = üje,, (23.1) 
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avec 


© © 
. 


On comprend aisément que si  _ a + b, alors c = a, L b, et 
que a-b = abi. 

La loi de transformation des coefficients de développement a, 
est identique à celle de transformation des composantes du vecteur 


b (gd 
Os b 
di 
c-a-b 
q 


€ eo 9 9 o 
f-ab-cdre 


à 


d'ig. 23.4. Addition des vecteurs nu: règle du triangle (du contour polygo- 
nal). 


polaire: si 


Cie. (23.3) 
alors 
dues. (23.4) 


Les éléments de la matrice l cr x || sont les cosinus des angles entre 
les vecteurs de base axiaux e; ex. Comme la base axiale est invarian- 


te par rapport à l'inversion, la matrice || Ci [| coïncide toujours 
avec la matrice de la rotation propre correspondante, la base subis- 


sant une rotation directe À (k, ç) d'angle @ autour du vecteur unitai- 
re Æ ou une rotation inverse TR (k, æ). Aussi pour toutes transfor- 


mations orthogonales det || Ci’ x I = 1. 
[l est vrai qu'on peut imaginer des transformations de la base 


vectorielle axiale auxquelles sont associées des matrices || és [| 
au déterminant — 1. C'est, par exemple, la transformation de la con- 
{figuration a en la configuration b de la figure 23.5 ; elle est décrite 


par la matrice c;., — — Ô;:,. Mais ces transformations ne sont pas 
orthogonales et seront étudiées au $ 71. Quant au groupe des transfor- 
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mations orthogonales, on peut y distinguer deux classes de bases vec- 
torielles axiales. Deux bases appartenant à la même classe se super- 
posent l’une à l’autre au moyen de deux transformations orthogona- 


les : R (&. œç) et ZR (k. q) auxquelles est associée une même matrice 
Il Csx [| au déterminant + 4. Quant aux bases appartenant à des 


€; 
Fed DD re 
ê 7 V4 NN 
Ci / \ 
,” En / \ 
“ dé N 6 \ ° 
’ \ ! © èe 
/ © \ © €19 2 
6 Gé à) 520 
e à) i \ ; 
Z » LA 1 \ / 
\ / 
\ pa La 
Lo ë 
a) 


Fig. 23.5. Transformation de la base vectorielle axiale au déterminant — 1 
(projection stéréographique). La base b ne peut être obtenue de la base a par aucu- 
ne transformation orthogonalc. 


classes différentes, elles ne peuvent se superposer l'une à l’autre par 
aucune transformation orthogonale, leurs vecteurs unité forment 


entre eux des angles tels que det [[c;:4 || = — 1 *). 

Dans la plupart des problèmes physiques les vecteurs axiaux in- 
terviennent avec les vecteurs polaires, et il est souhaitable de les at- 
tacher à une même base. A cette fin seule convient la base polaire, 
car elle se modifie sensiblement avec toute transformation orthogona- 
le, à la différence de la base axiale qui demeure invariante par rap- 
port à l'inversion. 

Soit une base vectorielle polaire orthonormée €ir rs Es. Construi- 


sons sur cette dernière une base axiale en ee, e; de manière que 


e, coïncide avec e,, e, avec e,, e, avec es, les sens de contournement 
autour des bases axiales étant définis suivant la numération des vec- 


eo 
teurs polaires: le sens de contournement autour de e, est choisi de 
l'extrémité du vecteur e., vers l'extrémité du vecteur e;, le sens de 


contournement autour de e, de l'extrémité de e, vers l'extrémité de 


*) Si l'on s'adresse non seulement à des transformations orthogonales mais 
à toutes les transformations linéaires homogènes, alors dans ce cas aussi les 
bases vectorielles axiales (qui ne seront plus orthonormées) se divisent en deux 
classes, et aucune transformation linéaire homogène ne permet de faire coïn- 
cider deux bases appartenant à deux classes différentes. 
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e,, autour de e, de l'extrémité de e, vers l'extrémité de e, (fig. 23.6). 
Cette définition des sens de contournement est invariante: elle se 
conserve pour toutes transformations orthogonales ; pour le vérifier, 
il suffit de faire subir à la figure obtenue une inversion (fig. 23.6). 


Fig. 23.6. Détermination des sens de contournement des vecteurs de base (a) 
et leur conservation dans l’inversion (b). 


Notons que dans cette définition le sens de contournement autour du 


vecteur e, est lié non pas à la direction du vecteur e, mais à celles 
des vecteurs e, et e:. 


La connexion du sens de contournement autour du vecteur €; 

avec la direction e, est au contraire variable pour les rotations in- 

verses. C'est justement le vec- 

— — —{) — teur polaire qui, concurrem- 

ment au vecteur axial mis en 

\ coïncidence avec lui, constitue 

on NUUd nnnni une hélice à droite ou une 

hélice à gauche (fig. 23.7). 

a) b) Avec cette définition du sens 

de rotation suivant la numé- 

Fig. 23.7. Coïncidence des vecteurs po- ration des vecteurs de base 

laire et axial: à hélices de pas à droite polaires il est garanti que les 

(a) et de pas à gauche (b). deux autres couples de vec- 

teurs de base forment une 

hélice de mème sens. Il est ainsi possible d'adopter une même 

appellation pour la base. Au cours des rotations directes, le sens des 

hélices demeure tel qu'il est, tandis que dans des rotations inverses 

il est inversé. En conséquence, l'appellation de la base se modifie 
également. 
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D'autre part, le triplet de vecteurs de base polaire peut égale- 
ment être droit et gauche (il est à droite si l’on peut faire coïncider 
le vecteur e, avec le pouce, e, avec l'index. e, avec le majeur de la 
main droite). Dans des rotations directes le triplet droit demeure 
droit et le triplet gauche gauche, tandis que dans des rotations inver- 
ses le triplet droit se transforme en triplet gauche et le triplet gauche 
en triplet droit. 

Quand le sens de contournement autour des vecteurs axiaux est 
défini suivant la numération des vecteurs polaires mis en coïncidence 
avec eux, les deux bases s'avèrent accordées : l'appellation des hé- 
lices formées par les couples des vecteurs en coïncidence est indenti- 
que à celle du triplet de vecteurs polaires; si, par exemple, e,, e., 
e, constituent le triplet à droite, les hélices formées par les vecteurs 


e, et e:, e. et e., e, et e, sont également des hélices à droite. L'ac- 
cord des bases polaire et axiale est invariant par rapport à toutes 
transformations orthogonales. 

Ainsi, à une base polaire donnée correspond une et une seule base 
axiale, la relation qui les lie étant respectée par toutes transforma- 
tions orthogonales ; par contre, à toute base axiale il correspond deux 
bases polaires. Cela permet d’attacher à une base polaire non seule- 
ment les composantes des vecteurs polaires mais également des vec- 
teurs axiaux. Quand on opère sur une base polaire une transformation 


orthogonale e;. = c;: k Eh la base axiale qui lui est liée se transforme 
suivant Ja loi 2. = Ci: Lêk: avec C4 k = Ci, pour des rotations direc- 
tes et ci = — C;, pour des rotalions inverses. Avec la notation 


A = det || c;2 || cela s'écrit sous la forme 
e 
Cirn = AC. (23.5) 


Les coefficients a; de la décomposition 


(3 


a = a;€; (23.6) 
du vecteur axial a suivant la base polaire sont, par définition, égaux 


Qe 
aux coefficients a; de sa décomposition suivant la base axiale at- 
tachée à la base polaire concernée ; on peut les appeler tout simple- 


ment composantes du vecteur axial a. La loi de leur transformation 
se dégage de la confrontation des formules (23.4) et (23.5): 


—= ACirRün. (23.7) 


: s'ensuit de la formule (23.6) que les composantes du vecteur 
axia 


=4&.e, (23.8) 


sont des produits scalaires du vecteur axial par les vecteurs polaires. 
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Dans le cas général le produit scalaire du vecteur axial a — ühek 
par le polaire p = pie, vaut 
a-p = (ase;)-(pre:) = apr. (23.9) 


La loi de sa transformation dérive des lois de transformation des 
composantes des vecteurs axial (23.7) et polaire (18.1) : 


airpi = ACiapcinpr = Aôuaz pi = AGP (23.10) 


(on a utilisé ici la formule (17.4)). De cette façon, ce produitscalaire 
est invariant par rapport aux rotations directes du repère et est mul- 


Fig. 23.8. Détermination de l'angle entre les vecteurs polaires et axiaux: a) 
angle entre les vecteurs polaire et axial dans un repère à droite, b) angle entre 
les mêmes vecteurs dans un repère à gauche. 


tiplié par — { au cas de rotations inverses. Ces grandeurs sont dites 
pseudo-scalaires ; la loi de leur transformation a pour expression 


d' = Ay, (23.11) 


où # est la composante du pseudo-scalaire dans l’ancien repère, 1° 
dans le nouveau repère. A le déterminant de la matrice de la trans- 
formation orthogonale permettant de passer de l’ancien repère au 
nouveau. 

En guise d'exemple de pseudo-scalaires on peut citer la grandeur 
de la rotation spécifique du plan de polarisation des substances iso- 
tropes ou optiquement isotropes engendrant des rotations du plan de 
polarisation (solution aqueuse du sucre, cristaux cubiques de NaCIO, 
et de NaBrO;, etc.). Cette grandeur est positive si le sens de rotation 
du plan de polarisation est caractérisé par une hélice de sens oppose 
à celui du repère, et négative dans le cas contraire (voir $ 81). Etant 
donné que dans une rotation inverse du repère le sens de l’hélice va- 
rie, les grandeurs de rotation spécifique dans le nouveau repère et 
dans l’ancien seront affectées de signes opposés. Habituellement on 
définit la rotation spécifique par rapport à un système de coordonnées 
à droite. 
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Le produit scalaire d'un vecteur axial par un vecteur polaire 
peut être défini rien que géométriquement (fig. 23.8) : il est égal au 
produit de longueurs des vecteurs par le cosinus de l'angle que ces 
derniers forment, l’angle choisi étant celui des supplémentaires qui, 
lors de la rotation d'un des vecteurs de cet angle l’amenant sur l’au- 
tre, engendre une hélice de même nom que la base (ou le système de 
coordonnées construit sur cette dernière). Ainsi, le produit scalaire 


Fig. 23.9. Produits vectoriels : a) de deux vecteurs polaires, b) de deux vecteurs 
axiaux, c) d’un vecteur axial et d’un vecteur polaire. 


des vecteurs polaire et axial n’acquiert de sens que si le repère est 
bien déterminé, c’est-à-dire si l’on a précisé que c’est un repère à droi- 
te ou à gauche. 

Passons à l’étude des produits vectoriels. Le produit vectoriel de 
deux vecteurs polaires p X q est, par définition, un vecteur axial de 
longueur pg sin &, perpendiculaire aux deux cofacteurs, dont le sens 
de rotation coïncide avec celui qui amène le premier cofacteur sur 
le second (fig. 23.9, a). 

Le produit vectoriel de deux vecteurs axiaux se définit de la mé- 
me façon (fig. 23.9, b). 


Le produit vectoriel d'un vecteur axial par le polaire «a * P 
est un vecteur polaire q de longueur ap sin &, perpendiculaire aux 
deux cofacteurs et dirigé de façon identique à la composante p, 


du vecteur p normale à a après rotation de x1/2 autour du vecteur & 
dans le sens de sa rotation (fig. 23.9, c). Dans ce cas l’indétermination 
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sur l'angle entre les vecteurs polaire et axial peut être négligée, car 
sin (x — &) — sin à. Avec la permutation des cofacteurs la direction 
de ce produit vectoriel, comme d’ailleurs de ceux examinés précé- 
demment, est inversée. 

L'écriture des composantes de tous ces produits vectoriels peut 
acquérir une forme unique: soit c = b X d, où chacun des vecteurs 
b et d peut être considéré comme polaire ou axial ; quant au type du 
vecteur c, il est fonction des types des vecteurs cofacteurs. Dans ce 
cas 


Cy —= Ô;x0 dr. (23.12) 


Cette forme s'applique de même pour la notation de l'opération 
différentielle rot. On sait que la fonction vectorielle des coordonnées 
u = rot v peut se représenter sous forme de u = V X vo, où le vec- 


ÿ) 
teur symbolique V — A Err Donc -les composantes du vecteur 
u = rot © sont 


dt ; 

Ui — Gin - (23.13) 

Les éléments du calcul tensoriel sont exposés dans nombre de cours, par 

exemple, Akivis et Goldberg (1969); Borissenko et Tarapov (1966) ; Vakoulenko 

(1972); Rachevski (1964); Shouten (1951). En outre, certaines monographies 

et manuels de mécanique des milieux continus et de physique des cristaux com- 

portent des sections traitant du calcul tensoriel : Wooster (1973) ; Lourier (1970) ; 

Ney (1957) ; Sédov (1962, 1970); F. Fédorov (1965; 1975); Wooster (1938). Voir 
de même: Sirotine (1960, 1960a. 1961, 1964). 


CHAPITRE III 


INTRODUCTION À LA PHYSIQUE DES CRISTAUX. 


PROPRIÉTÉS ÉLECTRIQUES ET THERMIQUES 
DES CRISTAUX 


$ 24. Milieux continus anisotropes 


La notion de départ essentielle en toute théorie du milieu conti- 
nu est celle de volume élémentaire. c'est-à-dire de la partie dégagée 
en pensée du matériau étudié dont les dimensions remplissent deux 
conditions : 1) cette partie doit comporter une quantité suffisante 
d'unités structurales (pour les cristaux, de mailles élémentaires; 
pour le verre-résine, de fils de verre isolés, etc.) pour qu'on puisse 
la considérer homogène avec une précision suffisante ; 2) elle doit 
être suffisamment petite pour pouvoir négliger les variations de 
champs physiques sur toute son extension : au sein d’un volume élé- 
mentaire les champs physiques (électrique, magnétique, le champ des 
contraintes mécaniques, etc.) sont considérés comme homogènes. En 
notant la constante du réseau a, la dimension caractéristique du vo- 
lume élémentaire ÿ vet le gradient du champ 9E/6x (pour explici- 


ter, on considère le champ électrique), ces deux conditions peuvent 
être exprimées sous forme d'inégalites 


a & ve. (24.1) 


Si le champ est périodique dans l'espace et se caractérise par une lon- 
gueur d'onde À, alors (24.1) prend la forme 


ay TEA. (24.2) 


Du fait que le milieu continu est homogène au sein d'un volume 
élémentaire il nes’ensuit nullement qu'il est homogène en bloc, c'est-à- 
dire que les propriétés de tous les volumes élémentaires sont iden- 
tiques. Il ne s'ensuit que les propriétés des volumes élémentaires voi- 
sins sont proches. En prenant en guise d'exemple la constante diélec- 
trique x, on peut écrire pour tout milieu continu l'inégalité 


3 /— K 
AKVUK ——— 


0x/0zx? 


12—01180 


178 INTRODUCTION À LA PHYSIQUE DES CRISTAUX ICH. IIT 


ou Le+, tandis que pour un milieu homogène 


ôx 
= 0. 

En étudiant 1’action sur le cristal des champs physiques dont la 
longueur d'onde dépasse sensiblement les dimensions de la maille 
élémentaire, on peut négliger la structure microscopique du cristal 
et l’assimiler à un certain milieu continu. Par contre, dans les effets 
d'interaction de la matière cristalline avec des champs dont la lon- 
gueur d'onde est comparable à la dimension de la maille élémentaire 
on voit se manifester la structure discrète du cristal, phénomène 
qui permet d'utiliser ces effets à l'étude de sa structure. 

Dans ce livre les cristaux sont assimilés à des milieux continus 
anisotropes homogènes *). On appelle milieu continu anisotrope 
un milieu dont les propriétés ne dépendent pas des coordonnées carté- 
siennes, tout en dépendant de la direction. Les directions identiques 
sont des directions parallèles, il en est de mème pour les plans. 


Quelquefois ces milieux sont dénommés milieux à anisotropie rectilinéaire 
pour les différencier des milieux à anisutropie curvilinéaire, par eXemple des 
milieux à anisotropie cylindrique ou sphérique. Cependant, on ne considérera 
comme anisotrope que les milieux à anisotropie rectilinéaire. 11 est souhaitable 
que la définition de l'anisotropie soit invariante. c'est-à-dire que le matériau 
soit considéré comme homogène ou hétérogène indépendamment du repère par 
rapport auquel il est décrit. Or, il faut pour cela exiger l'égalité à zéro non 
pas des dérivées partielles mais des dérivées covariantes par rapport aux coordon- 
nées des tenseurs qui caractérisent les propriétés du matériau. Mais pour que 
les dérivées covariantes par rapport aux coordonnées curvilignes quelconques 
soient nulles il faut et il suffit que soient nulles les dérivées articles par rap- 
port aux coordonnées cartésiennes, seuls les matériaux à anisotropie rectilinéaire 
sont réellement homogènes. 


L'anisotropie des propriétés physiques des cristaux s’apprécie 
par mesuration de ces propriétés sur des échantillons cristallins diffe- 
remment orientés. C’est ainsi que l’anisotropie de la dilatation ther- 
mique des cristaux peut être décelée en mesurant les variations rela- 
tives de l'épaisseur Aa'a au cours d’échauffement des plaques cristal- 
lines différemment orientées. Le coefficient de dilatation thermique 
d'une plaque, dont l'orientation est définie par les indices de Miller 
(AR L), est : 


_ (Aaja)(hxr) 
ŒRRD = 


où © est la différence de températures avant et après le chauffage. 
De façon analogue, l'anisotropie du module d'Young s’apprécie par 
la mesure d'allongements relatifs A//I des tiges cristallines différem- 
ment orientées soumises à une contrainte de traction o: pour une 


*) L'étude des défauts de la structure cristalline et de leur répercussion 
sur les propriétés des cristaux n'entre pas dans l'objectif de ce livre. 
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tige [uvu‘] le module d'Young vaut Etu.u]= . Les proprietes 


a  _— 
(A Dear] 
élastiques des matériaux se caractérisent non seulement par le module 
d’'Young mais également par le module de torsion G. En mesurant 
les angles relatifs de torsion p/l des tiges cristallines à section circu- 
laire différemment orientées et soumises à l’action d’un moment de 
torsion X, on obtient pour une tige [uvw] le module de torsion Gtucwy= 
— Gare où J est le moment d'inertie polaire de la section transver- 
‘[uruw 
sale à la tige. On se sert souvent des grandeurs inverses: E-! et G-! 
qu’on appelle coefficient de dilatation et coefficient de torsion *). 

L'orientation des tiges et des plaques cristallines peut également 
être définie par un vecteur unitaire # dirigé le long de l’axe de la ti- 
ge ou suivant la normale à la plaque (pour la relation entre ses compo- 
santes et les indices de Miller voir $ 16). Les composantes n; du vec- 
teur z s expriment à leur tour au moyen de formules (22.5) par l'of- 
fice des coordonnées sphériques, les angles Ÿ et œ (voir également 
fig. 22.4). Finalement, le coefficient de dilatation thermique, le mo- 
dule d’Young et le module de torsion d’un cylindre s'expriment sous 
forme de fonctions d’un vecteur unitaire & (n), E (n), G (n) ou de coor- 
données sphériques & (Ÿ, æ), E (d, œ), G (Ÿ, œ). 

Si à partir d'un certain point O, origine du système de coordonnées 
sphériques, on mène divers rayons caractérisés par les angles Ü et 
œ et si l’on y porte, à une certaine échelle, les valeurs & (ÿ, 4) ou 
E (Ÿ, œ), on obtient les indicatrices du coefficient de dilatation ther- 
mique et du module d’Young; sur les figures 24.1-24.10 on a donné 
des modèles de ces surfaces pour quelques cristaux. Les modèles 
d’indicatrices, bien que très explicites, sont de construction fort 
compliquée et conviennent peu à des mesures quantitatives. Sous ce 
rapport, plus commodes sont les sections des indicatrices (voir fig. 
24.9, 24.8, b, 24.10). Toutefois, ces dernières ne permettent d’appré- 
cier la propriété rendue par le modèle que suivant certaines directions. 
Parfois l'indicatrice constitue une surface de révolution et l’on peut 
alors d'après sa section apprécier la grandeur de la propriété dans tou- 
tes les directions (voir fig. 24.3 et 24.6). Dans les autres cas il faut 
recourir aux projections stéréographiques des indicatrices (Bouta- 
baev et Sirotine, 1972, 1973 ; Sirotine et Yanoussova, 1977). Sur ces 
projections les propriétés physiques s'expriment graphiquement 
sous forme de lignes de niveau. Comme il a été mentionné au $ 2, 
à chaque orientation dans l’espace correspond en projection stéréo- 
graphique un point déterminé. A son tour, dans le cristal, à chaque 
direction correspond une certaine valeur de la propriété physique 
anisotrope. En joignant les points de la projection stéréographique 


*) Ces grandeurs sont étudiées en détail au chapitre V1: le coefficient de 
dilatation thermique aux $$ 51 et 52, le module d'Young au $ 53, le module 
de torsion du cylindre au $ 54. 


F2 
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Fig. 24.1. Modèle de la moitié supérieure (la moitié inférieure est sa réflexion 

dans le miroir) de l'indicatrice du coefficient de dilatation thermique d'un 

cristal d’aragonite de classe mmm (a) et sa projection stéréographique; en 
10-6K -1 (b) (Boutabaev et Sirotine, 1973). 
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Fig. 24.2. Modèle de la moitié supérieure (la moitié inférieure est sa réflexion 
dans le miroir) de l'indicatrice du coefficient de dilatation thermique d'un 
cristal de sel de Seignette. de classe 222 (a) et sa projection stéréographique ; 
en 10-65 K-1 (b). La différence des projections stéréographiques des figures 24.1 
et 24.2 s'explique par le fait que dans l'aragonite au centre de projection (axe 
X2) correspond la valeur extrémale de la fonction & (ÿ. œ), tandis que pour 
le ‘el de Seignette au centre de projection correspond le point col de cette fonc- 
tion (Boutabaev et Sirotine, 1973). 
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Fig. 24.3. Sections d'indicatrices du coefficient de dilatation thermique cons- 


tituant des surfaces de révolution: a) du cristal de saphir, classe 3m ; b) de la 
tourmaline, classe 3m; c) du dihydrophosphate de potassium (KDP), classe 


42m; d) du dihydrophosphate d'ammonium (ADP), classe 42m; e) du calcium, 
classe 3m (Boutabaev et Sirotine, 1972). 
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caractérisant par une même grandeur la propriété physique, on ob- 
tient la ligne de niveau de la propriété donnée, et l’ensemble de ces 
lignes constitue la projection stéréographique de l'indicatrice de la 
propriété physique concernée (voir fig. 24.1, b, 24.2,b, 24.11). 


a) 


métis | 


Fig. 24.4. Modèles d'indicatrices du module d'Young: a) du monocristal de 

l'or. classe m3m: b) de l'aluminium. classe m3m; c) du magnésium, classe 

6/mmm : d) du zinc, classe 6 mmm. La symétrie des deux premières faces est 
m3m, des autres oo.mm (Kilcber, 1977). 


Fig. 24.5. Indicatrice du coefficient de traction du cristal de baryte, classe 
mmm, et de sa section: les lettres a, b, ... Po ent la position des sections 
par rapport à la surface (Groth, 1895). 


Considérons, par exemple, la figure 24.1, b, projection stéréogra- 
phique de l’indicatrice du coefficient de dilatation thermique de 
l’aragonite, représentée sur la figure 24.1, a. On sait (voir $ 2) qu’à 
chaque direction de la demi-sphère supérieure est associé un point 
déterminé du cercle de la projection stéréographique. Les lignes sur 
la projection stéréographique de l’indicatrice réunissent les points 
correspondant aux directions suivant lesquelles le coefficient de dila- 
tation thermique de l’aragonite est le même, à savoir les directions 
pour lesquelles & (8, @) = 10,0 ; 11,5 ; 13,0 ; … ; 32,5; 34,0 ; 35,0 X 
X 10-°K -1. Bref, ce sont les lignes de niveau de la fonction & (Ÿ, œ). 

Les projections stéréographiques des indicatrices peuvent servir 
d’abaques permettant de déterminer les grandeurs caractérisant la 
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Fig. 24.6. Sections d'indicatrices des propriétés élastiques constituant des 
surfaces de révolution: a) des cristaux de zinc. classe 6,rmm ; b) du cadmium, 
classe 6/mmm ; c) du sulfure de cadmium (CdS). classe 6mm ; d) du carbure de 
silicium x, classe 6mm ; 1 — section de la surface du coefficient de dilatation, 
2 — section de la surface du coefficient de torsion (Boutabaev'et Sirotine, 


12). 


Fig. 24.7. Moitié supérieure (la moitie inférieure est sa réflexion dans le mi- 
roir) du modèle d'indicatrice du coefficient de dilatation d’un cristal de sili- 
cium, classe nm3m (Boutabaev et Smyslov, 1971). 
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propriété étudiée dans toute direction spécifiée ou de déterminer les 
directions suivant lesquelles cette grandeur possède la valeur donnée 
(en particulier, la valeur extrémale). Il faut pour cela un canevas po- 
laire de même diamètre que la projection utilisée; ce canevas peut 
tout simplement être tracé sur un papier calque. Si sur le canevas 


x 
es À b) 


a) 


Fig. 24.8. Moitié supérieure (la moitié inférieure est sa réflexion dans le mi- 

roir) du modèle d’indicatrice du coefficient de traction du saphir. classe 3» (a) 

et de la section de l'indicatrice par des plans verticaux (b): 1 — par un plan 

passant par X,. 2 — par un plan éloigné du premier de +15°., 3 — de 30°, 

4 — de —15°. 5 — de —30°, les signes des angles indiquent une rotation vers 

l'extrémité positive (-L) ou vers l'extrémité negative (—) de l'axe X, (Bouta- 
baev et Smyslov, 1971). 


sont tracés les plans et les orientations cristallographiques, il de- 
vient alors possible de déterminer les caractéristiques quantitatives 
des propriétés qui leur sont associées. par exemple. %jyrr]e Eturwl] 
OU Gjurr] (Boutabaev et Sirotine, 1975). 

Plusieurs grandeurs caractérisant les propriétés cristallines dans 
toutes les directions sont positives; c’est ainsi, par exemple, le cas 
du module d’Young et du module de torsion d'un cylindre, mais il 
existe des grandeurs qui peuvent prendre des valeurs positives et 
des valeurs négatives, par exemple, le coefficient de dilatation ther- 
mique du calcite (fig. 24.3, e). Les parties de l’indicatrice des proprié- 
tés de la substance considérée correspondant aux valeurs négatives 
des grandeurs sont colorées en noir, pour les opposer à ses parties 


1486 INTRODUCTION 4 LA PHYSIQUE DES CRISTAUX (CH. III 


blanches correspondant aux valeurs positives (comparer les indica- 
trices des vecteurs et des tenseurs de second ordre, fig. 22,3, 22.2) 
ou, tout simplement, marquées de signes « plus » et « moins ». 


Fig. 24.9. Indicatrice dufcoefficient de traction d’un cristal de quartz, classe 
32: a — sortie de l'orientation [0001], bb et ce — extrémités des trois plus 
grands et des trois plus petits diamètres. Trait continu — section circulaire 
de l'indicatrice par le plan (0001). Traits en pointillés — sections de l’indica- 


trice par les plans {2110}. La symétrie de la surface est 3m (Groth, 1895). 


# 


Fig. 24.10. Sections d'indicatrices du coefficient de traction (à l’intérieur) 

et du coefficient de torsion (à l'extérieur) d’un cristal de quartz, classe 32. par 

des plans de coordonnées (Wooster, 1949). Comparer avec fig. 24.9 et 24.11 (le 

système de coordonnées cristallographique de la figure 24.11 diffère de celui 
utilisé ici par une rotation de 180° autour de l’axe X3). 


Les projections stéréographiques d'indicatrices des propriétés 
physiques des cristaux permettent d'expliciter et d'apprécier des 
dépendances complexes. L'utilisation d'ordinateurs permet d’auto- 
matiser complètement une telle étude, de sorte que d’après des 
composantes tensorielles mesurées expérimentalement on arrive à 
calculer automatiquement les propriétés et à tracer au moyen d’un 
enregistreur graphique la projection stéréographique (Yanoussova, 
Chaskolskaya, 1980. 1981). 
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La méthode d'étude automatique des propriétés physiques aniso- 
tropes des cristaux s’appuie sur un modèle géométrique unique d'’in- 
dicatrice d’un ensemble donné de propriétés physiques. On calcule 
automatiquement les valeurs de la propriété physique décrite par un 


Fig. 24.11. Projections stéréographiques d'’indicatrices des coefficients de 
traction (a) et de torsion (b) d’un cristal de quartz, classe 32; en 10-1 cm/dyn. 
Les cercles inférieurs des projections stéréographiques sont obtenus par rotation 


de 180° autour de l'axe X, de ceux mentionnés. On voit que les plans (2110) 
(en particulier, le plan X.X:) sont des miroirs de ces surfaces, dont le groupe 


ponctuel est ainsi 3m. Comparer avec fig. 24.9 et 24.10. 


tenseur de rang quelconque pour un cristal appartenant à tout sys- 
tème ; les données obtenues sont ensuite automatiquement manipu- 
lées ; on dégage également de façon automatique les niveaux d’éga- 
les valeurs et on établit graphiquement les projections stéréogra- 
phiques d isolignes de l’indicatrice (Yanoussova, 1979). On peut de 
même procéder à l’analvse automatique des projections obtenues. 
par exemple, à l’étude des extremums locaux, à l'étude des domaines 
limités par des isolignes fixées ou par leurs intersections, à la recher- 
che d'orientations optimales pour une propriété donnée ou pour un 
ensemble de propriétés physiques des cristaux à la transition des cal- 
culs isolés, particuliers à l’analyse des séries de cristaux. 


$ 25. Principe de symétrie en physique 
des cristaux 


Sous l'angle de la physique des cristaux, les 39 classes cristallo- 


graphyques et limites c'est l'occurrence de 39 types d'interactions 
possibles de l’anisotropie et de la symétrie du milieu continu, de 39 
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types d’opposition de ces deux facteurs. Dans l'une d'elles, la classe 
1, il v a prédominance incontestée de l'anisotropie en cette opposi- 
tion : dans les cristaux de cette classe l'anisotropie se manifeste li- 
brement sans aucune gêne. Dans les classes limites, oo m et co, 
elle s’efface de façon aussi absolue : dans les milieux de cette symé- 
trie toutes les directions sont équivalentes. or cela signifie que l'ani- 
sotropie y est en général impossible. Chacune des 36 classes restantes 
subit des contraintes rigoureusement déterminées, imposées par l'ani- 
sotropie de telles ou telles propriétés physiques. Ces contraintes sont 
la conséquence logique de la symétrie du cristal. | 

Le problème de l'influence de la symétrie du cristal sur ses proprié- 
tés n'est qu’une partie du problème plus général, celui du rôle de la 
symétrie en physique et dans les sciences naturelles théoriques dans 
leur ensemble *). Le principe général de l'influence de la symétrie 
sur tous les phénomènes physiques sans exception a été formulé par 
Pierre Curie dans les années 1893-1895 : « Lorsque certaines causes 
produisent certains effets, les éléments de symétrie des causes doi- 
vent se retrouver dans les effets produits. 

Lorsque certains effets révèlent une certaine dissymétrie, cette 
dissymétrie doit se retrouver dans les causes qui leur ont donné naïis- 
sance **). 

La réciproque de ces deux propositions n'est pas vraie, au moins 
pratiquement, c'est-à-dire que les effets produits peuvent être plus 
symétriques que les causes. » ***) 

Toutes les propriétés des cristaux sont fonction de leur structure. 
Aussi, appliqué aux propriétés des cristaux, le principe de Curie pos- 
tule-t-il que tous les éléments de symétrie du cristal sont également 
des éléments de symétrie de chacune de ses propriétés; et inverse- 
ment, toute dissymétrie observée dans une propriété quelconque du 
cristal est un témoignage de l'existence d'une dissymétrie correspon- 
dante dans la structure du cristal. 

Cette assertion peut être quelque peu précisée. En étudiant la 
symétrie d'une propriété macroscopique quelconque du cristal, on 
doit considérer physiquement comme infiniment petits les paramè- 
tres de la maille et, partant, les translations élémentaires incluses 
dans le groupe d'espace du cristal. Il s'en dégage deux conclusions im- 
portantes. D'abord, de la symétrie de translation du cristal s'ensuit 
l'homogenéité du cristal par rapport à toute propriété macroscopi- 
que ; autrement dit, si le cristal est assimilé à un milieu continu, il 
faut le considérer comme un milieu continu homogène. Ensuite, si 


*) Voir Shubnikov (1956); Shubnikov et Koptzik (1972). 

**) I] faut distinguer les termes «asymétrie » et « dissymétrie ». « On sug- 
wère en conformité avec la grammaire — écrit A. Shubnikov — d'entendre sous 
asymétrie l'absence de symétrie et sous dissymétrie la désorganisation de la 
symétrie ». 

**+) P. Curie, cité par Marie Curie (1955, p. 29). 
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les translations élémentaires sont infiniment petites, leurs fractions 
sont, à plus forte raison, petites. donc. pour les propriétés macrosco- 
piques les différences entre les axes simples et hélicoïdaux, entre les 
miroirs et les plans de glissement sont tout à fait insignifiantes. Ain- 
si, la symétrie des propriétés macroscopiques des cristaux se définit 
non pas par le groupe d'espace mais par le groupe de symétrie ponc- 
tuel du cristal; cette conclusion est conforme au principe connu de 
Neumann (Neumann, 1885) dont l'énoncé actuel est : « Les éléments 
de symétrie de toute propriété du cristal doivent comprendre les élé- 
ments de symétrie du groupe ponctuel de ce dernier »*). Bref, le 
principe de Neumann peut être considérer comme une conséquence 
du principe de Curie, bien qu il füt établi avant ce dernier et ait joué 
un rôle important dans le développement de la cristallophysique **). 

Dans le langage de la théorie des groupes le principe de Neumann 
signifie que le groupe de symétrie de toute propriété du cristal inclut 
le groupe de symétrie du cristal mème, c'est-à-dire que le groupe de 
symétrie du cristal coïncide avec le groupe de symétrie de la proprié- 
té, ou bien il constitue un sous-groupe de ce dernier: 


Grupricté = Gcristal- (25.1) 


La relation (25.1) doit être remplie par le groupe de symétrie de tou- 
te propriété du cristal. Si l'on considère une collection suffisamment 
grande de propriétés d’un cristal, les éléments de symétrie communs à 
toutes les propriétés de la collection seront des éléments de symétrie 
du groupe ponctuel du cristal. Ainsi. le groupe ponctuel du cristal 
constitue l'intersection (la partie commune) des groupes de symétrie 
de toutes les propriétés possibles du cristal (Minnigerode, 1887). 
Koptzik (1960) a fait des recherches sur le nombre minimal de pro- 
priétés d'après la symétrie desquelles se définit de façon univoque le 
groupe de symétrie ponctuel du cristal. 

Symétrie des indicatrices. [1 s'ensuit du principe de Neumann que 
tous les éléments de symétrie du groupe ponctuel du cristal sont en 
même temps des éléments de symétrie de l’indicatrice de la propriété 
quelconque de ce cristal. Toutefois l’indicatrice de la propriété peut 
posséder des éléments de symétrie manquant au cristal; en particu- 
lier. la symétrie des indicatrices de propriétés est souvent caractérisée 
par des groupes limites de Curie. Par exemple, les indicatrices de la 


*) La signification fondamentale de cette assertion pour la physique cris- 
talline théorique a été notée par Voigt, qui l'appela principe de Neumann 
(Voigt, 1928). 

*+*) Dans le cours bien connu de Ney (1957) le principe de Neumann est 
dénommé « postulat fondamental de la physique cristalline ». Or, ici il est 
déduit du principe de Curie et il n'est donc plus un postulat mais un théorème. 
En guise de postulat on préfere adopter non pas le principe de Neumann mais 
une proposition plus générale, le principe de Curie. Mais ce dernier n’est pas 
cependant un postulat de la physique cristalline, car son domaine d’application 
est beaucoup plus grand. 
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constante diélectrique de tous les cristaux du système cubique sont 
des sphères x = const ; leur symétrie est coco m. La symétrie de l’in- 
dicatrice du module d'Young E —E (Ÿ, œ) de tous les cristaux du 
système cubique est m3m, la symétrie du cristal pouvant être infé- 


rieure : 432, 43m, m3 et même 23. Les indicatrices du coefficient de 
dilatation thermique de cristaux des systèmes trigonal et quadrati- 
que (voir fig. 24.3), groupes de symétrie cristalline 3m, 3m, 42m, 
s'avèrent des sous-groupes du) groupe de symétrie des surfaces 
co/mm. D'une symétrie identique sont douées les indicatrices de la 
traction et de la torsion représentées sur la figure 24.6, tandis que la 
symétrie des cristaux est G/mmsm et Gmm. La symétrie de l’indicatri- 
ce de la traction du saphir (voir fig. 24.8) 3m coïncide avec celle du 
cristal; d'une symétrie identique sont les indicatrices des coeffi- 
cients de traction et de torsion du quartz (voir fig. 24.9-24.11), bien 
que le groupe de symétrie du cristal soit de moindre degré, à savoir 
32. La symétrie mmm des indicatrices du coefficient de dilatation 
thermique de l'aragonite, de classe mmm (voir fig. 24.1), et du sel de 
Seignette, declasse 222 (voir fig. 24.2), coïncide avec la symétrie du pre- 
mier cristal et est supérieure au degré de symétrie du second. Soulignons 
que la coïncidence entre les symétries des figures n’implique nulle- 
ment une coïncidence de forme: les indicatrices du module d'Young 
de l'or et de l'aluminium (fig. 24.4, a, b), du magnésium et du zinc 
(fig. 24.4, c, d). du coefficient de dilatation thermique de la tourma- 
line et du dihydrophosphate d’ammonium (fig. 24.3, b, d) se distin- 
guent fortement par leur forme nonobstant une symétrie identique; 
par contre, l'indicatrice du coefficient de traction du saphir (fig. 
24.8) est assez proche par sa forme à l’indicatrice du coefficient de 
torsion du zinc (fig. 24.6, a) bien que leurs groupes de symétrie soient 
différents: 3m et co/mm. 

Symétrie des radiotrammes. Bien que la raison de formation du radiogram- 
me d un cristal soit la diffraction des rayons X sur sa densité électronique douée 
d'une périodicité spatiale, la symétrie du radiogramme. en conformité avec le 
principe de Neumann. est définie non pas par le groupe spatial du cristal mais 
par son groupe ponctuel. En outre. la symétrie des figures de diffraction est 
indépendante de l'existence ou non dans le cristal d un centre de symétrie. Aussi 
la symétrie du radiogramme est-elle définie même pas par le groupe ponctuel 
mais par le groupe de diffraction ou par la classe de Laüe. c'est la classe supé- 
rieure à centre de symétrie du sous-système dans lequel entre le cristal concerné 
(voir $ 6). En s'appuyant sur le principe de Curie. on aboutit à la conclusion 
que le groupe de symétrie du radiogramme G;, ne peut être de degré inférieur à 
l'intersection du groupe de diffraction du cristal G, et du groupe ponctuel de 
la plaque (ou film) photographique G,1=— om (axe perpendiculaire au plan 
de la plaque) *): 

Gry = GLz N œm; (25.2) 
en cherchant l'intersection de ces groupes, il faut tenir compte de la disposition 
mutuelle de leurs éléments de symétrie. Dans le cas envisagé c'est la classe de 


*) La symétrie d'un faisceau de rayons incidents frappant perpendiculai- 
rement une plaque photographique est également caractérisée par le groupe Gh1. 
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Laüe 
G, si le cristal est à centre de symétrie, 


6. (25.3) 


G+16G, s'il ne possède pas de centre de symétrie. 


Ainsi, on ne peut déterminer d’après la symétrie du radiogramme que la classe 
de Laüe du cristal, tandis que son groupe d'espace est déduit non pas de la 
symétrie du radiogramme mais de l’absence de réflexions de tels ou tels plans 
cristallographiques, de leurs « extinctions » caractéristiques. 


Le rôle des catégories en physique des cristaux. La classification 
la plus simple et grossière des cristaux est leur division en trois ca- 
tégories : supérieure, moyenne et inférieure (voir $ 4). Les groupes 
ponctuels de toutes les classes de la catégorie inférieure sont les 
sous-groupes mmm ; de la moyenne, les groupes co/mm ; de la supé- 
rieure, les groupes coco m. Or les groupes mmm. oco/mm et coco m 
sont les groupes de symétrie possibles du tenseur symétrique de se- 
cond ordre (voir $ 22). Si d’après la symétrie d’une propriété les cris- 
taux se subdivisent en catégories, il est naturel de s'attendre à ce 
que cette propriété puisse être décrite par un tenseur symétrique de 
second ordre. Ces propriétés sont nombreuses : par exemple, la nature 
de la biréfringence, les particularités de la dilatation thermique, de 
la constante diélectrique, de la perméabilité magnétique, des conduc- 
tibilités électrique et calorifique des cristaux sont précisément fonc- 
tion de la catégorie à laquelle appartient le cristal concerné. Tou- 
tes ces propriétés se décrivent en fait au moyen de tenseurs symétri- 
ques de second ordre (voir, par exemple, $ 27). 

La nature de l’anisotropie des propriétés décrites par le tenseur 
symétrique de second ordre est fonction de la division des cristaux en 
catégories : les cristaux de la catégorie supérieure sont isotropes par 
rapport à ces propriétés (groupe cc m), les cristaux de la catécorie 
moyenne par l'anisotropie de leurs propriétés rappellent les textures 
(groupe o/mm) et c'est seulement dans les cristaux de la catégorie 
inférieure que l'anisotropie de ces propriétés est effectivement carac- 
térisée par le groupe cristallographique mmm. 

Et si la symétrie de la propriété ne peut être rangée dans les trois 
groupes susmentionnés, on peut conclure que cette propriéte, même 
si elle est décrite par un tenseur, l’est par un tenseur plus complexe. 
Le fait que certaines indicatrices de propriétés élastiques des cris- 
taux sont douées de symétrie môm (fig. 24.4, a, b et 24.7), tandis que 
d’autres de 3m (fig. 24.8, 24.9, 24.11), témoigne que les propriétés 
élastiques des cristaux ne peuvent être décrites au moyen d'un ten- 
seur symétrique de second ordre ; en effet elles ne sont décrites que par 
un tenseur de quatrième rang (voir &$ 51, 52). 

Dissymétrie nécessaire à la biréfringence. La seconde proposition 
du principe de Curie postule que toute dissymétrie décelée dans les 
effets doit s’observer dans les causes leur ayant donné naissance. 
La dissymétrie ne peut affecter que des milieux suffisamment dissy- 
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métriques; la dissymétrie constatée est donc ou bien propre au milieu 
même, ou bien conditionnée par des actions auxquelles ce milieu a 
été soumis. 

Etudions, par exemple, la biréfringence de la lumière dans les 
cristaux. Pour qu'elle ait lieu, il faut que le plan du front d'onde 
dans le cristal soit suffisamment dissymétrique ; il doit posséder au 
moins deux directions privilégiées perpendiculaires entre elles qui 
puissent servir de directions pour les vibrations d'ondes lumineuses 
se propageant dans la direction considérée. A cette fin le groupe de 
symétrie du plan du front d ondes dans le cristal ne doit pas être de 
degré supérieur à mmm. D'autre part, ce groupe de symétrie consti- 
tue l'intersection du groupe de symétrie du cristal G avec le groupe de 
symétrie du plan œ/mm (l'axe œ est perpendiculaire au plan). 
Bref, la condition de la biréfringence prend la forme 


G (M oo/mm = mmm, (25.4) 


où l'axe œ coïncide avec la direction de propagation de la lumière. 

La condition (25.4) caractérise la dissymétrie du plan du front 
d'ondes dans le cristal nécessaire à la biréfringence: parmi les élé- 
ments de symétrie de ce plan il ne doit avoir d'éléments n'apparte- 
nant pas au groupe mmm. Les éléments de symétrie inclus dans le 
groupe mmm sont indifférents par rapport à la biréfringence: la bi- 
réfringence peut avoir lieu en présence et en l'absence de ces élé- 
ments. De cette façon, le groupe mmm est ici précisément le facteur 
de dissymétrie. Il s'ensuit, en particulier, de la condition (25.4) 
qu'avec la propagation de la lumière le long de l'axe de symétrie 
d'ordre 3 ou d'ordre plus élevé on n'observe pas de biréfringence; 
en effet, cet axe appartient à l'intersection G f c/mm et, par sui- 
te, ne figure pas dans le groupe mmm. La condition (25.4) est néces- 
Saire mais n'est pas suffisante: ainsi, dans les cristaux du système 
cubique la biréfringence ne s'observe pas même au cas où la direction 
de propagation de la lumière remplit cette condition. 

Si le milieu dans lequel se propage la lumière n’est pas lui-même 
Caractérisé par une dissymétrie nécessaire à la biréfringence, on peut 
le rendre dissymétrique en le soumettant à une action dissymétrique 
suffisante. Ainsi, par exemple, les corps isotropes transparents et les 
cristaux du système cubique deviennent biréfringents sous l'action 
d'une traction mécanique uniaxiale (effet piézo-optique) ou du champ 
électrique (effet électro-optique) (voir $ 77, 18). La conclusion prin- 
cipale à tirer des exemples étudiés est contenue dans la phrase sui- 
vante de Pierre Curie : « Certains de ces éléments (de symétrie) peu- 
vent coexister avec certains phénomènes, mais ils ne sont pas néces- 
saires. Ce qui est nécessaire c'est que certains d'entre eux n'existent 
pas. C’est la dissymétrie qui crée le phénomène »*). 


*) M. Curie (1955, p. 32). 


S& 26] EQUATIONS FONDAMENTALES DE L'ÉLECTROSTATIQUE 193 
EE 


$S 26. Equations fondamentales de l’électrostatique 
des cristaux 


Le champ électrique dans le cristal, comme dans tout diélectri- 
que, se caractérise par le vecteur intensité du champ électrique E et 
le vecteur polarisation P. On utilise également la combinaison linéai- 
re de ces vecteurs : le vecteur induction électrique (ou déplacement élec- 


trique) D = E “+ 4xP. Les équations fondamentales de l’électro- 
statique 


rot E = 0, (26.1) 
div D = 4np. (26.2) 


où p est la densité des charges libres, sont également applicables aux 
diélectriques isotropes et anisotropes. Il s'ensuit de (26.1) l’existence 
d'un potentiel y du champ électrostatique 


E = — orad q. (26.3) 
Au sein du cristal, où les charges libres sont absentes, 
div D = 0. (26.4) 


A la surface du cristal, comme sur l'interface des diélectriques iso- 
tropes, la composante tangentielle (1 — nn)°E du champ E (r) 
est continue, tandis que la composante normale #-D du champ D (r) 
présente une discontinuité qui vaut 4%o,up, OÙ Pinp est la densité 
superficielle des charges libres, # un vecteur unitaire de la normale à 
la surface du cristal. La continuité des composantes tangentielles 
E (r) au cours de la traversée de l'interface implique celle du poten- 
tiel @ (r) dans la traversée de cette surface. Dans un cristal diélectri- 
que, au voisinage de la frontière du conducteur 


(I — nn)-E = 0, n-D = —47Osup; (26.5) 


car dans le conducteur le champ est nul. Mais à la frontière de deux 
diélectriques la composante normale du déplacement électrique est 
continue. 

Toutes les relations données ici s'appliquent également aux dié- 
Jectriques homogènes et inhomogènes, isotropes et anisotropes. Les 
traits spécifiques du diélectrique considéré : son homogénéité ou inho- 
mogénéité, son isotropie ou anisotropie, ses caractéristique diélec- 
triques quantitatives, se manifestant exclusivement dans la dépen- 
dance du déplacement D ou de la polarisation P de l'influence de l’in- 
tensité du champ électrique E. 

Voyons, pour expliciter, la dépendance de P de E. Dans les dié- 
lectriques isotropes ces vecteurs sont mutuellement proportionnels: 


P=ce#, (26.6) 
13—01180 
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où « est la susceptibilité diélectrique du milieu. Pour généraliser 
(26.6) à un milieu anisotrope il faut préciser que sous cette formule 
simple se cachent deux assertions dont la nature logique est absolu- 
ment distincte. 

1. L'isotropie d'un corps signifie que tant qu'il ne se trouve pas 
dans un champ électrique toutes les directions y sont équivalentes. 
Mais une fois placé dans un champ électrique, chaque volume élé- 
mentaire se trouve doué d’une direction isolée qui est celle du vecteur 
intensité du champ E. Il s'ensuit que si un corps isotrope est généra- 
lement polar 5é dans un champ électrique, dans chaque volume élé- 
mentaire le vecteur de polarisation P est parallèle au vecteur E dans 
ce volume: 

P || E. (26.7) 


I] s'ensuit de l’isotropie que la longueur du vecteur P ne dépend que 
de la longueur du vecteur E, mais non pas de sa direction. Ainsi, 


P = }j(E). (26.8) 


Les formules (26.7) et (26.8) sont les corollaires logiques de l’isotro- 
pie du milieu. 

2. Pour tirer de (26.7) et (26.8) la formule (26.6) il faut une propo- 
sition complémentaire postulant que la dépendance fonctionnelle, 
non concrétisée par (26.8), se réduit à la proportionnalité directe 


P=0cE. (26.9 


Cette égalité ne se dégage d’aucune loi physique et ne signifie que 
dans le développement de la fonction P =f (E) en puissances de E 


P=Po+(S). 0 E++ (5 eo +. (5929) 


une précision suffisante est déjà acquise avec le terme du premier de- 

gré en E (en l’absence de champ toutes les directions dans un corps iso- 

trope sont équivalentes, mais comme l'apparition d'une polarisation 

équivaudrait à l'isolation d'une direction privilégiée, on a P, = 0)*). 
La confrontation de (26.9) et (26.10) donne 

oP 
Die JG 4: 

a= | E Dr (26.11) 

ÏI1 est clair qu avec la généralisation de la relation entre les vec- 

teurs P et E sur des milieux isotropes, on peut admettre l’hypothèse de 

la linéarité de cette relation : or, la prise en compte de l’isotropie du 


*) Pour les matériaux ferro-électriques (voir $ 65) cette hypothèse, mème 
pour des champs ordinaires, doit être rejetée; pour des champs forts, elle est 
tout à fait impossible (tel est. par exemple, le champ de l’onde électromagné- 
tique du rayonnement laser). Mais dans la plupart des cas cette approximation 
linéaire est amplement suffisante, et on n'envisagera que ces cas. 
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milieu entraîne celle de l'influence de la symétrie du cristal sur ses 
propriétés diélectriques. 
Le développement (26.10) doit, apparemment, être remplacé pour 
les milieux anisotropes par le développement général 
0P 
= (Opbe " 
P P | (5), E +. 


| 26.12) 
(0) Pi À 

P, == P; -— (Set) En + is ss 
et les considérations qui ont permis d'établir dans le développement 
(26.10) que le terme indépendant de E est nul doivent en général 
être rejetées pour les milieux anisotropes. Aussi, la forme générale 
de la dépendance linéaire de la polarisation P de l'intensité du champ 
électrique E est pour les milieux anisotropes de la forme 


P=POL@E, Pi; = PŸ+ œ;rE», (26.13) 
où le tenseur de second ordre 
oP __  0P; 
(ST). ir (TE). (26.14) 


est appelé tenseur de susceptibilité diélectrique, et le vecteur P1° 
vecteur de polarisation spontanée. (De là il est facile d’obtenir la dé- 
pendance du déplacement électrique D = E + 4nP de l'intensité du 
champ électrique E : 


D — D + LE, D; = D‘? + LikE hs (26.15) 
où le tenseur de second ordre 
r = I . 4na, Kih — Ôih 2 LE Te APS (26.16) 


est appelé tenseur de la constante diélectrique, et le vecteur D'°'= 
— 4nP'® vecteur de déplacement électrique spontané. Le vecteur dé- 
placement peut s'exprimer également au moyen du potentiel: 


CL = 
D =D x-gradp, D, = D% — Tr . (26.17) 
Au $ 57 on démontre que le tenseur x est symétrique : 


Kin — Xht; (26.18) 
d’où il s'ensuit que le tenseur æ& — (1/4x) (x — I) est également sy- 
métrique. 

Notons une différence importante entre les tenseurs étudiés ici *): 
les vecteurs d'intensité du champ électrique Æ, de déplacement D, 
de polarisation P caractérisent le champ électrique au sein du cris- 
tal ; tous ces vecteurs varient avec la modification de ce champ. Au 


*) Sous tenseurs on entend ici également des vecteurs. qui sont des ten- 
seurs d'ordre 1 (à une valence). 


13* 
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contraire, les vecteurs de polarisation spontanée P(°) et de déplace- 
ment spontané D, de même que les tenseurs de susceptibilité dié- 
lectrique & et de la constante diélectrique x ne varient pas quand le 
champ électrique se modifie dans le cristal : ils caractérisent les pro- 
priétés diélectriques du cristal mème, idépendamment de la grandeur 
et de la présence même du champ électrique extérieur adjoint. Les 
tenseurs du premier type sont appelés tenseurs de champ, puisqu'ils 
caractérisent le champ; du second, tenseurs matériels, puisqu'ils ca- 
ractérisent le matériau. Les lenseurs de champ se définissent de fa- 
çon identique en physique des milieux isotropes et anisotropes; 
la différence entre la physique des milieux isotropes et anisotropes 
s'exprime totalement dans les tenseurs matériels. 


$ 27. Symétrie des propriétés diélectriques des cristaux 


Comme il a été déjà mentionné au $ 26, les cristaux de certaines 
classes peuvent être doués d’une polarisation électrique mème en 
l'absence d'un champ électrique extérieur; cette polarisation 
est dite spontanée, c'est-à-dire s'’établissant sous des causes internes, 
sans action extérieure ; quant aux cristaux doués de cette propriété, 
ils sont dits pyro-électriques (la signification de ce terme sera éclai- 
rée au $ 31). Etablissons à quelles classes cristallographiques peu- 
vent appartenir les cristaux pyro-électriques. La polarisation spon- 
tanée est décrite par un vecteur, donc sa symétrie coïncide avec celle 
du vecteur et se caractérise par le groupe limite © m. Les groupes de 
symétrie ponctuels des cristaux pyro—<lectriques, selon le principe 
de Neumann, doivent constituer des sous-groupes de ce groupe, de 
sorte que de tous les éléments de symétrie ils ne peuvent posséder 
qu un seul axe de symétrie d ordre quelconque et des miroirs passant 
par cet axe. Des 32 groupes cristallographiques et des 7 groupes ponc- 
tuels limites à cette exigence ne satisfont que 10 groupes cristallo- 
graphiques et 2? groupes limites 


1, 2,3, 4,5, 6, m, mm2, 3m, 4mm, 6mm ; ©, om. 


Les cristaux et les textures d’autres classes, de même que les milieux 
gyrotropes et isotropes ne peuvent posséder un vecteur de polarisa- 
tion spontanée différent de zéro, autrement dit ne peuvent être des 
substances pyro-électriques. 

Si un cristal pyro-électrique possède un axe de symétrie ou un 
miroir, le vecteur de polarisation spontanée doit évidemment être 
dirigé suivant cet axe ou se touver sur ce miroir. Aussi, dans les cris- 
taux de la classe m, en accord avec la règle du choix du système de 
coordonnées cristallographique, le vecteur de polarisation spontanée 
est-il de la forme P(9 — P(Ue, + PÜe,, dans les cristaux de la 
classe 2 de la forme P(9 — P(0e.,, dans les cristaux des classes 3, 
4, 6, mm2, 3m, 4mm, Omm et les textures de la forme P(9) — P()e, 
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(e,, e-, e: sont ici des vecteurs unité d'axes cristallophysiques ap- 
propriés). C’est seulement dans les cristaux de la classe 1 que le vecteur 
P0) acquiert dans le repère cristallophysique la forme générale. 

Avec la variation des conditions extérieures, par exemple de la 
température, le vecteur de polarisation spontanée se modifie habituel- 
lement. Mais ces modifications sont sensiblement limitées par la 
symétrie du cristal. Dans les cristaux munis d'un axe de symétrie 
il ne peut évidemment varier qu'en grandeur, sa direction coïnci- 
dant toujours avec celle de l’axe de symétrie et par suite reste inchan- 
gée. Dans les cristaux de la classe m le vecteur P(% peut varier non 
seulement en grandeur mais également en direction, toutefois, il ne 
peut sortir du plan de symétrie. 

Etudions l'influence de la symétrie des cristaux sur leur suscep- 
tibilité diélectrique. Le tenseur de susceptibilité diélectrique &, com- 
me d'ailleurs tout tenseur symétrique de second ordre, est muni de 
trois valeurs propres ; si elles sont toutes différentes, la symétrie du 
tenseur est mmm, si deux d'entre elles coïncident, ‘mm. si les trois 
valeurs coïncident, c'est coco m. 

Etablissons quels cristaux peuvent posséder le tenseur & dont 
toutes les valeurs propres sont distinctes : 


œŒ — au) ud La utu®) (3) u ut), 21.1) 


Les groupes de symétrie ponctuels de ces cristaux, selon le principe 
de Neumann, sont soit des sous-groupes du groupe mmm, soit coïn- 
cident avec ce dernier. Cette exigence est remplie par tous les 
cristaux de la catégorie inférieure et seulement par ces derniers. 

Le problème se complique pour le tenseur &, quand deux de ses 
valeurs propres coïncident : 


a = @.l + (a; — «,) kk. (27.2 


Les groupes de symétrie ponctuels dont le tenseur de susceptibilité 
diélectrique possède cette structure doivent constituer des sous-grou- 
pes du groupe /mm. De tels groupes sont propres aux cristaux de ca- 
tégorie moyenne et aux textures. Deux valeurs propres de leur tenseur 
coïncident obligatoirement. Or, les groupes ponctuels des cristaux 
de catégorie inférieure sont aussi des sous-groupes du groupe 
co/mm : bien que le tenseur de la susceptibilité diélectrique de ces 
cristaux puisse posséder trois valeurs propres distinctes, la symé- 
trie des cristaux n'interdit pas la coïncidence de deux d'entre elles. 
Mais les tenseurs matériels dépendent des conditions extérieures, 
par exemple, de la température. Si à une température donnée le cris- 
tal de la catégorie inférieure possède deux valeurs propres du ten- 
seur & en coïncidence, iln y a aucune raison à ce que ces deux valeurs 
varient de la même façon avec la température: le tenseur matériel 
d’une telle symétrie irrégulièrement élevée est propre non pas au cris- 
tal en général, mais rien qu’au cristal concerné dans des conditions 
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extérieures bien déterminées. Avec la moindre variation des condi- 
tions extérieures le tenseur perdra cette symétrie. Ainsi, dans le cas 
général, le tenseur de la susceptibilité diélectrique d’un cristal de 
catégorie inférieure a la symétrie mmm ; et c’est seulement pour cer- 
tains cristaux dans des conditions extérieures rigourrusement déter- 
minées que cette symétrie monte à co/mm. 

Le tenseur de la constante diélectrique x à trois valeurs propres 
identiques possède la forme 


#4 —= y] , (27.3) 


et la symétrie coco m. Les cristaux possédant le tenseur de ce type 
sont ceux dont les groupes de symétrie ponctuels constituent des 
sous-groupes du groupe co "mn, mais qui ne constituent pas en mê- 
me temps des sous-groupes du groupe co/mm. Ce sont les groupes ponc- 
tuels des cristaux de la catégorie supérieure. Les corps isotropes et 
gyrotropes possèdent un même tenseur de la constante diélectrique. 
Le tenseur de la susceptibilité diélectrique a également une symétrie 
identique. 

Portons le tenseur & = &l dans la formule (26.13) et notons que 
le vecteur de polarisation spontanée de tous les cristaux de catégorie 
supérieure des corps gyrotropes et isotropes est identiquement nul, 
il vient alors 

P=al'E = 0€. (27.4) 


Ainsi la dépendance de la polarisation de l'intensité du champ élec- 
trique des cristaux de la catégorie supérieure est identique à celle 
des corps isotropes; leur susceptibilité diélectrique est isotropique. 

Etudions l'orientation des vecteurs propres du tenseur de suscep- 
tibilité diélectrique par rapport au repère cristallophysique. Vu que 
les cristaux du système triclinique ne possèdent pas d’axes de symé- 
trie et de miroirs, les vecteurs propres du tenseur & ne doivent pas 
coincider avec les vecteurs unité du repère cristallophysique; si 
dans des conditions extérieures bien déterminées un des vecteurs pro- 
pres coïncide avec un des vecteurs unité, un fois ces conditions mo- 
difiées la coïncidence ne s’observe plus en général. Donc, dans un re- 
père cristallophysique le tenseur de susceptibilité diélectrique d'un 
cristal du système triclinique sera de la forme 


Œyy Myz ai 
I; = 2 ee sl” (27.5) 
Asy 23 ss 
Dans les cristaux du système monoclinique le vecteur unité 
e, estidirigé suivant l'axe binaire ou suivant la normale au miroir 
(voir tabl. 4.1). Etant donné que les éléments de symétrie du cristal 


sont en même temps des éléments de symétrie du tenseur @, le vec- 
teur unité e, doit s'identifier à l'un des vecteurs propres du tenseur &, 
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disons à ul). Ainsi, dans le repère cristallophysique 


y, O 
Iœ;sll=]) Ô @n © | (27.6) 
QG, Las 


Tous les vecteurs unité du repère auquel sont attachés les cristaux 
du système orthorhombique sont orientés suivant les axes de sy- 
métrie binaire ou suivant les normales aux miroirs. Selon le princi- 
pe de Neumann, le tenseur de susceptibilité diélectrique est muni des 
mêmes axes de symétrie et miroirs et par suite ces vecteurs unité 
s'identifient (à un signe près) aux vecteurs propres du tenseur. Par 
conséquent, 


&u 0 0 
0 0 «y 


Il s'ensuit de même du principe de Neumann que pour les cristaux 
de la catégorie moyenne et les textures l’axe de symétrie principal 
coïncide avec l'axe du tenseur diélectrique ; ce dernier étant dirigé 
suivant e:, 


(o ÆT 0 0 
læ;;ll=]| 0 «1 © | (27.6) 
0 O0 «a. 


Enfin le tenseur de susceptibilité diélectrique des cristaux cubi- 
ques et des corps isotropes dans tous les repères cartésiens, y compris 
évidemment le repère cristallophysique, ont la mème forme 


a 0 O0 
Iœ:yll=10 & Of: (27.9) 
0 0 «a 


Le tenseur de susceptibilité diélectrique, comme tout tenseur ma- 
tériel, dépend des conditions extérieures. Lorsque ces dernières va- 
rient, leurs valeurs propres se modifient également, mais si la symé- 
trie du cristal implique la coïncidence de deux d’entre elles ou de tou- 
tes les trois, ces coïncidences sont également respectées dans des nouvel- 
les conditions. L'orientation des vecteurs propres par rapport au cris- 
tal varie également avec la modification des conditions extérieures, 
à moins que leur direction ne soit fonction de la symétrie du cristal. 
Dans les cristaux tricliniques la modification d'orientation des vec- 
teurs propres n’est nullement limitée par la symétrie du cristal. Dans 
les cristaux monocliniques le vecteur propre dirigé suivant l’axe de 
symétrie ou suivant la normale au miroir se tient immobile, tandis 
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que les deux autres exécutent une rotation avec la variation des con- 
ditions extérieures en demeurant perpendiculaires au premier vecteur 
et entre eux. Dans tous les autres cristaux et dans les textures l'orien- 
tation du tenseur de susceptibilité diélectrique est exclusivement 
fonction de la symétrie, et, par suite, ne varie pas avec la modifica- 
tion des conditions extérieures. 

On a examiné l’influence de la symétrie du cristal sur le tenseur 
de susceptibilité diélectrique &. Quant aux autres tenseurs symétri- 
ques de second ordre décrivant les propriétés des cristaux, la symétrie 
des cristaux exerce sur eux une influence identique. Cependänt, il 
faut distinguer les tenseurs décrivant d’autres propriétés (par exem- 
ple, le tenseur de conductibilité calorifique À, voir $ 33) et d'autres 
tenseurs décrivant la même propriété (le tenseur de la constante dié- 
lectrique x = I + 4na et le tenseur d’imperméabilité diélectrique 
n = X-!). Tous les tenseurs symétriques de second ordre décrivant les 
propriétés des cristaux tricliniques et monocliniques sont rapportés 
aux axes principaux, or pour les tenseurs &, x, n ces axes coïncident, 
et pour le tenseur À ils sont autres ; si pour un cristal donné la symé- 
trie du tenseur « est irrégulièrement élevée dans des conditions exté- 
rieures déterminées, il en est de même, dans des conditions identi- 
ques, pour la symétrie des tenseurs »x et n; quant à la symétrie du 
tenseur À, elle est normale. Cette différence de comportement s'expli- 
que par le fait que pour les tenseurs @, x, n les vecteurs propres coïn- 
cident et les valeurs propres sont liées par les relations 


Ki) —= 1 + AT) Ni) = TETE (27.10) 


tandis que pour le tenseur À les vecteurs propres ne s'identifient aux 
vecteurs propres du tenseur & que tant que c'est impliqué par la sy- 
métrie du cristal; quant aux valeurs propres, elles n'ont en général 
aucune connexion avec les valeurs propres du tenseur «. 


$ 28. Cristal dans un champ électrique homogène 


Condensateur avec diélectrique anisotrope. Plaçons entre les 
armatures d’un condensateur à lames parallèles une plaque cristal- 


line d’aire S et d'épaisseur d (d € VS). Introduisons dans l'étude 
le vecteur unitaire # de la normale à la plaque ; ses composantes dans 
le repère cristallophysique sont nr, n:, n$ En posant que les compo- 
santes du tenseur de la constante diélectrique 4;; = e;°4°e; at- 
tachées au repère cristallophysique sont connues, cherchons la capa- 
cité du condensateur C (x). 

L'aire de la plaque étant de beaucoup plus grande que le carré 
de son épaisseur, on peut négliger les déformations du champ près 
de ses bords et admettre que le potentiel q ne varie que suivant l’épais- 
seur de la plaque. Choisissons l’origine du relevé sur l’une des fa- 
ces de la plaque (disons sur celle du bas, voir fig. 28.1) et admettons 
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que le vecteur n est dirigé de la face inférieure vers la face supérieure. 
Dans ce cas la distance du point r de la face intérieure vaut z — 
—=r X net = œ (2). L'intensité du champ électrique 


E=-gradg=—Ÿ€--% n. (28.1) 


Fig. 28.1. Vecteurs intensité et déplacement d'un on électrique et de pola- 
risation électrique dans un condensateur à lames parallèles avec un diélectrique 


anisotrope. 
Alors le déplacement 
D= un, D;=—xn, (28.2) 
et l’équation div D = O0 prend la forme 
D. — — num = 0, — nn 0, (28.3) 


ou tout simplement d°p/dz° — 0. La solution générale de cette équa- 
tion est @ (z) = 4z + B. La différence de potentiel sur les armatures 
vaut U —= œ (0) — œ (d), de sorte que 


pU)=—+2+ (0), (28.4) 
UÜ l e 
E=—n. E, = 7 M (28.5} 
U U , 
=-T*'n, D;=— nn. (28.6) 


La densité de charge surfacique sur l'armature inférieure psy = 
— ({/4n)n-D ; et la charge totale sur l'armature Q = Spy —= 
= (SU/nd) X n-x-n. Par conséquent, la capacité du condensateur 


: S S y ” 
C=QU--nrn — Zag *inillne (28.7) 
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Si l’on compare le résultat obtenu avec la formule de la capacité d’un 
<ondensateur avec un diélectrique isotrope 


S 
C= x, (28.8) 


-on constate alors que le rôle de constante diélectrique x est main- 
tenant rempli par ñn-x-n = z;rnin, qui est la composante normale 
du tenseur de la constante diélectrique dans la directina perpendicu- 
laire au plan de la plaque. Aussi appelle-t-on quelquefois n-x-n 
constante diélectrique du cristal en direction de #7. Toutefois, cela 
ne signifie aucunement que dans tout autre problème d'’électrosta- 
tique des milieux anisotropes on puisse obtenir une réponse juste en 
remplaçant dans la solution d'un problème isotrope correspondant 
#4 par n-x-n: dans d’autres problèmes le rôle de constante diélectri- 
que dans la direction donnée incombe à des grandeurs absolument dif- 
férentes. 

Comme il a été montré au $ 21, si l’on connaît six composantes 
normales du tenseur convenablement choisies, on est en mesure. de 
<alculer toutes ses composantes. Donc, en mesurant les capacités des 
condensateurs avec six plaques différemment orientées, découpées à 
partir d'un cristal, on peut procéder au calcul du tenseur de la cons- 
tante diélectrique de ce cristal, ces six plaques n étant nécessaires 
dans ce cas que pour des cristaux tricliniques. Pour le calcul du ten- 
seur de la constante diélectrique des cristaux monocliniques, on peut 
se limiter aux calculs sur quatre plaques, pour les cristaux orthorhom- 
biques il suffit de trois plaques, pour les cristaux des syngonies 
moyennes et de diverses textures deux plaques sont suffisantes et, 
enfin, pour les cristaux cubiques. par suite de leur isotropie dielec- 
trique, une seule plaque d'orientation quelconque permet de résou- 
dre le problème. 

En certaines occasions la symétrie du cristal permet de simplifier 
sensiblement la formule (28.7), voir tableau 28.1. 

Cristal à couche aux faces parallèles dans un champ électrique. 
Résolvons le problème général suivant : dans un milieu anisotrope 
infini, défini par le tenseur de constante diélectrique x{°, est inter- 
<alée une couche à faces parallèles faite d'un autre matériau anisotro- 
pe dont le tenseur de constante diélectrique est xt) . Le vecteur uni- 
taire de la normale au plan de la couche est noté #7. Supposons que dans 
le milieu le champ électrique E(° soit homogène. Cherchons le champ 
dans la couche Et). Il est naturel d'admettre qu’il est également ho- 
mogène. Dans ce cas l'équation différentielle de l’électrostatique est 
identiquement satisfaite et il ne reste qu’à assurer la réalisation des 
conditions aux limites. Pour que le vecteur E satisfasse aux condi- 
tions aux limites les vecteurs E( et Zi) doivent différer l’un de 
d'autre d'un vecteur parallèie à la normale n: 


EU) = E + An. (28.9) 
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Tableau 28.1 


Composante normale n-z-7 du tenseur de la constante diélectrique z, 
exprimée en fonction des composantes du vecteur unitaire n 
et des indices de Miller (4kl) du plan perpendiculaire à n 


Système triclinique, formules générales 


non —=Ajnin JET Eÿhahp 
Œ'ÆE = , a —— 
A gVohyhe 


Système monoclinique (21 X+, m L Xo) 
ARR = Anf + Kooni + Assn5 + 2ksinan1 — 
= [htbtct4,, + ktcta%x,, sin 8 + l'a2b° (4,, cos 5 + x33 Sin PB — 
— 431 Sin 2B)—2 /hab?c (411 COS BP —%31 Sin B)]/(k2b°c? — 
+ K2ca? sin 2B + /°a2b?—21hab?c cos B} 


Système orthorhombique 
h°b°ct4y — kctatzss + Patbttan 


nn hn-==} nn LY n° 4 n° = NL1N 1!» nn + 
111: 22 + 333 h°b°c" + k°c°a? + fab? 


Cristaux de catégur:e mouenne et tertures 


nn — Au (ni + ni) + Agans = Lui + (Xa3 — ur) RS 


Système quadratique 


(RS RE) cu, + Faïrss 
FOUR (RL K2) c° + Fat 


Systèmes hexagonal et trigonal (en placement hexagonal) 
nwn= &(R+HRLRX) CA + at433 
(RL RILRR) ct L3/a? 


Sustème cubique et corps isotropes 
n'ANn—=£ 
Notations. h, — indices de Miller du plan, E 2 matrice reliant les vecteurs unité 
e; du repère cristallophysique aux vecteurs de base « a du réseau cristal- 
Un :e,= Efac: gYŸ — composantes contravariantes du tenseur métrique 
du réseau, «a, b, c, B — paramètres de la maille. 


La constante À, pour l'instant inconnue, sera cherchée sur la base des 
conditions aux limites imposées au vecteur déplacement. Le dépla- 
cement dans le milieu est : 


DO = x(9.E, (28.10) 
et dans la couche 
D) = x). Et — x.E(9+ At) ° Ni. (28.11) 
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Les conditions aux limites pour D exigent que 


n-Rx).EO EL An-xtÿ) «n = n.x(9.E(, (28.12) 
d'où l'on tire 
net — ti). EC) 
A — EE — , (28.13) 
et, finalement, 
: - (200 — (0). p(0) 
E — E' — n, (28.14) 


ES =16,+ (1/x6in na) nynx (vie — ht )] EY”. 


Si, en particulier, le champ dans le milieu est perpendiculaire aw 
plan de la couche, alors dans cette dernière le champ possède la mê- 
me propriété et l’on calcule sans peine qu'il vaut 


(e) (e) 
()_ AK CR pe). _ nn D 
0 pate Tata ne 


Etudions des cas particuliers importants conduisant au problè- 
me considéré. 

Plaque anisotrope dans un champ électrique homogène. 
On obtient immédiatement le champ dans cette plaque à l’aide 
de la formule (28.14), en y portant au lieu de x{°? le tenseur I 


te () __n.rt) 
EN EO TE UE à. (28.16) 
nr -n 
En particulier, pour El = £(°) n, . vient 
EN = = 5 —— En. (28.17) 


Nappe à plans parallèles dans un milieu anisotrope infini. Dans 
ce cas xÜ) = J. Le champ dans la nappe vaut 


EU) = EO = [n. (x(9 — I)-EO].n. (28.18) 


Dans un corps isotrope pour El‘ || nr le vecteur intensité du champ au 
sein de la nappe est égal au vecteur déplacement électrique dans le 
corps : E)= D, Si le corps est anisotrope, cette égalité est respectée 
à condition que # soit le vecteur propre du tenseur x(°), tandis que 
dans le cas général le vecteur E(° — nn-D( est égal à la composante 
du vecteur déplacement dans le corps. dirigée suivant # et il ne coïn- 
cide avec le vecteur D? ni en grandeur ni en direction. 

Quand le vecteur El est parallèle à la nappe (7-Et° = O), 
l'intensité du champ dans le corps isotrope est égale à l’intensité 
du champ dans la nappe, par contre, dans un corps anisotrope, 


Et) = E + nn-D(. (28.19) 
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Le second terme ne s’annule qu'à la condition que le vecteur # soit 
perpendiculaire non seulement au vecteur E() mais également au vec- 
teur D, en particulier, lorsque nr est un des vecteurs propres du ten- 
seur x(° 

Sphère anisotrope dans un champ électrique. Supposons qu’une 
sphère anisotrope de rayon R dont le tenseur de constante diélectrique 
est x soit plongée dans un champ électrique d'intensité Æ(% à une dis- 
tance éloignée de la sphère. Il s’agit de déterminer le champ à l'in- 
térieur et à l'extérieur de la sphère. 

Dans un champ électrique la sphère se polarise et, par suite, crée 
dans l'espace environnant un champ supplémentaire. Supposons 
qu'il coïncide avec le champ du dipôle, tandis que le moment dipo- 
laire de la sphère est une fonction linéaire de Et°): 


M = R3y-E, (28.20) 


où le tenseur + dépend de x mais non pas de la direction du vecteur 
ES) , tandis que le facteur Æ° est introduit pour des considérations 
de dimension. Alors, le potentiel du champ en dehors de la sphère 
vaut 


eg = — r EO— (R'r}$r.y- EN. (28.21) 


Admettons aussi qu'à l’intérieur de la sphère le champ est homogène 
et dépend également linéairement de E(®: son potentiel vaut 


qu = —r-p.E, (28.22) 


où le tenseur B, comme y, n'est fonction que de *x, mais non pas de 
la direction du vecteur Æ(%. Les potentiels œ(® et q{? vérifient les 
équations de l’électrostatique, tandis que les conditions aux limites 
permettent d'obtenir les tenseurs $ et y. C'est ainsi qu’à partir de la 
condition de continuité du potentiel à la surface de séparation il 
s'ensuit 


— R-B-EO= — RE R.y.EW, 


où R est le rayon vecteur d’un point à la surface de la sphère. En rem- 
plaçant le produit scalaire R-:E(% par l'expression R:1-:E(°), qui lui 
est égale, et rassemblant tous les termes d'un côté, il vient 


R-(y+B—TD:-EN= 0. 


Comme cette égalité est vérifiée pour toutes les directions possibles 
des vecteurs R et E(), le tenseur entre parenthèses est nul, c’est-a- 
dire 

B+y=lI. (28.23) 


Il s'ensuit de la continuité des composantes normales du vecteur 
déplacement électrique à la limite de séparation que 


— Rex B-EO= — 2R.y.E— R.EU. 
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De là, par le même procédé. on obtient 
#-B—2y=TI. (28.24) 
La solution de deux équations linéaires (28.23) et (28.24) par rapport 
aux tenseurs B et y prend la forme 
B—3(x— 2h71, y (2x —J)-(x + 21)! (28.25) 


On peut maintenant sans peine écrire les champs en dehors de la 
sphère comme en son sein, mais c'est ce dernier champ qui nous inté- 
resse principalement. Son intensité est 


EU) = 3 (x — 21)-1-E(), (28.26) 
quant au deplacement, il satisfait à une relation curieuse 
D)= 3E(0) — 2EU), (28.21) 


qu'on déduit par la série d'égalités suivantes: 
D = p-EU) = 3x. (x — 21)-1.E0)— 
= 3[(x + 21) — 2]]- (x + 21) EU — 
= [31 — 6 (x — 2D-1.E0 = 3E(0)  2EU), 


$ 29. Champ d’une nappe sphérique dans un 
milieu anisotrope 


Au paragraphe précédent on a obtenu une solution relativement simple pour 
le cas où dans le vide se trouve une sphère anisotrope et un champ homogène 
est défini à une distance éloignée de lui. Un problème, paraissant semblable, 
d'un milieu anisotrope infini renfermant une nappe sphérique avec un champ 
homogène E(°) défini à une distance éloignée de cette dernière est en réalité beau- 
coup plus compliqué. Sans passer par la déduction on en fournira la solution, 
compte tenu de l’importance du problème semblable pour la théorie microsco- 
pique du réseau cristallin *). 11 s'avère que le champ au sein de la nappe E{i} 
est dans ce cas également homogène, mais sa dépendance de EU), tout en restant 
linéaire, est beaucoup plus compliquée. 

Avant d'écrire É solution de ce problème, considérons, sur la base du 
principe de Curie, le tenseur S qui est une fonction du tenseur symétrique de 
second ordre T. Comme il a été mentionné au $ 22, le tenseur symétrique de 
second ordre T est en tout cas invariant relativement au groupe mmm. Il s'en- 
suit du principe de Curie que le tenseur S est au moins invariant par rapport au 
même groupe. Mais comme les vecteurs propres sont orientés suivant les axes de 
symétrie de ce tenseur, il découle du principe de Curie que les vecteurs propres 
du tenseur-fonction s'identifient aux vecteurs propres du tenseur-argument **). 


*) Pour la déduction, voir Landau et Lifchitz (1957, $$ 4, 8, 13). Pour l’ap- 
plication de ce problème à la théorie microscopique du réseau cristallin, voir 
Born M.. Huangh K. (1966) et Kittel (1975). 

**) 11 s'ensuit en outre du principe de Curie que le tenseur-fonction est 
symétrique par rapport aux indices, si le tenseur-argument est doué de cette 
propriété. Le fait est que si le tenseur de second ordre est essentiellement asymé- 
trique par rapport aux indices, autrement dit s’il n'est pas égal au tenseur qui 
lui est transposé, on ne trouve alors pas de façon notoire dans son groupe de 
symétrie certaines opérations entrant dans le groupe mmm. 
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Il est donc immédiat que tous les tenseurs constituant des fonctions d'un même 
tenseur symétrique de second ordre peuvent être réduits en une forme diagonale 
attachée au repère du tenseur-argument. On dit que S= j (T) si dans ce repère- 


S() (Q 0 f (T«)) (Q Ô 
IS U= I 0 Ses 0 [= 0  f(Te)) 0 
) O S(3) 0 O f(Tis)) 


En particulier, S = yT si S4)=V Tu). On peut interpréter ainsi même les: 
fonctionnels du tenseur; il faut seulement que dans tout le domaine de varia- 
tion du tenseur-fonction son repère propre reste le même. 

Revenous maintenant au problème posé au début de ce paragraphe. Soient 
x le tenseu' des coefficients de la constante diélectrique d’un milieu anisotrope, 
n = x”! le .enseur des coefficients de son imperméabilité diélectrique. Introdui- 
sons dans l'étude les tenseurs u — y/x# et v — V/1n, de même que le fenseur des: 
coefficients de dépolarisation 


_$ -1 
N—= 2 V'detn | EE : (29.4} 
: J Vdet(n+z1) 


Alors, le champ dans la nappe E(!) est homogène et dépend du champ éloigné 
de la nappe E() de la manière suivante: 

EU) = [I — v-N- (I — n-uj"t-E0). (29.2). 

Dans un repère propre les formules (29.1) et (29.2) se simplifient sensible- 


ment. De la formule (29.2) pe les valeurs propres des tenseurs u et v 
(elles se simplifient tout simplement), et cette formule prend la forme 


(0 
Ex, 
4— Non) (1— 1) 


Pour les valeurs propres du tenseur des coefficients de dépolarisation, on 
obtient à partir de (29.1) 


EN = (29.3) 


1 —— dz 
Nah=— Y det | a —————— |, 29.4 
re EE à Mu) T2) V'det(u--21) Se, 


Dans cette formule l'intégrale est elliptique; elle s'exprime au moyen des inté- 
grales elliptiques connues de première et de seconde espèces F (p, k)et E (p, k) *)- 


*) Par définition, l'intégrale elliptique de première espèce est 


( 
1 
F , k _ | en d 
D à Visit ' 
et de seconde espèce 

Q 

E (q, k)= | VIE sine ÿ dy. 
0 


Les valeurs de ces intégrales comme fonctions de œ et 4 sont données dans de 
nombreux recueils de tables mathématiques, voir, par exemple, Jahnke, Emde, 
F. Lüsch (1933). 
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C'est précisément en admettant (1) > (2) > (3) et en posant 


; PAR PREELITES Nous — es 
=ArcSin |, ——— \, k — Di LE SRE LES, 
PE LIÉE Muus — Nes ? 
qu'on a 
Nu = LE (q. k)—E (q, H, (29.5a) 
(Min — Nu) V Ne — Nes 
° Vateolen [ Va — Nes © sd | 4 
No = = |" EG, — EE F(q, à) | — 
D Men — Nes Us — Nu SE Via (ph) 
Nes 
————— 29.5b 
Mia — Ms ? ) 
. Ne V Nano 
No, —_— —_—__ — ——— "© — ÛE(ç. k). (29.5c) 
” en — Nc (tes — 11) Vu — en 


En sommant les valeurs propres du tenseur des coefficients de dépolarisation, 
ü vient 

Pour les cristaux de la catégorie moyenne, quand deux valeurs propres du 
tenseur des coefficients d’imperméabilité diélectrique coïncident, les intégrales 


(29.5) s'expriment en fonction des fonctions élémentaires. 11 faut distinguer 
ici deux cas. Si 11 > n,, alors en posant 


e=Sinp= Vu _ 
IT 
on obtient 


: | F 1+Le 
AT = [ 2e—(1—e2) In 1= | , 


(29.7) 
1 ” 1+e 
mur pl et sa 
N; => [ 2e ({ ln |. 
Mais si n1>"||, posons 
f—= Vu 
7 
et alors 
1 1 
N, =1—-5 (arctg f—f), Via (arcs f—f). (29.8) 


Les formules (29.7) et (29.8) peuvent être simplifiées davantage si l’aniso- 
tropie des propriétés SALLE du cristal est faible. A savoir, si e 1, les 
formules (29.7) peuvent être écrites de façon approchée sous la forme 


2 1,1 
AT RRT: € ;, N, D VAT ei, (29.9) 
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tandis que les formules (29.8) avec f € 1 s’écrivent sous la forme 


PR mp 
Ni=stgf, N=z-sf. (29.10) 


Pour . cristaux du système cubique et les corps isotropes on obtient à partir 
de (29.6) 


LL | 
TS DTA #5) 
Ea utilisant à présent la formule (29.2), il vient 


Gi) __32%_ (0). 
Em E (2942 


il est évident qu'à ce résultat bien connu on pourrait aboutir par une voie tout 
à fait élémentaire. 


$ 30. Champs d’une charge ponctuelle et 
d’un dipôle dans un milieu anisotrope 


Etudions le champ d’une charge ponctuelle e dans un milieu ani- 
sotrope caractérisé par le tenseur de constante diélectrique x. La 
fonction de densité des charges électrique p (r) se réduit, comme il 
est connu pour une charge ponctuelle à la fonction à de Dirac mul- 
tipliée par la grandeur de la charge: p (r) = eù (r — r(%)), où le vec- 
teur r(° définit la position de la charge. En joignant l'origine des 
coordonnées à la charge, on obtient 


div D = 4neû (r). (30.1) 


Comme D = — x-grad œ et le tenseur x est indépendant des coordon- 
nées, il s’ensuit de (30.1) que le potentiel satisfait à l'équation 


fo) 
“, Een — — hneô(r). (30.2) 


Ecrivons cette équation dans le repère X,X,X, construit sur les 
vecteurs propres du tenseur %: 


on een DE + DE = — de (21) 8(2) 6(z5). (30.3) 


Pour résoudre l'équation ne 3), procédons à un changement de 
variables : au lieu des variables x; introduisons les variables y, — 


= {Va Utilisons pour la transformation des fonctions 6 la 
formule su — x”? (y), et l’on obtient de (30.3) 

Los 2 = ee 

FA PAS QE — Va Ô (y1) Ô (Y2) Ô (Y3)- (30.4) 


14—011$S0 
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Cette équation détermine le potentiel du champ d’une charge ponctuel- 
le e—elV xp #ç)24a dans le vide ; sa solution est = e’/V y°+y°+ y;. 
Dans les anciennes variables 


” e ( z? x z£ ne 
V'XG)A(2)# 03) XCD X(2) K(5) 


Introduisons dans l'étude le tenseur de l’imperméabilité diélec- 
trique n = x-!. Notons que %X(1Xç2)#çs) = det x = 1/det n, tan- 
dis que - 

OR A + z + L=rNn-r 

#(1) #2) #(s) UT 1 Me) 2 LAN 3 n ? 
et écrivons le potentiel du champ de la charge électrique ponctuelle 
e dans un milieu anisotrope sous forme infinie 


det 
er V  . {(30.5) 
L'équation œ (r) = const définit les surfaces équipotentielles. 

De la solution de (30.5) il s'ensuit que ce sont des ellipsoïdes 
renr = const, (30.6) 


surfaces caractéristiques du tenseur de l'imperméabilité diélectri- 
que n (voir $ 22). 

En représentant le vecteur-lieu r sous forme de r =rp, oùr 
est l'éloignement de l’origine des coordonnées et p le vecteur unitaire 
du rayon, on peut écrire au lieu de (30.5) 


detn 1 
P € p:npr F (30.7) 
En confrontant cette formule avec la formule analogue du milieu 
isotrope ® = e/(xr). on voit que le rôle de la « constante diélectrique 
dans la direction du vecteur unitaire p » est joué dans ce problème 
par la grandeur 


x(P) (p) = Enr . (30.8) 
Connaissant le potentiel, on obtient sans peine l'intensité 
E = — grad Ven (30.9) 
(r-n-r)Ÿ* 
et le déplacement du champ électrique 
ey detn 
D — rar LE (30.10) 


en calculant le déplacement, on a profité de ce que les tenseurs n et 
x sont inverses l’un de l’autre. 
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Les vecteurs de déplacement électrique D dans un milieu aniso- 
trope, comme dans le milieu isotrope, sont dirigés suivant les rayons 
émanant de la charge. Quant aux vecteurs d'intensité du champ élec- 
trique E, ils sont généralement déviés de la direction de ces rayons 
dans un milieu anisotrope. En même temps, le long de chaque rayon 
la grandeur absolue de l’intensité décroît suivant la même loi E (r) — 
 AÂ/r? que dans un milieu isotrope: 


e y p-nnpdetn 1 
En 2 * (30.11) 


La confrontation de cette formule avec la formule analogue pour le 
milieu isotrope E = e/ (xr°) permet d'introduire encore une «cons- 
tante diélectrique dans la direction du vecteur unitaire p »: 


#(E) (p) — / __(P'nP} 9 
X(E) (p) pdt (30.12) 
Ainsi, il est possible d'introduire plusieurs définitions différentes de 
la « constante diélectrique d’une direction donnée»; aussi faut-il men- 
tionner sans ambiguïté quelle grandeur est considérée dans chaque 
cas particulier. 

Une généralisation naturelle du problème du champ de char- 
ge ponctuelle est le problème du champ d’un dipôle. Soit un système 
de charges ponctuelles e, occupant les points r(%. Le potentiel du 
champ d’un tel système est égal à la somme des potentiels des char- 
ges ponctuelles isolées, c’est-à-dire 


d 
p(r)= Ÿ eV (30.13) 


Etudions le champ à une distance des charges. Il est commode dans ce 
cas d'admettre que l'origine du relevé est choisie quelque part au voi- 
sinage des charges, de sorte que l'éloignement du point d'observation 
des charges signifie que r © rl. Développons (30.13) en série en se 
limitant aux deux premiers termes. Vu que 


(r — r(n)) ner — rm) Srr— rOenr—rnr — 
ee D ANAL LS 
=r.1 r (1 TE 
(on a utilisé ici la symétrie du tenseur n) et pour € € 1 se vérifient 


les égalités approchées 1/V 1 — 2e Æ 1/(1 — €) = 1 + &, il s'en- 
suit de (30.13) que 


detn Cronr : 
e(r)= nr À en (1 a ae ] | (50.14) 


14* 
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Le premier terme de ce développement est le potentiel du champ de la 
charge sommée e — Ÿe,. On a besoin du champ d’un système de char- 


ges dans l'ensemble neutre, quand e = O0 et le terme suivant du dé- 
veloppement est différent de zéro. Dans ce cas le champ se définit 
principalement par le moment dipolaire 


M=Se,r" (30.15) 


7 


du système des charges, et son potentiel est 


ptr)=Vdetn UT. (30.16) 
(ren-r) 7 


L'intensité du champ L 


E (r)= — grad q= Vdet QE PARME (30.17) 


(rener)Ÿ/* 
tandis que le déplacement 
D(r}=x.E= Ven 2tnnr CnnM (3018 
(rn-r)°/ 


Pour dégager dans ces formules les dépendances de la direction et 
de la distance entre le point d'observation et le dipôle, utilisons de 
nouveau le vecteur unitaire du rayon p: 


—— Mn-p 4 
=) dtn —— —, 30.19 
dt np} EN 
a 3(M-n-p)hn-p—(p-n-phn:M_ 1 
E=V dt nan ————#%° ——— — |, 30.20 
CT (p-n-p)°/? dj ) 
rss Men-p) p—(p-n-p) M 1 
D =Y dt — °° —, 30.21 
Fe (p-n- p)%/? F ) 


Dans un milieu isotrope, parmi les surfaces équipotentielles l’uni- 
que plan est celui qui passe par leÏdipôle et est perpendiculaire au vec- 
teur du moment dipolaire #. Dans un milieu anisotrope, un rôle 
identique remplit le plan passant également par le dipôle et perpen- 
diculaire non pas au vecteur M mais au vecteur n- M. Dans un milieu 
isotrope en tous les points se trouvant sur l’axe du dipôle (p || #) 
les vecteurs E et D sont dirigés suivant le même axe (E I D || M). 
Dans un milieu anisotrope seul le vecteur D est dirigé en ces points 
suivant l’axe du dipôle, tandis que le vecteur E est parallèle au vec- 
teur n°. Quant au décroissement du potentiel et des grandeurs abso- 
lues des vecteurs du champ avec l'éloignement du dipôle suivant tout 
rayon, il est dans un milieu anisotrope le même que dans un milieu 
isotrope : le potentiel chute comme 1/r°, l'intensité et le déplacement 
comme 1/r. 
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$ 31. Pyroélectriques 


On appelle matériaux pyroëlectriques ou pyroëélectriques les cristaux 
se caractérisant par un vecteur de polarisation spontanée P(°) dif- 
férant de zéro ou un déplacement spontané D()= 4nP(9. L’équation 
matérielle de l’électrostatique pour les cristaux pyroélectriques 


D=D®+%.E (31.1) 


concurremment aux équations électrostatiques classiques et aux con- 
ditions aux limites permet de déceler le comportement de ces cris- 
taux en l’absence d'un champ électrique extérieur. Considérons, par 
exemple, une sphère de rayon R en cristal pyroélectrique; utilisons 
dans ce cas, comme dans le problème de la sphère cristalline du $ 28, 
les tenseurs indéterminés f et y qui ne dépendent que de *. Îl est na- 
turel de s’attendre que le moment dipolaire de la sphère sera 


M = R%y -DO), (31.2) 


le champ à l'extérieur de la sphère se déterminant par ce moment 
dipolaire, de sorte que son potentiel 


po = (R/rÿ r-y-D), (31.3) 
tandis que le champ à l’intérieur de la sphère est homogène: 
qi) = —r.p.D(), (31.4) 
Des conditions aux limites il s'ensuit 
R-(B +y)-DO = 0, (31.5) 
R-(xB — 2y +I)-DO = 0, (31.6) 


où R est le vecteur-lieu d'un point arbitraire de la surface de la 
sphère. La solution du problème électrostatique n'aurait pas varié si 
l’on pouvait communiquer arbitrairement, avant l'expérience, au 
cristal un déplacement spontané D(® quelconque fixé à l'avance 
sans modifier en même temps sa constante diélectrique x et, partant, 
les tenseurs B et y. On peut donc considérer les directions des vec- 
teurs R et D) quelconques et passer des égalités (31.5) et (31.6) aux 
équations tensorielles 


B+y—=0, »%x-B— 2% +I = 0. 
En les résolvant, on obtient 


vy=—$B—= (x + 2-1 (31.7) 
Ainsi, il se forme autour du pyroélectrique un champ d'intensité 
ED = —grad qgf9 = (RS/r$) (3rr — r°l) (x + 21)-1. D, (31.8) 


qui diminue à mesure de l'éloignement du cristal comme Â/r5, tandis 
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qu’en son sein apparaît un champ homogène d'intensité 


EU) = — (x +2])-:.D0) (31.9) 
et de déplacement 
D) = DO LE = — (x L2D-EUL %-EÙ = — 2EÙ, 
(31.10) 


qui, comme on le voit, n’est pas égal au déplacement spontané. Les 
champs des vecteurs de déplacement et de l'intensité sont représentés 
sur la figure 31.1. 
FL Les cristaux pyroélectriques d’une 
autre forme en l’absence de champ 
extérieur se comportent apparemment 
de façon analogue. Le champ en leur 
sein n’est plus homogène, mais ce qui 
importe, en général, c’est qu'il est 
différent de zéro. Ils créent autour 
d'eux un champ qui, il est vrai, ne 
s'identifie au champ du dipôle qu’à 
une distance dépassant sensiblement 
les dimensions linéaires du cristal, 
E tandis qu'au voisinage de ce dernier 
il est plus ou moins déformé suivant 
la forme du cristal. Mais la présence 
de champs à l'extérieur et à l'intérieur 


SE LE du cristal est un trait commun de 

a) b) tous les cristaux pyroélectriques quelle 
que soit leur forme. 

Fig. 31.1. Disposition récipro- Il est toutefois évident que les 


que des vecteurs de déplacement conditions réelles d'existence des cris- 
spontané et de l'intensité d'un taux excluent la possibilité de persis- 
champ électrique dans une Rat 
sphère en cristal pyroélectrique tance infinie de ces champs. Tous 
de classe 1 ou m (a) et de toute les diélectriques possèdent une conduc- 
autre classe pyroélectrique (b). tibilité différente de zéro si petite 
qu'elle soit et, par suite, il se produit 
dans le cristal un lent transfert de charge; quant au champ des 
charges déplacées vers la frontière, il s'oppose aussi bien au champ 
extérieur du cristal qu'au champ en son sein. De plus, il existe 
toujours dans l'air une certaine quantité d'ions qui, sous l’action 
du champ extérieur au cristal, sont attirés vers telle ou telle partie 
de la surface du cristal, suivant le signe de la charge, leurs champs 
s'opposant également au champ du cristal en l'équilibrant. 
C'est pourquoi les propriétés pyroélectriques du cristal sont ob- 
servées et mesurées en faisant varier suffisamment vite sa tempéra- 
ture. car la polarisation spontanée est fonction de cette dernière. 
D'où l'appellation du phénomène lui-même, pyroélectricité, « pu- 
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ros » signifiant en grecque « feu ». On mesure donc non pas la polari- 
sation spontanée elle-même mais sa variation avec l'élévation de la 
température. En première approximation elle est linéaire: 


PO(T) — PO(To) = P (T — To). (81-11) 


Le vecteu. p est appelé vecteur des coefficients pyroélectriques. Toutefois 
la caractéristique fondamentale d'un pyroélectrique, déterminant ses 
possibilités d'application pratique, est le facteur pyroélectrique plx 
qui est égal au rapport de la grandeur absolue de son coefficient pyro- 
électrique p à la composante normale du tenseur de la constante 
diélectrique en direction de l’axe pyroélectrique x = p-x-p/p°. 

L'application pratique de l'effet pyroélectrique n’est devenue 
possible qu’il y a quelques années avec la mise en œuvre de la pro- 
duction industrielle des cristaux à grandes valeurs du coefficient 
pyroélectrique (principalement des matériaux ferroélectriques *)). 
En premier lieu il faut nommer le sulfate de lithium et le séléniate 
de lithium dont les coefficients pyroélectriques se sont avérés d’un 
ordre supérieur à tous les matériaux pyroélectriques connus jusque-là. 
L'inconvénient des nouveaux matériaux pyroélectriques est la forte 
dépendance du coefficient pyroélectrique de la température et, 
partant, l'instabilité du phénomène pyroélectrique. Un effet pyro- 
électrique important est également propre à certaines textures, en 
particulier aux céramiques en titanate de baryum. 

Les cristaux pyroélectriques sont utilisés dans les thérmomètres 
électriques, permettant de mesurer la température jusqu'à 10 K 
près, ainsi que pour la construction de récepteurs sensibles de flux 
de chaleur à variations rapides, en particulier, du rayonnement in- 
frarouge. Sous ce rapport l'application des cristaux pyroélectriques 
est à grande perspective. 


$ 32. Courant continu dans les cristaux 


Dans les cristaux conducteurs, en présence d’un champ électri- 
que E il apparaît un courant électrique de densité 7. Les équations 
fondamentales du courant électrique continu dans des milieux aniso- 
tropes sont identiques à celles des milieux isotropes: 


rot E = 0, (32.1) 
d’où il s’ensuit l’existence d’un potential p: 
E = — grad q, (32.2) 


*) Les matériaux ferroilectriqu2;s sont un groupe important et curieux 
des substances pyroélectriques. Voir pour ces derniers $ 65. 
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ainsi que l'équation de continuité du courant 
div 7j = (. (32.3) 


Avec la traversée de l'unité de volume du matériau conducteur par 
un courant électrique il se dégage en l'unité de temps une chaleur 


Q = E:j. (32.4) 
Dans les cristaux la loi d’'Ohm est remplacée par la relation linéaire 
générale | 

]J =0-E (32.5) 
ou 


E = p:j, (32.6) 


où le tenseur de second ordre © est appelé tenseur d'électroconductibilité 

spécifique, et p — ©”?! fenseur de résistance spécifique. Au moyen de ces 

tenseurs la chaleur joule Q peut être représentée sous deux formes 
équivalentes : 

Q=E:6.E = OkEiE hr, (32.7) 

Q=jp-j = pair. (32.8) 

La thermodynamique des phénomènes irréversibles permet de 
préciser sensiblement les formules (32.5) et (32.6). En premier lieu, 
bien que la symétrie des cristaux des classes pyroélectriques n’exclue 
pas l'apparition dans les formules (32.5) et (32.6) des termes constants 
j9 et E) respectivement, selon la thermodynamique des phénomè- 
nes irréversibles ces termes doivent disparaître. En second lieu, les 
tenseurs © et p doivent être symétriques. En troisième lieu, toutes 
leurs valeurs propres doivent être positives (voir $ 76). 

L'influence de la symétrie des cristaux sur leur électroconductibi- 
lité est étudiée de la même façon que l'influence de la symétrie sur 
les propriétés diélectriques. Notons que les vecteurs propres des 
tenseurs de propriétés diélectriques et des tenseurs caractérisant 
l'électroconductibilité ne coïncident que dans les cas quand leurs 
directions sont déterminées par les éléments de symétrie du cristal. 
Quant aux vecteurs propres des tenseurs © et p, ils coïncident tou- 
jours, vu que ces tenseurs sont inverses l’un de l’autre. 

Calculons la conductibilité électrique d’une plaque cristalline 


d’aire S et d'épaisseur d(d& VS); le vecteur unitaire normal à la 
plaque est n. Les faces de la plaque étant métallisées, le champ s’y 
identifie au champ d’un condensateur à lames parallèles : 


E = (UId) n, (32 9) 


où U est la différence des potentiels sur les faces de la plaque. Par 
conséquent, la densité du courant 


j = (Uld) cn, (32 10) 
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tandis que le courant total passant par la plaque 
I = Sn-j = (SU/djn-o-n. (32.11) 


Ainsi, la composante normale du tenseur de conductibilité électrique 
joue dans ce cas le rôle de la conductibilité électrique spécifique 
dans la direction concernée. Quant à la résistance de la plaque cris- 
talline, elle vaut 

ne — (32.12) 


TI  _ S n-o.n? 


de sorte que le rôle de Ia résistivité de la plaque cristalline dans la 
direction # est rempli par la grandeur 1/(#7-0-n); généralement par- 
lant, cette dernière n'est pas égale à la composante normale r-p-r 
du tenseur de résistivité. 

Considérons le problème en un certain sens contraire : calculons 
la résistance d’un barreau cristallin de longueur d et de section trans- 
versale S (45 VS); le vecteur unitaire # définit la direction de 
l'axe du barreau. Il est clair que dans ce cas 


j = (S)n, (32.13) 
d’où 
E = (1/S)p:n, (32.14} 
tandis que la différence de potentiels aux bouts du barreau 
U = dn°E = (Id'S)n-p-n. (32.15) 


Dans la situation donnée le rôle de la résistivité en direction # est 
joué par la composante normale du tenseur de résistivité 2-p-n, 
tandis que le rôle de la conductivité par la grandeur inverse 1/(7-p-n). 

De ces deux problèmes on peut tirer la conclusion suivante: les 
expressions telles que « grandeur de résistivité en direction donnée », 
« grandeur de conductivité en direction donnée » et, en général, 
« grandeur caractérisant une propriété dans la direction donnée »# 
n’acquièrent un sens déterminé qu'avec la précision de la situation 
dans laquelle est mesurée la propriété concernée (comp. les formu- 


les (30.8) et (30.12)). 


$ 33. Conductibilité calorifique des cristaux 


La conductibilité calorifique des solides isotropes est déterminée 
sur la base de la proportionnalité du flux de chaleur g au gradient 
de température grad T: 


q = —ÀgradT (33.1) 


(le signe moins est choisi pour que le coefficient de conductibilité 
calorifique À soit toujours positif: le flux de chaleur est dirigé du 
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<ôté de l’abaissement de température). Il est tout naturel de généra- 
liser cette loi aux corps anisotropes 


g = —h-gradT. (33.2) 


Cette formule est tout à fait analogue à la formule de la théorie de 
conductibilité électrique des cristaux (32.4) qui peut être écrite 
sous forme 


J = — o-grad y. (33.3) 


Le tenseur de conductibilité calorifique À, de même que le tenseur 
de conductibilité électrique ©, est symétrique et toutes ses valeurs 
propres sont positives. 

Apparemment, div g est égal à la quantité de chaleur émanant de 
l'unité de volume du corps par unité de temps. La variation de 
température dans ce volume en l'unité de temps vaut — div q divisé 
par la capacité thermique de l'unité de volume, c’est-à-dire par cp, 
où cest la chaleur spécifique (capacité thermique de l'unité de mas- 
se), o la densité. De là on tire l'équation de conduction de la chaleur 
dans les cristaux 


OT 


a L. 
TT = di q=— dix (A-gradT). (33.4) 


Puisque le tenseur de conductibilité calorifique à est indépendant, 
<omme p et c, des coordonnées. on peut le faire sortir du signe de 
différentiation, introduire le {enseur de conductibilité thermique 
k& = (1/oc) et écrire l’équation de conduction de la chaleur sous for- 
me 

6T _, OT 


ot  UOGzjor;" (33.5) 


Si en chaque point du corps 4T/ôf = 0, on est alors en présence 
d'un flux de chaleur stabilisé ne variant pas dans le temps. Dans ce 
cas, en supprimant le facteur 1/cp maintenant inutile, on obtient 
de (33.5) l'équation 

oT 


4j “Oz; 07; — 0, (33.6) 


tout à fait analogue à l'équation du potentiel dans la théorie du cou- 
rant continu. Dans ces conditions la conductibilité calorifique des 
barreaux et plaques cristallins se calcule évidemment suivant des 
formules absolument analogues à celles obtenues au paragraphe 
précédent. A la différence de potentiels correspond maintenant la 
différence de températures, à l'intensité du courant la quantité de 
chaleur traversant en 1 s le barreau ou la plaque, à l'intensité du 
champ électrique le gradient de température pris avec le signe con- 
traire, au vecteur de densité du courant le vecteur de flux de chaleur. 
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Etudions les champs de températures engendrés dans les cristaux 
par un chauffage uniforme, c’est-à-dire avec élévation de la tempé- 
tature du milieu environnant à une vitesse constante k [K/c]. Il va 
de soi qu'un refroidissement uniforme est étudié identiquement, mais 
h est considéré négatif. Après une période d'établissement *), on 
peut considérer qu’en chaque point du cristal la température croit 
à la vitesse k. On peut alors rechercher la solution de l'équation de 
conduction de la chaleur (33.5) sous forme 


T(r,t)=Ot(r) + ht; (33.7) 
la fonction ® satisfait à l'équation 
6°® 


Soit une plaque cristalline d'épaisseur 2a chauffée uniformément 
à partir des faces n-r = +a. n est ici un vecteur unitaire de la nor- 
male au plan de la plaque. r le vecteur-lieu relevé d’un point situé 
dans le plan moyen de Ja plaque. Introduisons la coordonnée 
z=n-r = n;1,; Apparemment, la température est une fonction de z 
et du temps f, avec 


Or, Ori 02 
L'équation (33.8) s’écrit maintenant ainsi: 
d'O 
kignn; = h, (33.9) 


et comme la température du milieu est la même des deux côtés de la 
plaque O (—a) = ® (a). Donc la solution de l'équation (33.9) est 
de la forme 
Lo) 

2kijnin] 
où B est une constante, pour l'instant inconnue, qui se détermine sur 
la base des conditions aux limites. En particulier, si l'on adopte que 
la température T (+a, t) est égale à la frontière du cristal à celle du 
milieu environnant 7, (t) on a alors 

ha? 

B = To (0) 7 2khigrn;* 

Habituellement les cristaux sont chauffés dans l'air ou dans un autre 
gaz. La température des couches superficielles du cristal retarde plus 
ou moins alors sur celle du milieu environnant. La condition aux 
limites correspondant à cette situation, si l'on ne tient pas compte de 


O (z) = z+B, (33.10) 


*) Sa durée est proportionnelle au carré des dimensions linéaires du corps, 
inversement proportionnelle à la conductibilité thermique et est fonction des 
conditions d'échange de chaleur à la frontière du corps, en s’accroissant sen- 
siblement avec la détérioration de ces dernières. 
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l'échange de chaleur dû au rayonnement, prend la forme 


PELLE HIT ()—T(E 0 d)), (33.11) 
où H est le coefficient caractérisant les conditions d'échange de cha- 
leur à la frontière du cristal avec le milieu environnant: H = 0 
marque l’absence totale de flux de chaleur à travers la surface du 
cristal, pour H — la température des couches superficielles du 
cristal T (Ha, €) tend vers la température du milieu environnant 
T, (t). A la condition limite (33.11) 


ha*° ha 
5 — To (0) EH 2kijnin; _ Hk;jjnin); : 
le dernier terme est apparemment celui qui caractérise le retard de la 
température des couches superficielles du cristal sur celle du milieu 
environnant. 

La détermination du coefficient #7 présente des difficultés; en 
particulier, on n’a pas encore étudié expérimentalement sa dépendan- 
ce de la direction de la normale à la face du cristal en contact avec 
le milieu environnant. Cependant des informations importantes sur 
la répartition de la température au sein du cristal peuvent être obte- 
nues sans la connaissance de ce coefficient. Comme il le sera montré 
au $ 55, pour le calcul des contraintes engendrées dans le cristal au 
cours de son échauffement (ou refroidissement) il suffit de connaître 
la différence entre la température du cristal au point donné T (2, £) 
et sa température moyenne {7 (t)). Dans le cas concerné 


T(D=z | T (z, t) dz. 


Avec le calcul de la différence 7? — (T ) le terme B, comme d’ailleurs 
le terme ht, est éliminé, et pour le cas d’un chauffage uniforme du 
cristal à la vitesse À on obtient 


Tee | (+) 51. (33.12) 


2k;jnin; a 3 


Pour la symétrie des propriétés physiques des cristaux voir P. Curie (1966); 
Wigner (1971), de même que les cours de la physique des cristaux : Voigt (1928); 
Wooster (1949); Shubnikov, Flint et Boky (1940); Shubnikov (1975): Ney 
(1957); Wooster (1970 et 1973); Koptzik (1958); Bhagavantam (1966); Mason 
(1966); Kleber, Meyer, Schoenborn (1968); Vassiliev (1972); Pérélomova et 
Taguiéva (1972); Sonine (1976); Chaskolskaya (1976, 1978a); Donnay (1973); 
Hartmann (1973). 

Sur les propriétés électriques et la conductibilité calorifique des cristaux 
voir les ouvrages: Ioffe (1932); Born et Huangh K. (1966): Landau et Lif- 
schitz (1957 et 1965); Jdanov (1961); Kittel (1975, 1978); Jeloudev (1968, 
1969, 1976); Slater (1967). 


CHAPITRE IV 


PROPRIÉTÉS OPTIQUES DES CRISTAUX 


$ 34. Ondes électromagnétiques dans des 
cristaux transparents 


La propagation des ondes électromagnétiques dans un cristal 
transparent non magnétique est définie par les équations de Maxwell 


1 90D 3 1 0H 
rot H =— ru DESSeSs, (34.1) 
div D =0, div H=0 (34.2) 
et par l'équation matérielle 
E=nD, E;=niDr (34.3) 


E et H sont ici des vecteurs intensité des champs électrique et 
magnétique, D le verteur de déplacement électrique, c la vitesse de la 
lumière. Les termes correspondant au courant électrique et aux char- 
ges libres manquent par suite de l'hypothèse d'un cristal transparent, 
c'est-à-dire qu'il est supposé être un diélectrique parfait. Si le cristal 
est non magnétique, les vecteurs intensité du champ magnétique H et 
d'induction magnétique B sont égaux l’un à l’autre. 

Le tenseur de l’imperméabilité diélectrique n est fonction de la 
fréquence; pour des fréquences optiques (@ — (2,5—5)-10% c-?), 
c'est-à-dire dans les domaines du spectre visible, ultraviolet et infra- 
rouge, ses valeurs propres se rapprochent beaucoup plus de l'unité 
que dans des champs statiques ou variant lentement. Pour la plupart 
des cristaux, les valeurs propres de n (dans le domaine visible du spec- 
tre) sont comprises entre 0,17 pour le diamant et 0,62 pour la glace. 
Comme en électrostatique, le tenseur n est symétrique : la démonstra- 
tion s’en fonde sur la thermodynamique des phénomènes irréversi- 
bles *). 

Siun champ électromagnétique alternatif se propage dans un cris- 
tal sous forme d'ondes électromagnétiques' planes, la dénendance 
des vecteurs de champ E, D, H des coordonnées spatiales ? et du 


*) Voir Landau et Lifchitz (1957, $$ 76, 88). O1 y démontre la symétrie 
du tenseur de la constante diélectrique. Il est immédiat que le tenseur inverse 
du tenseur de la constante diélectrique est aussi symétrique. 
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temps { se détermine par les formules 
E (r,t)—ÆE, exp (ik-r—iut), 
D (r, t) =D, exp (ik-r—iwt), (34.4) 
H (r, t)=H,exp (ik-r —iwt). 


w est ici une fréquence cyclique, # un vecteur d'onde. Il est per- 
pendiculaire au plan du front d'onde, étant lié aux autres paramè- 
tres de l’onde par les égalités 


=? m- = m—— nm, | (34.5) 
U C 


dans lesquelles m est un vecteur unitaire de la normale d'onde, 
À la longueur d'onde, v sa vitesse de phase. Le rapport de la vitesse 
de l'onde électromagnétique dans le vide à sa vitesse de phase dans 
le milieu concerné 


n = c/v (34.6) 


est appelé indice de réfraction de cette onde électromagnétique dans 
le milieu concerné. Cette définition de l’indice de réfraction est. 
également adoptée pour l’onde dans un milieu anisotrope. 

Comme il a déjà été noté, en généralisant à des milieux anisotro- 
pes les caractéristiques de la substance adoptées en physique des mi- 
lieux isotropes, il faut préciser le mode de généralisation. Dans la 
définition donnée cela a été fait : en optique des milieux isotropes la 
réfraction x du milieu donné d'un côté est égale à 


sin à 
sinr? 


où à est l’angle d'incidence, r l'angle de réfraction, et d’un autre 
côté, au rapport des vitesses de phase de la lumière dans le vide et 
dans le milieu (34.6). C’est justement la seconde propriété de l'indice 
de réfraction qui est utilisée dans la généralisation de cette notion 
à des milieux anisotropes. 

Dans une onde électromagnétique se propageant dans un milieu 
anisotrope les relations spatiales entre les vecteurs de champ D, H 
et E sont de beaucoup plus compliquées que dans le milieu isotrope. 
Elles sont définies par les équations de Maxwell (34.1) et (34.2); 
dans ces équations il faut porter les expressions (34.4) des vecteurs de 
champ de l’onde. L'action sur les fonctions vectorielles exponentiel- 
les de la forme (34.4) d'opérations rot, div et d/dt se réduit respecti- 
vement à des multiplications vectorielle et scalaire par ik et à la 
multiplication par —iw. Aussi l'équation (34.1) prend-elle pour les 
ondes planes la forme 


k-H=—©D, kxXE=©H, (34.7) 
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tandis que les équations (34.2) ont pour expression 
k-D =0, k-H=tQ. (34.8) 


Les équations (34.8) ne signifient que les vecteurs D et H sont 
perpendiculaires au vecteur d’onde k; mais comme cela se déduit. 


déjà des équations (34.7), on 
peut, tout simplement, laisser 
tomber les équations (34.8). Les 
vecteurs D et H sont situés dans 
le plan du front d'onde: c'est à 
quoi aboutit la transversalité 
des ondes électromagnétiques 
dans des milieux anisotropes. 
De plus, il s'ensuit des équa- 
tions (34.7) la perpendicularité 
réciproque des vecteurs H et D, 
de même que des vecteurs H et E 
(fig. 34.1). 

Bref, dans un milieu aniso- 
trope se conserve l’orthogonalité 
et la coïncidence des phases des 
vecteurs E et H, de même que 


PION dy front 
d'once 


FALON Ss 
DOrTtons 


Fig. 34.1. Relations spatiales entre 

les vecteurs de champ d’une onde 

électromagnétique en milieu aniso- 
trope non magnétique. 


des vecteurs D et H, mais n’est 
pas respectée la colinéarité des vecteurs D et E. 

En simplifiant l'équation (34.7) par w/c, représentons les équa- 
tions de Maxwell des ondes électromagnétiques planes en milieu 
anisotrope sous forme 


nm XH=—D, nmxXE=H. (34.9} 


En éliminant l'intensité du champ magnétique H, on obtient la 
relation entre le vecteur intensité du champ électrique et le vecteur 
de déplacement électrique dans une onde électromagnétique plane 


n°m X (m X E) = —D, 
qui, après des transformations élémentaires, acquiert la forme 


E—mm.E=+ D. (34.10) 


Le premier membre de la relation (34.10) est la composante du 
vecteur E située dans le plan du front d’onde (34.1). Elle est coli- 
néaire au vecteur de déplacement électrique ; quant au rapport de sa 
longueur à la longueur du vecteur de déplacement, il est égal au 
carré du rapport entre la vitesse de l’onde dans le milieu et sa vitesse 
dans le vide. L’onde électromagnétique est toujours transversale, 
mais dans le plan du front d'onde on ne trouve à présent que les 
vecteurs déplacement, les vecteurs intensité pouvant quitter ce plan. 
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En recourant à l'équation matérielle (34.3), éliminons aussi l’in- 
tensité du champ électrique de la relation (34.10) 


1 
(n—mmen).D= D, (nn mm) Di Di. (34.11) 


L'équation vectorielle obtenue définit la vitesse et la polarisation 
de l’onde électromagnétique se propageant à travers le cristal dans 
la direction m. Pour l’étudier, introduisons un repère cartésien spé- 
cial X,X,X,: l’axe X, sera dirigé suivant la normale à l'onde (e; — 
— m), tandis que les axes X, et X,, perpendiculaires entre eux, occu- 
peront le plan du front d’onde. Compte tenu de ce que dans le repère 
spécial, vu la transversalité du vecteur de déplacement électrique, 
D; = 0, écrivons l'équation vectorielle (34.11) dans ce repère 


NuD1 + Mes = nÉD,, NieD1 + NeeDe = nED:; (34.12) 
elle s'est réduite à deux équations scalaires, la troisième présentant 
une identité triviale O0 = (0. 

Le système d'équations (34.12) montre que #7 -* est la valeur pro- 
pre d’un tenseur symétrique bidimensionnel aux composantes 
Mis Mie 


| M2 M2 


tandis que D est son vecteur propre. Il est tout naturel d’appeler ce 
tenseur projection du tenseur d’imperméabilité diélectrique sur le 
plan du front d'onde. Etant bidimensionnel, ses valeurs propres sont 
au nombre de deux, et ce sont les racines de l'équation quadratique 
\ 


= 0; (34.13) 


Mu — 2° M4 
N12 No — nn? 


ces dernières sont, apparemment, égales à 


” 1 VS ET ET 
ni 2= TZ [ (Mis T Nez) + V' (ns — 122)? + (2012)? |. (34.14) 


Ainsi, la vitesse des ondes électromagnétiques se propageant à travers 
un cristal dans la direction m est égale soit à 4) = c/nç, soit à = 
= CÎnçaye : 

À chaque valeur propre nf est associé son vecteur propre D. 
La direction du vecteur de déplacement électrique dans l’onde, se 
propageant à la vitesse v,, est définie par l’une des deux équations 
équipotentes 


nu) D + noD, = 0, noD}" L(ns—ni£) D = 0; (34.15) 
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la direction du vecteur D) peut être obtenue de façon analogue, mais 
il est plus simple de profiter de la perpendicularité réciproque des 
vecteurs D et D) (les vec- 
teurs propres associés à des 
valeurs propres qui ne coïnci- 
dent pas sont orthogonaux 
entre eux, voir $ 19). 

Soient, en particulier, les 
axes des coordonnées X, et X, 
dans le plan du front d'onde 
choisis de manière que n,: = 0 
et M1 >>Nee. Alors les indices 
de réfraction #4) = 1/l/Mu, 
Ney = 1/V 2, tandis que les 
vecteurs de déplacement 
DO || X1, DO | Xe. 

Bref, dans les cristaux a Fig. 34.2. Plans de polarisation et plans 
lieu une biréfringence de la de vibrations de deux ondes en cas de 
lumière: dans le cas général biréfringence. 
la lumière monochromatique 
traversant un cristal dans la direction donnée m donne lieu à la 
formation de deux ondes de polarisation linéaire qui se propagent 
à des vitesses différentes vx, et v,. Les plans de polarisation de 
ces deux ondes sont perpendiculaires entre eux (fig. 34.2). 


Pion cv front d'onde 
des GCU*X Ondes 


(4 
2" 


Plon de vibrations € {a 
Zremière onde et de polcrt 
SCHon Ce la SeCOnR CORTE 


$ 35. Indicatrice optique 


Les calculs menés au $ 34 peuvent être illustrés par une construc- 
tion géométrique simple. La surface caractéristique du tenseur d’im- 
perméabilité diélectrique 


TN7r = 1, rails = 1 (35.1) 


est un ellipsoïde de centre à l’origine des coordonnées qu'on appelle 
indicatrice optique du cristal (on peut démontrer que toutes les valeurs 
propres du tenseur y sont positives, voir $ 22). 

Examinons la section centrale de l’indicatrice optique par le 
plan du front d'onde qui est une ellipse dont tous les points satis- 
font simultanément à l'équation de l’indicatrice (35.1), ainsi qu'à 
l'équation du plan du front d'onde passant par l’origine des coordon- 
nées rx, — 0. L'équation de cette ellipse (dans le même repère spé- 
cialement choisi) est: 


= 1. (35.2) 


13 à 


NT? + 201o%1T0e + NooT 


15—01180 
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Si l'on oriente les axes X, et X, du repère spécialement choisi suivant 
les vecteurs propres du tenseur bidimensionnel 


Mis Mie 
Mis Mo 


alors, puisque les valeurs propres de ce tenseur sont égales à n;, et 
n;5,, l'équation de l’ellipse prendra la forme 


(= ) +( 22 ) 1. (35.3) 


(1) n(») 


? 


Il s'ensuit àe façon évidente que #4, et #7, sont des longueurs des 
demi-axes principaux de l’ellipse. C'est suivant ces demi-axes que se- 
ront orientés les vecteurs de déplacement 

électrique D et D. 
Ainsi, pour déterminer les vitesses et 
ÿ les polarisations des ondes électromagné- 
| > tiques se propageant dans Île cristal dans 
-- toute direction donnée. il suffit d'étudier 
La la section centrale de l'indicatrice opti- 
no que par le plan du front d'onde. c'est-à- 
dire par le plan normal à la direction 
du rayon. Les directions des demi-axes 
principaux de cette section s’identifient 
Fig. 35.1. Section centrale aux directions des vecteurs de dépla- 
de l'indicatrice optique cement électrique de !’onde considérée, 
d'un cristal uniaxe par le et Jes longueurs de ces demi-axes prin- 

plan du front d'onde. | ; : 2 0e 
cipaux sont égales à leurs indices de 
réfraction. 

On a donné une représentation schématique de l'indicatrice opti- 
que à la figure 35.1. S est la section centrale normale à la direction 
de propagation de l’onde, m le vecteur de la normale d'onde. En 
grandeur les demi-axes de l’ellipse sont égaux à 24, et r4). Pour les 
ondes à indice de réfraction n,1, le plan des vibrations du vecteur D 
passe par D) et m, pour l’onde à n4,, il passe par D@) et m. 

Bref, pour déterminer la vitesse, les indices de réfraction et les 
plans des vibrations des ondes se propageant dans le cristal en toute 
direction, il est nécessaire de connaître les grandeurs des demi-axes 
de l’indicatrice optique, sa forme et son orientation dans le cristal. 

Les grandeurs absolues des demi-axes de l’indicatrice optique 
N;, No, N3*) sont des paramètres caractéristiques de la substance. 
Rappelons qu'elles dépendent de la fréquence des vibrations du champ 


*) Par la lettre x on note les indices de réfraction dans une direction quel- 
conque, et par la lettre {V les indices de réfraction suivant les directions des axes 
principaux, qui sont donc les indices de réfraction principaux. 
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électromagnétique *). Quant à la forme et l'orientation de l'in- 
dicatrice, elles sont entièrement fonction de la symétrie du cristal 
(voir $ 22). 


, : Propriétés 
Catégorie du : Formc de l'indicatrice 
Supérieure N(p= Na =M(s) chier : | Isotropes 
Moyenne N=No) E (ss; Ellipsoide de révo- | Uniaxiaux 
lution 
Inférieure Non Æ Me) Æ N(s) | Ellipsoïde triaxial | Biaxiaux 


Dans les cristaux de la catégorie supérieure l’indicatrice optique 


est une sphère de rayon Ÿ = 1/V n. Toutes les sections centrales sont 
circulaires, tous les indices de réfraction sont égaux entre eux, il n’y 
a pas de biréfringence. En ce qui concerne les propriétés optiques, les 
cristaux de la catégorie supérieure sont isotropes. 

Dans les cristaux des catégories moyenne et inférieure la lumière 
monochromatique, quelle que soit la direction de la traversée, se 
décompose généralement en deux ondes polarisées planes. Toutefois 
dans tous ces cristaux il y a des directions privilégiées, des axes opti- 
ques, ou binormales, caractérisés par le fait que les sections normales 
de l’indicatrice optique par le plan du front d’onde sont des cercles. 
Avec un choix quelconque des X, et À, dans le plan du front d’onde 
normal à l'axe optique, la projection du tenseur d’imperméabilité 
diélectrique sur ce plan est munie de composantes || 111 |. de 


0 "y 
sorte que les deux racines de l'équation (34.13) coïncident: nçf, — 


= né) = Mu- Tout vecteur situé dans le plan du front d’onde est 
pour ce tenseur bidimensionnel un vecteur propre. Donc, le long de 
l'axe optique peut se propager une lumière de polarisation quel- 
conque. 

Dans les corps isotropes et les cristaux du système cubique, dont 
l'indicatrice optique est une sphère et toutes les sections centrales 
des cercles, toute direction est un axe optique. 

Dans les cristaux de la catégorie moyenne l’indicatrice optique 
est un ellipsoïde de révolution dont l'équation (dans le repère cristal- 
lophysique) est: 

zÊ+ ri zx à 
RE + He 1. (35.4) 

L'axe de rotation de l’ellipsoïde coïncide avec l'axe de symétrie 

principal du cristal et est son axe optique unique, tandis que sa 


*) De même que de l'influence des facteurs externes, tels que la tempé- 
rature, le champ électrique, les contraintes mécaniques, etc. voir ch. IX. 


15° 
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section circulaire unique, perpendiculaire à l’axe de symétrie prin- 
cipal du cristal, a pour rayon !V,. Les cristaux de la catégorie moyen- 
ne sont optiquement uniaxes. La binormale de l’indicatrice optique 
s'identifie à l’axe de symétrie principal du cristal. 

Dans les cristaux de la catégorie inférieure l’indicatrice optique 
est un ellipsoïde de forme générale; dans le repère construit sur la 
base des vecteurs propres des tenseurs diélectriques pour la fréquen- 
ce considérée *) son équation est: 


CRC 


où V,, V,, N;,sont les principaux indices de réfraction : leurs carrés 
inverses sont égaux aux valeurs propres du tenseur d’imperméabilité 
diélectrique. Ces indicatrices 
possèdent deux sections circu- 
laires et, respectivement, deux 


s KR / binormales, c'est-à-dire deux 

| LK à axes optiques P, et P. 

CR EN (fig. 35.2), les cristaux de la 
ANNE 


NH catégorie inférieure sont opti- 
quement biaxes. L’équation 
(35.1) et son interprétation 


RM 
NN géométrique sous forme de 
jo l'indicatrice optique permet- 


Fig. 35.2. Sections centrales de l'indi- tent de caractériser les pro- 
catrice optique d’un cristal biaxe. priétés des cristaux de façon 
parlante. 

Dans les cristaux de la catégorie moyenne l'orientation de l'axe 
optique est complètement déterminée par la symétrie du cristal: 
l'axe optique (binormale) a toujours pour orientation [001] ou [0001], 
c'est-à-dire cest l'axe de symétrie principal du cristal, le plan 
de base (001) ou (0001) étant la section optiquement isotrope. 

Il s'ensuit de (35.4) que dans les cristaux optiquement uniaxes 
l'un des indices de réfraction #{, est indépendant de la direction, 
tandis que le deuxième n4{, varie suivant la direction. Le premier est 
habituellement appelé « ordinaire » et noté n, (ou :V,). Le deuxième 
est dit « extraordinaire » et se note n.. Ses valeurs varient suivant la 
direction de propagation de l’onde de W, jusqu'à la valeur extréma- 
le N,. Ainsi, n, = N,, tandis que », varie de V, à M. 

Les appellations « ordinaire » et « extraordinaire » tirent leur 
origine de ce que pour l'onde à indice de réfraction »#, le rayon, com- 
me pour les ondes ordinaires dans un milieu isotrope, coïncide avec 


*) Ce repère ne s’identifie au système cristallophysique que pour les cris- 
taux orthorhombiques, pour les cristaux monocliniques il n’a en commun avec 
le système de coordonnées cristallophysique qu'un axe. 


8 35] INDICATRICE OPTIQUE 229 


la normale d'onde, tandis que pour l’onde à indice de réfraction n, 
le rayon dévie de la normale d'onde (voir $ 36). 

La grandeur AN = N, — N, est la mesure de la biréfringence du 
cristal. Si (NV, — N,) > 0, les cristaux uniaxes sont considérés opti- 
quement positifs, l’indicatrice optique est de la forme d’un ellipsoïde 
de révolution allongé suivant l’axe optique. Si (N. — N,)< 0, la 
forme de l’indicatrice optique est un ellipsoïde de révolution aplati, 
et les cristaux sont optiquement négatifs (fig. 35.3). L'exemple de 
cristaux uniaxes positifs nous est fourni par le quartz, des cristaux 
uniaxes négatifs par le calcite (spath d'Islande), le dihydrophosphate 


Axe optique 


Axe oplique 


ZZZ 


f] 


Fig. 35.3. Indicatrices optiques des TT uniaxes optiquement positif et 
négatif. 


de potassium ou d ammonium (KDP ou ADP). Sur la figure 35.3, 
l'aplatissement ou l'allongement sont fortement exagérés. C’est 
seulement pour des cristaux fortement biréfringents, tels que le 
calcite, le salpêtre, le rutile, que la différence entre V, et N, monte 
à 10 %. Le sélénium, le tellure possèdent une énorme biréfringence 
dans le domaine infrarouge du spectre. Mais pour la plupart des 
cristaux la différence entre V, et V, ne dépasse pas des fractions 
du pour cent. 

Dans les cristaux de la catégorie inférieure les deux indices de 
réfraction sont « extraordinaires », c’est-à-dire que leur grandeur est 
fonction de la direction, et leurs rayons incident et réfracté ne sont 
pas dans un même plan. Les cristaux sont optiquement biaxes. 
L'indicatrice optique possède deux sections circulaires. La ligne 
d'intersection des sections circulaires est l’axe principal moyen de 
l'indicatrice optique; elle est perpendiculaire au plan des axes opti- 
ques. Le grand et le petit axes principaux de l’indicatrice optique 
sont les bissectrices d’angles formés par les axes optiques. La symé- 
trie de l’indicatrice optique est mmm. 
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Dans les cristaux du système orthorhombique les axes principaux 
de l’indicatrice optique s’identifient aux axes cristallographiques, 
c'est-à-dire aux axes 2 ou aux normales au miroir m, tandis que le 
plan des axes optiques coïncide avec les plans (100), (001) ou (010). 

Dans les cristaux monocliniques l’un des axes de l'indicatrice 
passe toujours le long de l’axe 2 ou suivant une normale à m, c’est-à- 
dire coïncide avec l'axe X,: les directions des deux autres axes si- 
tués dans le plan (010) sont indépendantes de la symétrie du cristal. 


Mn . 
d) e) 


Fig. 35.4. Projections stéréographiques d’axes d’indicatrice et de plans d'’axes 
optiques des cristaux biaxes: orthorhombiques (a. b, c), monocliniques (d, e) 
et tricliniques (/). 


Le plan des axes optiques est soit parallèle au seul miroir soit situé 
dans le plan de la zone à laquelle appartient l'axe X2. 

Enfin dans les cristaux tricliniques l'orientation de l’indicatrice 
n'est habituellement aucunement liée à la symétrie du cristal, et 
elle doit être définie pour chaque substance. 

Les projections stéréographiques des axes optiques et des axes 
principaux de l’indicatrice des cristaux de la catégorie inférieure 
sont présentées sur la figure 35.4. 

Pour désigner les indices de réfraction principaux associés aux 
demi-axes de l’indicatrice optique du cristal, on se sert parfois de 
notations symboliques standard: W, indice de réfraction le plus 
grand, V,, indice de réfraction moyen, V, indice de réfraction le 
plus petit. Dans ces notations, pour un cristal uniaxe la biréfringence 
AN = Ny— N3, et pour le biaxe NV, — Nu, Ng — Np, Nm — Np; 
toutefois, habituellement on ne caractérise les cristaux biaxiaux que 
par la différence maximale AN = N, — N,. Remarquons que la 
biréfringence et les indices de réfraction se mesurent par des méthodes 
différentes et avec une précision non identique. 
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L’angle V entre le grand axe principal de l'indicatrice optique 
d’un cristal biaxe et l’axe optique se détermine par la formule 


te V — Va (35.6) 
None 


tandis que l’angle entre les axes optiques vaut 2V. Il est admis de 
considérer un cristal biaxe optiquement positif si 2V << 90° et le 
grand axe principal de l’indicatrice s’identifie à la bissectrice de 
l'angle aigu et le petit axe de l’angle obtus; un cristal biaxe est 
optiquement négatif si 2V => 90° et le grand axe principal de l'indi- 
catrice s’identifie à la bissectrice de l’angle obtus et le petit axe de 
l'angle aigu. Si l'indice de réfraction moyen {V,, est proche du plus 
grand :V, ou du plus petit W,, l’angle V est alors voisin de 0 ou de 
90°, tandis que le cristal se rapproche par ses propriétés optiques 
respectivement des cristaux uniaxes positifs et négatifs. Au contraire, 
si l'indice de réfraction moyen satisfait à l'égalité 


2NR = Nÿ + N°, 


les axes optiques sont perpendiculaires entre eux (VŸ — 45°), le 
cristal n'étant ni positif ni négatif et par ses propriétés optiques 
s’écarte le plus des cristaux uniaxes. 

Remarquons que toutes ces définitions n'acquièrent une signifi- 
cation que si la longueur d'onde de la lumière est donnée et la tem- 
pérature est constante. À cause de la dispersion de la lumière, il se 
peut qu'une mème substance soit optiquement positive pour une 
longueur d'onde et négative pour une autre (voir infra $ 39). 


Bref, pour une caractéristique complète des proprietés optiques des cris- 
taux. il faut mesurer les grandeurs suivantes: 

Pour les cristaux de Ja catégorie supérieure — N, 

Pour les cristaux de Ja categorie moyenne — Né, N 

Pour les cristaux de la catégorie inférieure — N,, FAN p- 

De plus, pour les cristaux de la catégorie inférieure, il faut déterminer 
l'orientation des axes optiques principaux de l'indicatrice optique et les direc- 
tions des binormales. 


. le signe optique, 


? 


Pour conclure, soulignons encore une fois la profonde différence 
entre la nature de la propagation des ondes électromagnétiques dans 
les milieux isotropes et anisotropes. Dans un milieu isotrope trans- 
parent peuvent se propager en toute direction des ondes lumineuses 
de polarisation quelconque, et, partant, des mélanges d'ondes lumi- 
neuses de différentes polarisations (la lumière naturelle). Au contrai- 
re, dans un milieu anisotrope transparent, dans une direction donnée 
(si ce n’est pas un axe optique) ne peuvent se propager que des ondes 
lumineuses de deux polarisations rigoureusement déterminées et 
avec des vitesses différentes; quant à la lumière naturelle 
(c’est-à-dire une lumière à polarisation quelconque), elle ne peut se 
propager que suivant les axes optiques. 
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Comme on le montrera plus loin, les différences de symétrie des 
cristaux entraînent des différences dans la nature de la polarisation 
de la lumière qui s’y propage: les cristaux à centre de symétrie se 
caractérisent par une polarisation linéaire, ceux qui ne possèdent pas 
de centre de symétrie par une polarisation elliptique et circulaire. 

Cette particularité de propagation de la lumière dans les cristaux 
n'est pas liée aux propriétés spécifiques des ondes électromagnétiques 
ni à la structure interne des cristaux, mais seulement à leur aniso- 
tropie. Les ondes élastiques se propageant dans un milieu anisotrope 
sont également polarisées de façon rigoureusement déterminée 
(voir $ 96). 


$ 36. Ondes et rayons. Principe de dualité. 
Ellipsoïde de Fresnel 


Le vecteur du flux d'énergie (vecteur de Poynting) est égal 
dans une onde électromagnétique, comme il est connu, à 


S=-—EXH; (36.1) 


le vecteur unitaire de cette direction s est appelé recteur radial. Si 
dans un cristal transparent on dispose sur la voie suivie par l'onde 


<e 


Fig. 36.1. Onde et rayon dans un milieu anisotrope. 


lumineuse un écran opaque muni d'un diaphragme suffisamment 
étroit *), la direction du rayon passant par ce diaphragme est juste- 
ment définie par le vecteur s (fig. 36.1). 


*) Toutelois, la largeur du diaphragme doit être de beaucoup plus grande 
que la longueur de l'onde lumineuse. 
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Dans un milieu isotrope, pour une onde émanant d'une source 
ponctuelle la surface d'onde (c’est-à-dire le lieu géométrique de 
points que l’onde de même phase atteint en un temps t) a la forme 
d'une sphère ; la direction du rayon s’identifie à celle de la normale 
au front d’onde, c’est-à-dire au plan tangent à la surface d'onde à 
l'instant t. 

Dans un milieu isotrope, les vitesses de phase et de groupe [peuvent 
différer en grandeur, mais coïncident en direction. La vifesse de phase, 
ou vitesse normale, de l’onde cv est la vitesse de propagation du front 
d'onde dirigée suivant la normale au front d'onde. La vitesse de 
groupe, ou vitesse radiale, c'est la vitesse u du rayon, c’est-à-dire la 
vitesse de transfert d'énergie colinéaire au vecteur de Poynting S. 
Dans un milieu isotrope, les vecteurs v et w sont colinéaires. Mais 
dans un milieu anisotrope ils peuvent s'avérer non colinéaires. 
A savoir, si les directions des vecteurs E et D dans une onde électro- 
magnétique sont différentes, alors sont aussi différentes (en formant 
le même angle) les directions des vecteurs s et #. En effet, il s'en- 
suit de façon évidente de la définition du vecteur de Poynting 
(36.1) que les vecteurs E, H et s, ainsi que D, H et m, constituent le 
triplet de vecteurs à droite, mais si E et D ne sont pas colinéaires, le 
rayon s et la normale au front d'onde "= sont aussi non colinéaires, 
et, par suite, ces deux triplets ne s’identifient plus (voir fig. 34.1 
et 36.1). Dans ce cas les vitesses de phase v et de groupe uw sont 
aussi dirigées différemment, en formant entre elles un angle #. La 
vitesse de groupe d’une onde lumineuse ou, ce qui revient au même, 
la vitesse d’un rayon lumineux 

. (2 2. U 
HT cosy ms 
De cette façon, elle coïncide avec la vitesse de phase en grandeur 
et en direction, ou bien elle dévie de la vitesse de phase en direction 
et la dépasse en grandeur. La grandeur inverse de l'indice de ré- 
fraction du rayon 
g = ulc (36.2) 


est liée à l’indice de réfraction nr par la relation 
1 _ 
ms CcosŸ° 


nqg — (36.3) 


Il s'ensuit de façon évidente de la formule (36.1) que le vecteur 
radial est perpendiculaire aux vecteurs d'intensités des champs 
électrique et magnétique: 


SE =0, s-H =. (36.4) 
Sur cette base, calculons 
s XD = —ns X (m X I) = n(s-mH — s-Hm) = (n cosy) H, 
sXH=nsX(mXE)=n(s- Em —smE) = —(n cos) E. 
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Ces relations rappellent fortement les équations de Maxwell déduites 
au $ 34 pour une onde lumineuse plane sous forme (34.9). Pour 
expliciter, transformons légèrement ces formules et écrivons-les en 
leur associant les équations (34.9) complétées par des équations maté- 
rielles appropriées (x étant le tenseur de constante diélectrique pour 
la même fréquence w): 


Equations de Maxwell 


pour l'onde lumineuse pour le rayon lumineux : 

nm>:H=—D, gsx< H=— —E, >: 

nm > E =: H, 4:2) gs X D = H. (36.5) 
E=n-D, (34.2) = —%-E. (36.6) 


Ainsi, dans un cristal transparent non magnétique le système 
d'équations de l’onde se transforme en un système d'équations 
d'un rayon après substitution 


ED, D—E, H—H, m—s, n—q, n—%x. (36.1) 


Cela permet d'obtenir par une voie toute formelle (par substitution 
de (36.7)) à partir de toute relation d'onde une relation correspon- 
dante pour les rayons (et réciproquement). 

Le principe de dualité postule: toute relation vérifiée pour les 
grandeurs E, D, H.m,n, nou D, E, H, s, q, x est respectée si l'on 
effectue la substitution en se conformant à la règle (36.7). 

Le rôle joué dans le cas d'ondes lumineuses par l'indicatrice 
optique est rempli pour les rayons lumineux par l'ellipsoïde de Fresnel 


OT = A,  KXintilr = 1 (36.8) 


constituant la surface caractéristique du tenseur de constante dié- 
lectrique. 

Pour les corps isotropes et les cristaux du système cubique, 
l’ellipsoïde de Fresnel est une sphère de rayon qg = 1/n = 1/V «. 

Pour les cristaux uniaxes, l’ellipsoïde de Fresnel est un ellipsoïde 
de révolution. Dans un repère cristallophysique son équation est 

Na(ai +) + Nir=1 (36.9) 
(les carrés des indices de réfraction principaux sont les inverses des 
valeurs propres du tenseur n et, partant, sont égaux aux valeurs 
propres du tenseur x qui lui est inverse). L’ellipsoïde de révolution 
possède une section circulaire perpendiculaire à l’axe optique prin- 
<ipal du cristal. 

Dans les cristaux uniaxes optiquement positifs, l'ellipsoïde de 
Fresnel est aplati, dans les cristaux optiquement négatifs il est 
allongé (fig. 36.2). 

Les cristaux biaxes possèdent un ellipsoïde de forme générale à 
deux sections circulaires (fig. 36.3). Dans le repère construit sur la 
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Fis. 36.2. Surfaces d'indices de réfraction des cristaux uniaxes : a) optiquement 
négatif. b) optiquement positif. 


Fig. 36.3, Surface d'indices de réfraction des cristaux biaxes en trois projec- 
tions. 
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base des vecteurs propres des tenseurs électriques, l’équation de cet 
ellipsoïde est 
N'a + Nir, + Nixi= 1. (36.10) 


Les axes principaux de l’indicatrice optique et de l’ellipsoïde 
de Fresnel coïncident toujours pour une lumière monochromatique 
de même fréquence, vu que les tenseurs inverses l'un de l’autre 
possèdent des vecteurs propres identiques. 

Pour déterminer les vitesses et les polarisations des rayons se 
propageant dans le cristal dans la direction s, il faut procéder à 
l'étude de la section centrale de l’ellipsoïde de Fresnel par un plan 
perpendiculaire à la direction des rayons. Dans le cas général c’est 
une ellipse. Dans cette direction se propagent alors à des vitesses 
différentes et avec des normales d'onde différentes deux rayons 
polarisés dans des plans orthogonaux. Les longueurs des demi-axes 
principaux de l’ellipse Qi et Qc Sont proportionnelles à leurs 
vitesses : | 

Uen) — GC  U(ay — Gex, (36.11) 


tandis que les directions des demi-axes principaux s’identifient à 
celles du vecteur intensité du champ électrique EN et El). Si, 
par contre, la direction s s'avère nerpendiculaire à la section cir- 
culaire de l’ellipsoide de Fresnel, alors dans cette direction peut se 
propager un rayon de lumière naturelle à la vitesse uv, définie par le 
rayon gq de cette section circulaire: u = qgc. Pour les corps isotropes 
et les cristaux cubiques g = 1/n, pour les cristaux uniaxes q = 1/N,, 
pour les cristaux biaxes q — 1/N,. Les directions perpendiculaires 
aux sections circulaires de l’ellipsoïde de Fresnel sont appelées axes 
optiques radiaux ou biradiales. Dans les cristaux uniaxes les bira- 
diales s’identifient aux binormales, dans les cristaux biaxes elles 
ne coïncident pas mais se situent, toutes les deux, dans le plan des 
axes optiques. 

Pratiquement, pour le calcul des vitesses et des polarisations des 
rayons, il est commode d'utiliser un repère spécial avec l'axe ZX; 
dirigé suivant le rayon et les axes X, et X, perpendiculaires au rayon. 
Après avoir calculé dans ce repère les composantes du tenseur de la 
constante diélectrique >*x, on obtient sans peine de l'équation 

Xuy —q? Æjo 
ur e _|=0 (36.12) 
#12 22 — 4 
les grandeurs qu) et 42, ensuite, à l’aide de la formule (36.11), les 
vitesses radiales. La direction du vecteur E se définit à partir de 
l'une des équations 


(xs — 9) 5° + %32£8 = 0, 
442Æ)° + (ta — des) Er = 0, 
quant au vecteur E(), il lui est perpendiculaire. 


(36.13) 
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Soulignons que la dualité entre les ondes et les rayons exprimée 
par les substitutions (36.7) ne se manifeste qu'au sein du cristal, 
mais non pas à sa surface. Les conditions aux limites des vecteurs D 
et Æ étant absolument différentes, la réflexion et la réfraction des 
rayons lumineux à la surface du cristal diffèrent essentiellement 
de la réflection et de la réfraction des ondes lumineuses au sein du 
cristal. 


$ 37. Résolution du problème de propagation 
de la lumière dans un cristal attaché à un 
repère arbitraire 


Le problème de la propagation des ondes électromagnétiques 
planes dans un milieu anisotrope présente un intérêt si important 
qu'il est rationnel d’en chercher la solution dans un repère cartésien 
arbitraire non lié ni à la direction de propagation de la lumière ni 
aux axes optiques principaux de l’indicatrice optique. 

Soit m un vecteur unitaire de la normale au front d'onde électro- 
magnétique plane d’une fréquence w, tandis que n = n (w) est le 
tenseur d'imperméabilité diélectrique à la fréquence concernée. 
Dans un repère cartésien arbitraire l'équation de l’indicatrice optique 
prend la forme 


Manturs =, renr = 1, (37.1) 


quant à l’équation du plan parallèle au front d'onde passant par son 
centre, elle est 


MIT; — 0, mr — 0. (31.2) 


La section de l'indicatrice optique par ce plan est une ellipse; 
tous ses points satisfont aux deux équations. Les directions et les 
longueurs des demi-axes principaux de cette ellipse s'identifient 
respectivement aux directions des vibrations et aux indices de ré- 
fraction des ondes électromagnétiques de normale »#7 se propageant 
dans le cristal considéré. 

Les longueurs des demi-axes principaux de l’ellipse sont la plus 
grande ou la plus petite distances des points de l’ellipse à son centre. 
On peut donc obtenir les indices de réfraction et les directions des 
vibrations en cherchant la distance au centre de l’ellipse des points 
qui en sont le plus et le moins éloignés, ainsi que les directions du 
centre de l’ellipse dans lesquelles ils sont situés. 

Le vecteur-lieu de tout point r = z;e,; peut être écrit sous la 
forme 


TND, Li = NP (37.3) 


où n est la longueur de ce vecteur, et p le vecteur unitaire de même 
direction : 


pp=1, pipi =. (37.4) 
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Mais alors, l'équation de l’indicatrice optique (37.1) devient 


nNixPiPr = À, np-n-p = 1. 
Pour les points de l’ellipse le vecteur unitaire p satisfait à l'équation 
Mipà=0, m-p=0. (37.5) 
Ainsi, la distance de tout point de l’indicatrice optique au centre de 
cette dernière vaut 
.. 1 , 1 

VniRPiPR VPn-p 
où p est un vecteur unitaire indiquant la direction émanant du centre 
dans laquelle est situé le point. Si ce point appartient à l’ellipse. 
les composantes p; du vecteur unitaire p doivent encore satisfaire à 
la relation (37.5). 

La fonction n-°(p) acquiert des valeurs extrémales pour les 
mêmes valeurs de p; que la fonction » (p), mais elle est beaucoup 
plus commode pour l'étude que cette dernière. Ainsi, le problème 
s'est réduit au suivant : pour quelles valeurs de p; sont atteintes et 
que valent les valeurs extrémales de la fonction 

_— 
n° (P1r Pas Pa) 


si sont remplies les conditions complémentaires 
Ds (Pas Per Pa) = Papa — 1 = 0, 


De (Pas Per Ps) = Muipi = 0. 


Pour résoudre ce problème, utilisons la méthode des facteurs 
indéterminés de Lagrange. Composons la fonction 


1 1 1 
F(P1 Ps P)= 5-7 37 10 +ud,— 


n 


= Mix PiPh (37.7) 


1 1 = 
= MinPiPr—T A (pipi —1)+umipa (37.8) 


où à et u sont les facteurs de Lagrange. Les vecteurs p(® « suscep- 
tibles de fournir l’extrémum » et les valeurs A4 et uçy qui leur 
sont associées s’obtiendront du système composé des équations 


ôF | 

ETY = Msn Pr — ÀP; UM y — 0, 
ôF … 

no — n-p—Àp-um=0, 


ainsi que des équations (37.4) et (37.5). Les équations (37.9) et 
l'équation (37.5) constituent un système d'équations linéaires homo- 
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gènes d'inconnues Dr, Pos Ps LU: 


(Mar — À) P1 + MePe + MaPs + mu = 0, 

Ne1D1 + (Ne sou À) Pe + N2a3P3 + Mol — 0, (37 10} 
Ns1P1 + NsaPe + (ss — À) ps + mu = 0, | 
M1P1 + MoPo + MsPs = (. 


Il est connu qu'un système d'équations linéaires homogènes ne 
possède une solution non triviale, c'est-à-dire non identiquement 
nulle, que dans le cas où le déterminant de ce système est nul: 


Mu — À N12 N13 mi 
Mo: N22 — À Vos Mo = 0. (37.1 1} 
ET N32 Ns3—À M; 
mi, Mo M3 () 


La condition (37.11) est une équation quadratique par rapport au 
facteur de Lagrange À. On démontre sans peine que ses racines 
Au et À) sont réelles (voir formule (37.18)). En portant l'une des 
racines, disons Au), dans le système (37.10), on obtient les valeurs 
appropriées des composantes du vecteur pl) et du facteur de Lagrange 
La à la normalisation près, c'est-à-dire les valeurs ap;'”, api", «gp: 
et au. Le coefficient inconnu « s’obtiendra de la condition (37.4), après 
quoi le vecteur pt! et le facteur de Lagrange u{1, se trouvent déter- 
minés à un signe près si seulement (y 3 A Cette précision est 
suffisante, car le centre de l’ellipse sert en même temps de centre de 
symétrie et, par suite, ñn (—p) = n (p). 

Etudions certaines propriétés communes aux solutions de 
problème. En multipliant scalairement les deux membres de l’équa- 
tion (37.9) par le vecteur pt, où qg = 1, 2, il vient 


kçy = p® -n-p9. (37.12) 
Ainsi, le facteur de Lagrange À, est égal à la composante normale 
du tenseur d'imperméabilité diélectrique dans la direction des 
vibrations. Il s'ensuit de la formule (37.7) que c'est une grandeur 
inverse du carré de l’indice de réfraction de l’onde lumineuse dans la 
direction donnée des vibrations: 


ko = nG} (37.13) 

En multipliant scalairement les deux membres de l'équation (37.9) 
par le vecteur m"m, il vient 

Len = —men-pf. (37.14) 


Le facteur de Lagrange a, est donc égal à la composante tan- 
ventielle affectée du signe inverse du tenseur d’imperméabilité 
diélectrique dans les directions du vecteur de vibrations p et de la 
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normale d'onde m. Etant donné que les composantes tangentielles 
d'un tenseur isotrope sont nulles, le facteur de Lagrange u, n'est dif- 
férent de zéro que dans les cristaux optiquement anisotropes. Puisque 
le vecteur unitaire de la direction des vibrations pl est colinéaire 
au vecteur de déplacement D(9 de l'onde électromagnétique à nor- 
male m et à la vitesse c/nç, le vecteur n-pl” est colinéaire au 
vecteur intensité du champ électrique E19 de cette onde. Le facteur 
Ua) est égal à la projection du vecteur n-p‘7? (affectée du signe 
inverse) sur la direction de la normale d'onde. Ainsi, ce facteur 
montre de combien le vecteur intensité du champ électrique de 
l'onde lumineuse concernée est dévié du plan du front d'onde. 
Cette déviation n’est possible qu'avec la propagation de la lumière 
dans un milieu optiquement anisotrope. 

Les équations (37.10) et (37.11) se simplifient quelque peu dans 
le repère construit sur la base des vecteurs propres du tenseur d'im- 
perméabilité diélectrique n. Par rapport à ce repère l'équation 
437.11) devient 


À — Tes + Ness + es + No) + Men + Neo) TX + 

+ Men + Naomi + Naeynil = 0. (37.15) 
Après avoir calculé les racines À{1, et À, de cette équation quadra- 
tique, on obtient les directions de vibrations p{l et pl°) et, si néces- 


saire, les facteurs de Lagrange p;,, et je) à partir des équations 
437.10) qui dans le repère propre du tenseur n prennent la forme 


na) — À) P9 + mi = 0, 
(cs) — À) PDO + Moy = 0, 


(nes) — An) PO + may = 0, (37.16) 
mp9 + mep9 + map? = 0 
(g = 1, 2). 


Toutefois, une simplification plus importante des équations 
(37.10) et (37.11) peut être obtenue en les écrivant dans le repère 
dont l’un des axes, disons l’axe X,, est dirigé suivant le vecteur de 
la normale d'onde m. Dans ce repère m, = m, = 0, m4, = 1 et ne 
sont différentes de zéro que les composantes p, et p, du vecteur de 
direction des vibrations. Des quatre équations (37.10) il ne reste 
en fait que deux: 


(ui — À) Pa + NMiePe = 0, 37 17 
1.11 
MouP1 + (Mes — À) Ps = À ) 


Le déterminant de ce système d'équations linéaires homogènes ne 
s’annule que pour 


Àa. 2 = 5 [Css + 22) + Vu — M2)? + (2n:2)°1. (37.18) 
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En portant dans les équations (37.17) A4. on obtient les composantes 
du vecteur pl!) Ensuite, avec la troisième des équations (37.10) 
on est en mesure de trouver 


Hi) = — 131 P1 — NseDe"”- (37.19) 


Le vecteur p° et le facteur de Lagrange 4.) s'obtiennent de façon 
analogue. 


$ 38. Equation de Fresnel. Surface d’onde et 
surface des rayons optiques 


On a montré au $ 37 que dans un repère arbitraire et, en parti- 
culier, dans un repère cristallophysique l'équation (37.11), détermi- 
nant les indices de réfraction des ondes propagées dans la direction m, 
prend la forme 


Ù En Ms ‘m 
Moi Ier” Mes > lel 0, (38.1) 
Mai Me NT M 
m , Ma ms 0 


n est ici un indice de réfraction, el m,, m., m, des composantes 
du vecteur unitaire de la normale d'onde m. Dans le repère construit 
sur la base des vecteurs propres des tenseurs diélectriques cette 
équation (après multiplication par n*ViN°N° de ses deux membres) 
s'écrit sous la forme 


né (Nimi+ Nimi + Nômi)— nn [NÉ (NI = NS) mi + 
+ NÉ(NS+ NE) mi NE (NE -- Ni)mil+ NENENS—= 0. (38.2) 


et s'appelle équation de Fresnel. Elle détermine l'indice de réfraction 
n comme une fonction d'un vecteur unitaire de la normale d'onde ". 

Si l'on porte à partir de l’origine des coordonnées dans toutes 
les directions m des tronçons de longueur n (m), on obtient une 
surface à deux nappes (car à presque chaque vecteur m correspondent 
deux valeurs de n) d'indices de réfraction. On obtient son équation 


en coordonnées polaires à partir de l'équation de Fresnel (38.2) par 
substitution 


M, = Cos psin #, m, — sin psin Ÿ, m,— cos Ÿ (38.3) 
et en coordonnées cartésiennes par substitution 
NM. Ty. NMo- Zoe, NM Tyy N?: 24 x - xs. (38.4) 


Cette surface est également appelée surface des vecteurs d'ondes: 
si à partir d'un point on porte des vecteurs d'onde de toutes les 
ondes lumineuses d'une fréquence donnée se propageant dans un 


16—01180 
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cristal, on obtient alors avec leurs extrémités une surface semblable 
à la surface d'indices de réfraction d'ondes, car les longueurs des 
vecteurs d'onde sont proportionnelles aux indices de réfraction 
appropriés. Pour des milieux optiquement isotropes, cette surface 


est une sphère. 
Pour des cristaux uniaxes l'équation de Fresnel (38.2) prend 


la forme 
(n2— NE) {n2[NS(mi+ mi) — Némi]- NENE = 0. (38.5) 


Au moyen de la substitution (38.4) on en déduit l'équation de la 
surface d'indices de réfraction pour des cristaux uniaxes 


(Titi NE) [Ni(xi + 2) + Nexs— Née] = 0. (38.6) 
C’est une surface double qui se décompose en une sphère 
x + LS ET = NS 


et un ellipsoïde de révolution 


Il est évident que l'onde lumineuse se décompose dans un cristal 
de catégorie moyenne en deux ondes: une onde ordinaire, pour 
laquelle la vitesse et l’indice de réfraction n, = NV, sont indépen- 
dants de la direction, et une onde extraordinaire, pour laquelle les 
indices de réfraction n, varient suivant la direction (fig. 38.1). 

La sphère et l’ellipsoïde se touchent en deux points déterminant 
la direction de l’axe optique qui s’identifie avec l’axe de symétrie 
principal du cristal. Rappelons que dans les cristaux optiquement 
uniaxes l’axe de symétrie principal est un axe optique du cristal et, 
simultanément, une binormale (c'est-à-dire une normale à la section 
circulaire de l’indicatrice optique) et une biradiale (c’est-à-dire une 
normale à la section circulaire de l’éllipsoïde de Fresnel). L’onde 
cheminant le long de l’axe optique ne subit pas de biréfringence. 
Les cristaux de catégories moyenne sont optiquement uniaxes. 
Comme il a été indiqué plus haut, il est convenu de considérer les 
cristaux uniaxes comme optiquement positifs si NV, > N,, c’est-à- 
dire si la sphère s’inscrit dans l’ellipsoïde, et optiquement négatifs si 
N, < N,, c'est-à-dire si l’ellipsoïde s’inscrit dans la sphère. 

L'étude de l’équation générale de Fresnel (38.2) permet d'établir 
la forme de la surface d’indice de réfraction des cristaux biaxes. En 
coordonnées cartésiennes son équation sera écrite sous la forme 


(+ y 22) (Not + Noy+ N et) — NE (Nm + Ne) — 
— NA UNEE ND) Y—NENE+ Nm) 2H NENANE=E= O0, (38.7) 
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faisant apparaître la grandeur relative des indices de réfraction prin- 
cipaux. L'analyse de cette surface de quatrième degré est en général 
compliquée, aussi examinera-t-on d’abord les sections de cette 


Fig. 38.1. Sections des surfaces d'indices de réfraction et des surfaces de vites- 
ses d’ondes des cristaux optiquement uniaxes. 


surface par des plans de coordonnées. Sa section par le plan z = 0 
se caractérise par l'équation 

(2H y NE) (NEC LE NY —NEN y) = 0, (38.3) 
qui montre que cette section est composée d’un cercle x? + y? = N° 
et d’une ellipse = + F = 1, l'ellipse se disposant à l’intérieur 
du cercle. 
16° 
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La section de la surface d'indices de réfraction par le plan rx = 0 
se compose également d’un cercle y° + 2° = N; et d'une ellipse 


= + + = 1, mais dans ce cas le cercle se dispose à l’intérieur 
K °°m 
de l’ellipse. 

Enfin dans la section par y — 0 le cercle x° + z° = NW;, et 


l'ellipse = + — = À se coupent. 
NS NN 


Leurs points communs sont des points d’intersection de la surface 
d'indices de réfraction par des axes optiques, c'est-à-dire par les 
binormales de l’indicatrice optique. (Rappelons que pour les cristaux 


Fig. 38.2. Sections d'une surface d'indices de réfraction d'un cristal biaxe par 
des plans de coordonnées. 


biaxes les binormales et les biradiales ne coïncident pas en direction, 
voir $ 36.) La section est représentée sur la figure 38.2. 

La réciprocité entre les ondes et les rayons, établie au $ 36, permet 
d'obtenir des résultats analogues également pour les rayons. En 
utilisant la substitution (36.7), écrivons dans un repère arbitraire 
l'équation permettant de déterminer les carrés des indices de ré- 
fraction de l’optique géométrique des rayons lumineux se propageant 
dans la direction du vecteur unitaire s aux composantes s1, S:, S3: 


« -? a 
#11 #12 K13 Si 
Ko1 Xoo — 4 * 93 Sa —( (38 9) 
2 n e e e 
K31 K32 K33 — 9 S3 
S Sa Sa 0 ! 


Dans le repère construit sur la base des vecteurs propres des tenseurs 
diélectriques n (w) et x (w) cette équation (après multiplication 
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par g‘) prend la forme 
qi (VEN ES + NN Es + N'INEs!) — 
— QE (NI + NS) SH NS NS) 5 + (VÈ + NS) si] + 1 = 0. (38.10) 


De cette équation, au moyen des substitutions (38.3) ou (38.4), on 
tire l'équation de la surface des rayons (elle est quelquefois appelée 
surface d'onde); en coordonnées cartésiennes elle est de l’aspect : 


(x? ++) (NEN Er N'EN Er NEN Ext) — 
—(N2+ NE)zt— (NI NI) —(N?+ N!)z5+1—0. (38.11) 


Etant donné que la vitesse radiale v est proportionnelle à la grandeur 
g. on peut se représenter de façon parlante la surface formée par les 
rayons comme un front d'onde émanant d'une source ponctuelle de 
lumière située au centre de cette surface. Puisque dans chaque direc- 
tion ne s'identifiant pas à la biradiale se propagent à des vitesses 
différentes deux rayons polarisés perpendiculaires entre eux, cette 
surface est une surface à deux nappes. Par son aspect elle rappelle 
la surface d'indices de réfraction mais elle en diffère par le fait 
que la surface d'indices de réfraction intercepte sur les axes des 
coordonnées des tronçons de longueur #,, V. ou Ve, Nm, V}, tandis 
que la surface des rayons intercepte sur les mêmes axes des tronçons 
de longueur 1/V,, 1/NV, ou 1/N,, 1/Nh, 1/N,. Les surfaces sont 
donc inverses. Par exemple, pour un cristal uniaxe négatif la surface 
d'indices de réfraction est un ellipsoide de révolution intérieure à 
une sphère, tandis que la surface des rayons est une sphère inscrite 
dans un ellipsoïde (voir fig. 38.1). Les rapports réciproques sont de 
même identiques (voir tabl. 39.1) pour les cristaux uniaxes positifs 
et les cristaux biaxes. 


$ 39. Rapports réciproques entre les surfaces 
optiques dans les cristaux. 
Réfraction conique 


Les propriétés optiques des cristaux peuvent être caractérisées 
par des grandeurs variéés : les vitesses radiales et d'ondes, les indices 
de réfraction, le flux d'énergie ou le cheminement du front d'onde. 
Les rapports entre ces grandeurs sont régis par le principe de dualité. 
Pour chacune de ces grandeurs on peut construire des surfaces caracté- 
ristiques ou des indicatrices. Toutes ces surfaces ont été construites 
par Fresnel sur la base de données expérimentales obtenues après 
observation des phénomènes optiques dans les cristaux en lumière 
polarisée et en fonction des considérations sur la symétrie des cristaux 
des dizaines d'années avant la formulation de la théorie de Maxwell. 

On a donné un sommaire général de ces surfaces au tableau 39.1. 
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La forme et l'orientation de toutes les surfaces optiques, aussi 
bien des rayons que des normales, sont liées, selon le principe de 
Neumann, à la symétrie du cristal et, en fin de compte, dépendent 
toujours du tenseur de la constante diélectrique (ou du tenseur de la 
susceptibilité diélectrique). 

Pour l'interprétation des phénomènes optiques observés dans les 
cristaux on utilise, le plus souvent, l’indicatrice optique, la surface 
des rayons et l’ellipsoïde de Fresnel, mais parfois il est commode de 
recourir à d’autres surfaces aussi liées l’une à l’autre (Pockels, 1906 ; 
Shubnikov, 1958). 

Le schéma des rapports réciproques des surfaces décrivant la 
biréfringence des cristaux est la suivante: 


Ovoiïde des 
vitesses 


Ellipsoïde 
de Fresnel 


Ovoide 
indices 


des 


Surface do:- 
ble des vi- 
tesses radia- 
les inverses 


Surface dou- Surface dou- 
ble des vi- ble des indi- 
tesses radia- ces 

les 


Surface dou- 
ble des vi- 
tesses  nor- 
males 


Les rapports entre ces surfaces correspondent aux rapports entre 
le rayon et la normale au front d'onde. Dans un milieu isotrope, où 
le front d'onde émanant de la source 
ponctuelle est de la forme d’une sphère, 
le rayon et la normale au front d'onde 
coïncident. Dans un milieu anisotrope 
les directions du rayon et de la normale 
ne s’identifient que suivant les directions 
propres des tenseurs diélectriques, ce qui 
engendre justement la différence entre 
les surfaces « des rayons » et « des nor- 
males ». Pour construire une normale 
d'onde conjuguée à un rayon donné, il 
faut mener un plan tangent à la surface 
d'onde au point de percée du rayon et 
abaisser sur ce plan une perpendiculaire 


Fig. 39.1. Connexion entre 


à partir du centre de la surface (fig. 39.1). 
Le rapport des longueurs de ces segments 
est égal à celui des vitesses radiale et 
normale (c'est-à-dire de groupe et de 
phase). 


le rayon, la normale au front 
d'onde et le: sections de 
l’ellipsoide de la surface 
d'onde et de l'ovoide des 
vitesses normales. 


En menant les normales m conjuguées à chaque rayon s, on peut 
construire la surface des vitesses normales. Si la surface des vitesses 
radiales est un ellipsoïde, alors la surface associée des vitesses nor- 
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me ed à 


males est un ovoïde. À une sphère des vitesses radiales correspond 
également une sphère des vitesses normales. 

Toutes ces surfaces se déduisent par une construction géométrique 
simple de l'ellipsoïde de Fresnel ou de l'indicatrice optique (voir 
Pockels, 1906). On a donné sur la figure 39.2 des sections de huit 
surfaces construites à une même échelle pour les deux indices de 
réfraction d'un cristal négatif fictif dont NV, — 1.86. NW, = 1,07 
(Karandéev, 1913). 

L'analyse de ces surfaces permet de dégager et d'expliquer toutes 
les particularités de la réfraction et de la polarisation de la lumière 


80e 
POEQ 


Fig. 39.2. Sections des surfaces nuque d'un cristal uniaxe négatif par un 

plan X,X,: a) ellipsoide de Fresnel. b) surface des rayons. c) ovoide des vites- 

ses d’ondes, d) surface des normales, e) indicatrice optique. /) surface des indi- 

ces de réfraction. g) ovoïde d'inverses des vitesses radiales, L) surface des inver- 
ses des vitesses radiales. 


dans des cristaux. C’est ainsi qu en comparant entre elles l'indi- 
catrice optique et la surface des rayons on peut se représenter de 
visu la différence entre les biradiales et les binormales d'un cristal 
optiquement biaxe (voir $ 22). Les biradiales sont les directions dans 
lesquelles les vitesses de groupe sont identiques, tandis que les 
binormales sont les directions suivant lesquelles sont identiques les 
vitesses de phase de l'onde. 

Les biradiales sont normales aux sections circulaires de l'ellip- 
soide de Fresnel, les binormales aux sections circulaires de l'indica- 
trice optique. Leur rapport réciproque est explicité sur la figure 39.3 
sur laquelle est représentée la section de la surface des rayons et de 
la surface des normales d’un cristal biaxe par le plan X.O0X,. Les 
quatre points d’intersection de l’ellipse avec le cercle définissent les 
directions des biradiales RÀR. En menant la tangente commune à 
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l'ellipse et au cercle et en abaissant sur elle la normale m. on obtient 
les points d’intersection de l’ovale avec le cercle déterminant les 
directions des binormales. 

Pratiquement les vitesses radiales et normales (de phase et de 
oroupe) sont si voisines que la différence entre les directions des 
binormales et des biradiales ne joue aucun rôle nulle part sauf 
dans l'effet singulier de la réfraction conique. 

A chaque binormale dans la section plane correspondent deux 
rayons conjugués. En passant de la section au volume, on peut. 
constater que le plan tangent PP touche 
la surface double suivant un cercle, et, 
par suite, à une direction binormale 
correspond un ensemble de rayons con- 
jugués qui, au sein de la lame, engendre 
un cône creux et à sa sortie un cylindre 
creux. Aussi si l’on découpe dans un 
cristal biaxe une lame perpendiculaire- 
ment à l'un de ses axes optiques (binor- 
males) et si l’on fait passer à travers. 
suivant la normale à cette lame. un 
pinceau étroit de lumière naturelle. 
alors le rayon se décomposera non pas 
en deux rayons polarisés suivant deux 
plans perpendiculaires entre eux mais 
en une infinité de rayons linéairement cu 39.3. Illustration de 

Fe ; à ve effet de réfraction conique 
polarisés suivant des azimuts différents et Ge l'explication de la 
(fig. 39.4). Le rayon lumineux émanant ‘relation entre les biradiales 
d’une source ponctuelle donne sur l'écran et les binormales. 
non pas un point, comme on pourrait S y 
attendre si le rayon suivait l’axe optique d'un cristal uniaxe, et non 
pas deux points, comme cela aurait lieu dans le cas de toutes les autres 
directions dans un cristal uniaxe ou biaxe, mais un anneau clair 
dont le diamètre ne varie pas avec l'éloignement de l'écran de la 
lame. La brillance de l'anneau est variée: il y a des positions de 
brillance maximale et une frange obscure correspondant à une 
brillance minimale. Si l’on fait pivoter l’analyseur autour de la 
direction du rayon, la frange obscure effectue un tour complet sur 
l'anneau, témoignant ainsi que les rayons engendrant l'anneau sont 
linéairement polarisés suivant des azimuts variés. Cest l'essence 
même du phénomène de la réfraction conique interne (fig. 39.4). 

Un phénomène analogue est la réfraction conique externe qui 
se manifeste dans le fait qu'à une direction de la biradiale correspond 
une infinité d'ondes dont les normales engendrent un cône creux. 
Pour pouvoir observer la réfraction conique extérieure il faut faire 
passer un rayon de lumière à travers une lame découpée avec grande 
rigueur perpendiculairement à la biradiale (fig. 39.5). 
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Notons que la découverte de la réfraction conique est un exemple 
d'une prévision remarquable scientifique. Elle a été prévue en 
1832 par William Hamilton (Pockels, 1906) à la suite seulement 
d'une analyse spéculative de la forme de la surface d’onde des cristaux 
construite par Fresnel. Hamilton proposa à Lloyd de vérifier par 


[ £ 
nes srrararannatarerenanere re er LE creer | 
Fig. 39.4. Schéma d'observation Fig. 39.5. Schéma d'obser- 
de la réfraction conique interne : vation de la réfraction coni- 
00 — direction de l’axe optique que externe : SS — direction 
du cristal. On a montré par des de la biradiale du cristal. 
traits et des points les directions On a indiqué par des traits 
des vibrations  (Shubnikov, et des points les directions 
1958). des vibrations (Sbubnikov, 
1958). 


l'expérience ses conclusions. L'année suivante (1833) Lloyd décrivit 
l'expérience permettant d'observer les réfractions coniques interne 
et externe dans le cristal d'aragonite. 

L'aragonite est au nombre de quelques substances permettant 
d'observer le phénomène de Îla réfraction conique; pour la plupart 
des substances l'angle de la réfraction conique est si faible qu'il 
est difficile de déceler ce phénomène par une expérience. Comme 
il s'ensuit de (38.7) et (38.11), l’angle du cône de réfraction conique 
externe æ& est défini par la relation 


tua NN VINS Ne) (Ne No). (39.1) 
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On a donné au tableau 39.2 les valeurs de l’angle & pour quelques 
substances. | 


Tableau 39.2 


Angle du cône de la réfraction conique externe pour quelques substances 


Substance œ | Substance (2 
Aragonite 1° 53” Sucre 0°52” 
Soufre 7°11° Gypse 0°18° 
Acide tartrique 3°54° Mica 0°59° 
Baryte 0°15” Topaze 0°16” 


Notons en conclusion que par suite de la dispersion des valeurs n 
les formes des surfaces optiques sont fonction de la fréquence de 
l'onde électromagnétique incidente frappant le cristal (voir $ 40). 
Tout récemment on a réussi de façon remarquable à établir l'effet 


de la réfraction conique sur un cristal de soufre en utilisant un rayon 
laser (Percalskis, 1980). 


$ 40. Observations de l’anisotropie optique 
des cristaux en lumière polarisée 


La connaissance des surfaces optiques figurant au tableau 39.1 est absolu- 
ment nécessaire à l'interprétation des phénomènes optiques observés dans les 
cristaux en lumière polarisée. 

L'observation des cristaux en lumière polarisée est réalisée à l'aide d’un 
microscope polarisant ou d'appareils polarisants construits suivant le schéma 


| 
:-S||a 


Fig. 40.1. Schéma d'observation des cristaux en lumière polarisée parallèle : 
S$ — source de lumière, P — polariseur, 4 — analyseur, € — lame cristalline, 
F — écran. 


de la figure 40.1. En qualité de polariseur et d’analyseur on utilise des pola- 
roïdes. des nicols et autres prismes polarisants. En appliquant la méthode de 
lumière convergente (oi plus loin), on introduit encore deux condenseurs. 

Un faisceau de lumière naturelle en traversant le poses se polarise 
dans un plan, ensuite, en pénétrant dans la lame cristalline observée, il subit 
une double réfraction, les plans de polarisation des deux rayons engendrés 
étant définis par les plans de symétrie de l’indicatrice optique du cristal soumis 
à l'observation ainsi que par leur orientation par rapport au rayon incident. 
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Le rôle dévolu au polariseur consiste non pas tant à polariser la lumière qu'à 
engendrer les vibrations cohérentes dans la lame cristalline. Les deux rayons, 
obtenus lors du dédoublement du rayon polarisé suivant un plan, sont cohé- 
rents et, partant. peuvent interférer. En traversant la lame cristalline, ces 
deux rayons présentent une différence de marche 


A = d(n, — n2), (40.1) 


où d est l'épaisseur de la lame, #,. », les indices de réfraction des deux rayons 
qui, dans le cas général, cheminent non pas parallèlement mais suivant des 
trajets différents. A la sortie de la lame ils redeviennent parallèles et, si le 
rayon lumineux est suffisamment large et la lame suffisamment étroite, ils 
peuvent emprunter le même chemin en se superposant. 

Les rayons ayant traversé le polariseur et la lame cristalline sont parallèe- 
les, cohérents et ont une différence de marche, mais. pour qu'ils interfèrent, 
il faut que leurs plans de polarisation coïncident. C'est la destination de l’ana- 
lyseur : il réunit les vibrations des deux rayons dans un plan commun. Plus pré- 
cisément, l'analyseur transmet les composantes des vibrations se trouvant dans 
son plan de polarisation. 

En l'absence de la lame cristalline l'intensité de la lumière sortant du 
système optique est régie par la loi de Malus 


I = J,co «; (40.2) 


a est ici l'angle formé par les plans de polarisation du polariseur et de l'analy- 
seur, /, l'intensité de la lumière ayant traversé le polariseur. Si & = U. les ni- 
cols sont parallèles, l'intensité de la lumière transmise est maximale. Si &« = 
— 90°, les nicols sont croisés *) (les plans de polarisation du polariseur et de 
l'analyseur sont perpendiculaires entre eux). la lumière ne traverse pas le systè- 
me optique. le champ de vision est obscur. 

Mais si on interpose entre les nicols croisés une lame cristalline birefrin- 
gente. ie champ de vision s'éclaircit alors. Le degré d'éclaircissement est fonc- 
tion de la valeur de la biréfringence: quant à cette dernière. elle dépend, à 
son tour. des constantes optiques du cristal et de son orientation par rapport à 
l'axe optique du système. ainsi que de l'épaisseur de la lame cristalline. 

La biréfraction de la lumière dans les cristaux est en soi un phénomène peu 
intense. C'est seulement dans quelques cristaux à forte biréfringence, comme 
la calcite (spath d'Islande). le salpêtre. qu'on arrive à observer la double réfrin- 
gence visuellement. L'interférence de la lumière polarisée crée des conditions 
grâce auxquelles la biréfringence se manifeste de façon particulièrement mar- 
quée sous forme de polarisation chromatique (colorée) dans les cristaur: à Îla 
suite d’interférence des rayons traversant une lame cristalline, les lames min- 
ces paraissent dans une lumière polarisée colorées en deux couleurs brillantes 
d'interférence. La couleur est fonction de la différence de marche dans la lame, 
et son intensité de l'orientation de la lame par rapport aux plans de polarisa- 
tion du polariseur et de l'analyseur. 

Une lame taillée dans un cristal perpendiculairement à son axe optique 
paraît obscure avec des nicols croisés. de même qu'une lame en une substance 
optiquement isotrope. Si une lame plan-parallèle est taillée dans un cristal 
biréfringent non perpendiculairement à l'axe optique du cristal, elle semble 
claire en lumière monochromatique et colorée en lumière blanche. 

Supposons que sur la figure 40.2 P et À sont les directions des vibrations 
dans le polariseur et l’analyseur, formant entre eux un angle y, et 7 et ZI les 


*) C'est par tradition qu'on utilise les termes « nicols croisés » et « nicols 
parallèles » bien qu'en guise de polariseurs soient utilisés des polaroïdes ou 
d'autres prismes au lieu des nicols. 
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directions des axes principaux de l’ellipse suivant laquelle est coupée par le 
plan de la lame l'indicatrice optique du cristal. Elles forment avec P des an- 
gles & et JU° — &. et avec À des angles B et 90° — B respectivement, avec 
a - B + y — 180°. Si OR est l'amplitude des vibrations de la lumière ayant 
traversé le polariseur, OM, et OM, sont 
les amplitudes des vibrations des ondes 
lumineuses se propageant dans le cristal. 
Notons les indices de réfraction de ces 
ondes net n,. Une fois traversé la lame 
cristalline, fes ondes acquiérent une 
différence de phase 


2 
=— d(ni—n), (40.3) 


où À est la longueur de l’onde lumineuse 
dans le vide, et d l'épaisseur de la lame. 
Les amplitudes de ces ondes diminuent 
dans l’analyseur jusqu'à O4, et O4, res- 
pectivement, tandis que la différence de 
phases demeure inchangée. Donc. l’inten- 
sité de la lumière après la traversée de 
l'analyseur vaut 


1 = (04, + (04,)° — Fig. 40.2. Schéma montrant com- 
— 2 (04,) (04) cos (40.4) ment se forme la différence de 
d 1 LS à ° phases après la traversée par la 
Si l’on désigne l'intensité de la lumiëre lumière d'une lame cristalline. 
ayant traversé le polariseur par /,, on 
a alors OR = 15*?, OM, =—14; cos «a, OM, = 14 sin &, OA, = 14/° cos @ cos B; 
OA = 14° sin & sin B. En portant ces valeurs dans (40.4), après des trans- 
formations élémentaires, on obtient 


1 = I, cos y + 7, sin 2@ sin 2Bsin® (q/2). (40.5) 
Avec des nicols croisées (y — 90°, Bf — 90° — a) 
1 = 1, sin? 2a sin? (p/2), (40.6) 
et avec les nicols parallèles (y = 0, B — 180° — @) 
I = 1, — 1, sin° 2a sin® (p/2). (40.7) 


Pour les nicols croisés, en vertu de la condition de l'interférence, s'intensifient 
les rayons dont la différence de marche À — d'(n, — n,) est égale au nombre 
impair des demi-ondes. Si la lame cristalline est en position diagonale. de sorte 
que sin® 2a — 1, les interférences se manifestent le plus nettement et l’inten- 
sité de la coloration est maximale. Avec la rotation de la lame d'un tour com- 
plet autour du pinceau de lumière la traversant ou, autrement parlant, autour 
de l’axe optique du schéma polarisant, on observe quatre fois une extinction 
complète de la lumière et quatre fois une intensité maximale de coloration. 

Etant donné que les expressions (40.6) et (40.7) fournissent une somme qui 
vaut /,, on a dans les nicols parallèles une coloration complémentaire : en posi- 
tion diagonale, la lame a une coloration brillante en couleurs complémentaires, 
et lors de la rotation complète d’un tour, on observe quatre positions dans les- 
quelles elle paraît blanche. La coloration est fonction de l'épaisseur et de l'orien- 
tation de la lame. 

Les observations des cristaux en lumière polarisée parallèle sont utilisées 
pour les mesures de la biréfringence, de l'épaisseur du cristal, dans des recher- 
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ches minéralogiques et pétrographiques pour le diagnostic des cristaux, sur- 
tout dans les roches. 

L'étude des cristaux en lumière polarisée convergente permet d'apprécier 
l'orientation et la nature de l’indicatrice optique, de mesurer l’angle entre les 
axes optiques des cristaux biaxes, de déterminer le signe optique du cristal, 
de déceler la dispersion des axes optiques et la rotation A plan de polarisation, 
d'établir qualitativement et quantitativement la variation de l’indicatrice 
optique sous l'influence d'actions extérieures (voir effets piezo-optique et 
électro-optique, $ 77). 

Le schema d'observation d'un cristal en lumière polarisée convergente 
est représenté sur la figure 40.3. Outre le polariseur P, l’analyseur À et le cris- 
tal C, un rôle essentiel y est joué par deux condenseurs L. De plus, la lumière 


: 


4 
p L 
F 
Fig. 40.3. Schéma d'observation d’un cristal en lumière polarisée convergente: 
L, L — lentilles de condensateur. Pour les autres notations voir fig. 40.1. 


est issue non pas d’une source ponctuelle. comme dans le schéma de ja hr 
re 40.1, mais d’un plan lumineux donnant un large faisceau de rayons paralle- 
les *). Suivant l'axe optique de l'appareil ne chemine qu’un faisceau central- 
Jes autres sont inclinés par rapport à cet axe et traversent la lame cristalline 
étudiée sous des angles variés, qui s’accroissent à mesure que l’émergence du 
faisceau s'éloigne du centre du champ de vision. 

La lame cristalline étudiée est frappée par un faisceau convergent de rayons 
polarisés dont chacun se décompose dans le cristal en deux rayons avec deux 
plans des vibrations perpendiculaires entre eux. La lentille du second conden- 
seur rassemble ces rayons en les concentrant dans le plan focal de l'objectif. 
Chaque faisceau de rayons parallèles, après avoir traversé la lame suivant une 
direction déterminée, s’assemble en un point situé dans le plan focal de l’objec- 
tif. Avec l'observation de ce point à travers l’analyseur on aperçoit l'effet 
d'interférence du faisceau de rayons parallèles. Somme toute, dans le champ 
de vision on voit d'emblée l’image toute entière, qui, dans un faisceau parallèle, 
s’observerait successivement en faisant tourner la lame autour des axes hori- 
zontal et vertical. Du fait d'’interférence des faisceaux lumineux traversant 
une lame cristalline sous des angles variés il s’engendre des figures d’interfé- 
rence qu'on appelle figures conoscopiques. L'aspect d’une figure conoscopique 
est fonction de la symétrie du cristal (de la catégorie cristallographique), de 
l’orientation de l’indicatrice optique. de l’épaisseur du cristal et de la valeur 
de sa biréfringence. de même ue de l'ouverture du microscope et de la compo- 
sition spectrale de la lumière. 

Les figures conoscopiques observées avec des nicols croisés se composent 
d’isogyres et d’isochromes. On appelle isogyres les franges obscures dont tous 
les points correspondent aux directions dans le cristal suivant lesquelles se 


*) La figure conoscopique se formant dans le plan focal de l'objectif d’un 
microscope polarisant peut être observée visuellement en enlevant l’oculaire 
et le condenseur supérieur. 
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propagent des rayons aux vibrations parallèles aux plans de polarisation des 
nicols croisés. Les isochromes sont les franges colorées en différentes couleurs 
d’interférence (avec observation en lumière blanche) dont chacune correspond 
aux directions de différence de marche iden- 
tique. 

Si l’on fait tourner la lame cristalline 
autour de la direction du rayon. les isogyres 
varient en général de forme et d'orientation, 
tandis que les isochromes demeurent inchangées. 

L'image conoscopique caractéristique d'un 
cristal uniaxe taille perpendiculairement à 
l'axe optique a la forme d'une croix noire 
composée de deux isogyres et d’une série d’an- 
neaux concentriques colorées d'isochromes (sur 
fig. 40.4 les isochromes sont représentées par des 
bandes noires et blanches). Avec la rotation de 
la lame d’un tour complet l’image ne varie pas. 

Si la normale à la lame est déviée de 
l'axe optique du cristal, le centre d'isogyres Fig. 40.4. Figure conoscopi- 
ne coïncide pas avec celui du champ de vision, que d’un cristal optique- 
et avec la rotation de la lame la croix décrit ment uniaxe observé per- 
un cercle autour du centre du champ de vision. pendiculairement à l'axe 
Si l'angle entre l’axe optique de la lame et le optique. 
rayon est suffisamment grand. on ne voit alors 
dans le champ de vision qu'une isogyre. et pour certaines positions les 
isogyres disparaissent tout à fait du champ de vision du microscope (fig. 40.5). 

La figure conoscopique d’un cristal biaxe en section perpendiculaire à Ja 
bissectrice de l’angle aigu, la position de la lame étant diagonale, est composée 


Fig. 40.5. Figure conoscopique d'un cristal optiquement uniaxe observé sous 
des angles différents par rapport à l'axe optique. 


de deux isogyres et d'une série d’isochromes (fig. 40.6). Les isochromes présen- 
tent en section la forme d'ovales de Cassini dont la lemniscate est un cas parti- 
culier. Les isogyres ont la forme d'hyperboles divergentes (fig. 40.6). Les deux 
points entourées d'anneaux de lemniscates correspondent aux percées d’axes 
optiques. Au voisinage des percées d’axes les lemniscates se disposent en an- 
neaux concentriques autour de chaque axe pour former ensuite des courbes com- 
munes aux deux axes du type de huits. L'angle des axes optiques d’un cristal 
biaxe 2Ÿ peut ètre mesuré directement sur la figure conoscopique d’après la 
distance séparant les perctes des axes optiques: pour calculer cet angle, il faut 
tenir compte de la différence entre les angles dans le cristal et à l’air libre. 
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La surface de différence de phases identique pour un cristal biaxe se cons- 
truit de la même façon que pour le cristal uniaxe. 

Les propriétés optiques des cristaux, en particulier. les tenseurs x ct n. 
l'indice de réfraction x sont fonctions de la fréquence de la lumiere, de la tem- 
pérature et d'autres facteurs. Un tel phénomene porte le nom de dispersion 
(dispersion de fréquence. dispersion de température, etc.; au $ 81 on étudicra 
la dispersion spatiale). La plus importante est la dispersion de fréquence. La 
nature de la dispersion des tenseurs optiques pour des cristaux de symétrie 
différente varie de façon sensible. C'est ainsi que pour les cristaux optiquement 
isotropes elle se réduit à la dispersion de l'indice de réfraction: nr = n (w). 
Pour les cristaux optiquement uniaxes. les deux indices de réfraction principaux : 


nl 

i, 

26 

PAL 

it bin) A 
Fig. 40.6. Figure conoscopique d'un Fig. 40.7. Dispersion des 
cristal biaxe observé perpendiculaire- indices de réfraction de la 
ment à la bissectrice de l'angle aigu. thiogallate d'argent (Fobden. 
1908). 
Na Nolo), N, NX, (w) dépendent de Ja fréquence. Bien que pour les fré- 


quences pour lesquelles le cristal est transparent les indices de réfraction crois- 
sent toujours avec la frequence (dW,, du > U'et dY, du >> 0), la vitesse de cet 
accroissement peut ètre si différente que pour une certaine fréquence de la lu- 
mière le signe de la biréfringence <'inverse. Pour cette fréquence le cristal s'avère 
optiquement isotrope. C'est ainsi que les cristaux quadratiques de l’apophyllite 
et de la torbernite sont en lumière rouge optiquement positifs, en lumière bleue 
opliquement négatifs. en lumière verte isotropes. Pour le cristal quadratique 
de la vésuvianite le changement de signe est inverse : il est optiquement positif 
en Jumière bleue et négatif en lumière rouge. Le cristal de la thiogallate d'argent 
AgGasS, est optiquement positif pour la lumière de longueur d'onde (dans le 
vide) inférieure à 497.4 N -m et optiquement négatif pour la lumière de plus 
grande longueur d'onde. Pour la lumière de À, — 497,4 N-m le cristal de la 
thiogallate d'argent se comporte, malgré sa symétrie quadratique, comme un 
milieu optiquement isotrope (fig. 40.7). L'application de ce phénomène singu- 
lier sera décrite au $ 81. 

Dans les cristaux optiquement uniaxes on observe une dispersion des indi- 
ces de réfraction et une dispersion de la biréfringence. Or la direction de l'axe 
optique de ces cristaux se définit de façon univoque par la symétrie du cristal 
(elle s'identifie toujours à celle de l’axe de symétrie principal) et, par suite. 
ne subit pas de dispersion. 
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Dans les cristaux optiquement biaxes on observe des manifestations de 
dispersion les plus variées; en outre, dans les cristaux aux systèmes différents 
de la catégorie inférieure ces manifestations sont quelque peu différentes. 

Dans les cristaux du système orthorhombique les indices de réfraction 
principaux peuvent subir des dispersions N, = N,(w), N, = N,(ow), N; = 
= N3(w); quant aux directions des axes principaux des tenseurs optiques 
x (&) et n (w), elles sont rigoureusement rattachées aux éléments de symétrie 
des cristaux (des axes binaires ou des normales aux miroirs) et, partant, ne 
subissent pas de dispersion. Toutefois, les directions des axes optiques des cris- 
taux du système orthorhombique sont, en général, enclines à la dispersion: 
avec la variation de la fréquence, les axes optiques pivotent dans un sens ou dans 
l’autre l’un par rapport à l'autre sans quitter le plan de symétrie des tenseurs 
optiques et de manière que les bissectrices des angles que ces axes forment con- 
servent leur direction. Ces variations peuvent être fort grandes. Par exemple, 
dans le cristal Rb,SO, l'angle 2V vaut 36° 25° pour la lumière rouge et 61°50° 
pour la lumière bfeue. Avec la variation de la fréquence l'angle entre les axes 
optiques peut passer par la valeur 90°; pour cette fréquence le signe optique d'un 
cristal biaxe s'inverse. Un cas particulièrement interessant est celui quand au 
cours de la variation de fréquence un des indices de réfraction principaux de- 
vient égal à l'autre. Pour la lumière de cette fréquence le cristal est uniaxe 
positif, si pour cette fréquence N,, = N,. négatif si N,, = N.. Mais l'origi- 
nalité de la situation ne se limite pas à ce phénomène. C’est que pour cette fré- 
quence les courbes W; = N; (w) se coupent en général (la tangence est beaucoup 
moins probable) et, par suite, des côtés opposés du point d'intersection les 
indices de réfraction moyens W,, appartiennent à des indices de réfraction 
principaux différents (correspondant aux différents axes principaux). Or, cela 
signifie, à son tour, que pour la lumière d'une espèce de fréquences un plan 
de symétrie du cristal sert de plan d'axes optiques et pour la lumière d’autres 
espèces de fréquences un autre plan de symétrie. 

Dans les cristaux de brookite (modification orthorhombique de TiO.) 

our les lumières rouge et jaune le plan des axes optiques est (001) et pour Îe 
Éleu (010). Pour une lumière à À — 670 Nm l'angle des axes optiques de la 
brookite 2V — 58°, à À — 535 Nm 24° = 21° 40’, et à À = 550 Nm l'angle 
2V = 0, le cristal est optiquement uniaxe. 

La dispersion des indices de réfraction s’observe directement sur la figure 
conoscopique : les marges obscures des hyperboles au voisinage de la percée 
des axes optiques deviennent bordées d'un liséré coloré, dont les teintes des 
côtés convexe et concave des hyperboles sont complémentaires. 

Dans les cristaux du système monoclinique, outre la dispersion des indices 
de réfraction principaux, on observe la dispersion des axes principaux des ten- 
seurs optiques x et n; étant donné que deux axes principaux des trois sont des 
bissectrices d’angles formés par les axes optiques, on appelle cette dispersion 
dispersion des bissectrices. Dans les cristaux monocliniques un des trois axes 
priacipaux conserve sa direction (dans un choix standard du repère cristallo- 
graphique cette direction est [010], tandis que les deux autres axes pivotent 
autour de cette dernière restant toujours dans le plan (010) qui lui est perpendi- 
culaire). Le plan des axes optiques d'un cristal monoclinique coïncide avec le 
plan cristallographique (010) ou lui est perpendiculaire; dans le second cas, 
avec la variation de fréquence de la lumière elle pivote, à proprement parler, 
par rapport au cristal. En conséquence, dans les cristaux monocliniques deux 
types principaux de dispersion des axes LAN LS sont possibles dont la repré- 
sentation schématique est donnée à la figure 40.8. 

Sur la figure conoscopique la dispersion des axes optiques se manifeste 
non seulement sous forme d’un liséré coloré des isogyres. mais également par 
une variation de la coloration des lemniscates : pour un même anneau, des deux 
côtés de l'axe optique on observe des colorations différentes. 

Le cristal monoclinique de gypse (CaSO,-7H,0) se caractérise par une 
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très forte dispersion de température. A la température ambiante, le plan des 
axes optiques est perpendiculaire au plan (010) et l’angle entre les axes opti- 
ues 2) = 62°. Avec l’échauffement Î décroît si rapidement que déjà à 116 °C 
il s'avère égal à zéro, de sorte que le cristal devient optiquement uniaxe. Avec 
l'échauffement ultérieur les axes optiques divergent de nouveau mais cette 
fois dans le plan (010). 
Habituellement on étudie la dispersion des axes optiques en observant la 
figure conoscopique en coupe à peu près perpendiculaire à la bissectrice inté- 
rieure. Dans ce cas les variations de la dispersion d'une figure conoscopique, 


a) b) C) 


Fig. 40.8. Principaux types de dispersion d'axes optiques et de bissectrices 

dans les cristaux monocliniques: a) dispersion croisée, b) dispersion parallèle, 

c) dispersion oblique. Les cercles noirs marquent les percées d’axes pour la lumière 
violette (v), les cercles blancs, pour le rouge (r). 


si le plan des axes optiques est perpendiculaire à (010), sont quelque peu diffé- 
rentes pour la bissectrice intérieure s’identifiant à [010] et quand cette dernière 
est perpendiculaire à la direction mentionnée : dans le premier cas elle est dé- 
nommée dispersion croisée, dans le second dispersion horizontale ou parallèle. Si 
l'angle entre les axes optiques devient voisin de 90°, ces différences disparais- 
sent. 

Sur les propriétés optiques des cristaux voir Born (1965); Born et Wolf 
(1970); Born et Huang K. (1966); Ditchburn (1963); Karandéev (1913); Lan- 
dau et Lifchitz (1957); Landsbe LUE Mélankholine (1970); F. I. Fédorov 
(1958); Shubnikov (1958); Pockels (1906); Ramachandran, Ramaseshnan 
(1961). 


CHAPITRE V 


SYMÉTRIE DES TENSEURS DE RANGS SUPÉRIEURS 


$ 41. Tenseurs et pseudo-tenseurs de rangs supérieurs 


A côté des tenseurs du second ordre, on utilise également en 
cristallophysique des tenseurs du troisième, du quatrième et de 
rangs encore plus élevés. Ils sont introduits de la même manière 
que les tenseurs du second ordre. Supposons, par exemple, que les 
composantes du vecteur P sont linéairement dépendants des compo- 
santes du tenseur du second ordre ©: 


Pi = dimnOmn (41.1) 


dimn étant des coefficients de dépendance linéaire. Or le vecteur P 
et le tenseur ©& peuvent également être attachés à un autre, « nou- 
veau » système de coordonnées. Si {|| c;:, || est la matrice de passage 


de l'« ancien » repère au nouveau, les composantes du vecteur P 
dans le nouveau repère sont 


Pi = C&iPi _— Ci 1dimnOmn- (41.2) 


Exprimons les valeurs des composantes 0,, du tenseur © dans 
l’ancien repère en fonction des valeurs ©;.,. du nouveau repère: 


Omn — Cj'mCi'nO jh. (41.3) 
En portant 6», dans la formule (41.2), il vient 
Pi = CiidimnCi mer Oh. (41.4) 


Si dans l’ancien repère la dépendance linéaire des composantes 
du vecteur P de celles du tenseur © était définie par le jeu de coef- 


ficients dimn, dans le nouveau repère cette dépendance est régie par 
les coefficients 


dig — Ci1CjrmCh'nlImne (41.5) 


De la même façon est introduite la formule traduisant la modifi- 
cation des coefficients dim avec le passage de l’ancien au nouveau. 
repère : 

dimn = Cir1CjrmChndirjree (41 6} 
47° 
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Les lois de transformation (41.5) et (41.6) sont les mêmes que pour 
les produits des composantes de trois vecteurs. On est ainsi en pré- 
sence d'une certaine grandeur géométrique d, donc indépendante 
du système de coordonnées, qui, dans chaque système de coordon- 
nées, se caractérise par le jeu des nombres dimn ; avec le passage d’un 
repère à l’autre ces nombres se transforment identiquement aux 
produits des composantes de trois vecteurs. Cette grandeur est appelée 
tenseur du troisième rang, et les nombres d;, et dry, composantes 
de ce tenseur respectivement dans l’ancien et le nouveau repères. 

On peut également passer au tenseur du troisième rang d’une 
autre façon, en exprimant la dépendance linéaire des composantes du 
tenseur du second ordre & en fonction des composantes du vecteur E : 


Guy = TiyrEn; (41.7) 


les coefficients r;y, se révélant également des composantes du tenseur 
du troisième rang r. 

Des procédés analogues permettent de même d'introduire les 
tenseurs du quatrième, du cinquième ainsi que de rangs plus élevés. 
C'est ainsi, par exemple, que les coefficients s;,,, définissant la 
dépendance linéaire des composantes e;, du tenseur & des composantes 
Oki du tenseur 6: 


Er — SijhiOR is (41.8) 


sont des composantes du tenseur s de rang quatre; les coefficients 
Qiynim définissant la dépendance linéaire des composantes sisxy 
du tenseur de quatrième rang s des composantes E,, du vecteur E : 


Stjri = QifrimEm: (41 9) 


sont des composantes du tenseur de rang cinq Q. On peut formuler 
une règle générale : les coefficients de dépendance linéaire des com- 
posantes du tenseur de rang r des produits des composantes des 
tenseurs de rangs rx, . .., rx sont eux-mêmes des composantes du 
tenseur dont le rang estr+rn+...<+rx. 

Un processus différent est celui aboutissant à la formation des 
tenseurs par dérivation de tenseurs par rapport aux tenseurs. Sup- 
posons, par exemple, que les composantes du vecteur P sont des 
fonctions des composantes du tenseur 6. Introduisons des notations 
pour les dérivées partielles 


9P 
tandis que les dérivées partielles attachées au nouveau repère seront 
notées 
2 
00 ;.pr 


= dyrjrnr. (41.11) 
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Il est aisé de montrer *) qu'on a 
dirjen" = CiriCj mCh'nimn; (41 .12) 


ce qui signifie que d,», sont des composantes du tenseur de troisième 
rang. De façon analogue on étudie la dérivation du tenseur par 
rapport à plusieurs tenseurs. On aboutit ainsi à la règle générale 
suivante: les dérivées partielles des composantes du tenseur de 
rang r par rapport aux composantes des tenseurs de rangs ri4,...,7k 
sont elles-mêmes des composantes du tenseur dont le rang est 

Tnt... +rn 
Les tenseurs de rangs supérieurs peuvent également être écrits 
sans attachement à un repère, en recourant aux vecteurs de base, 

ainsi, par exemple, 
d — dimnelEmEne (41.13) 


Le passage à la nouvelle base, c’est-à-dire la substitution aux vec- 
teurs e, de leurs combinaisons linéaires e;: = c;,e, (où les vecteurs 
e;, comme d'ailleurs les vecteurs e,, sont orthonormés), aboutit, 
après un calcul aisé, à ce que le même tenseur prend la forme 


d=dijre;e;en, dirjne = Ci Ci mCh'ndimn (41.14) 


en accord complet avec les formules (41.5) et (41.12). 
Enumérons les règles des opérations sur les tenseurs. 
Multiplication par un nombre. On appelle produit du tenseur A 
aux composantes (attachées à une certaine base orthonormée préa- 
lablement donnée e;, e, es) A;;.., par le nomdre À un tenseur de 


même rang ÀA aux composantes (attachées à la même base) ÀA;;..n. 
*) On sait que 
Pr = cyPr. 
Mais puisque les éléments de la matrice de transformation c;’, sont indépen- 
dants de © 
oP;, Pr. 


=C: 
LJ ’1 [2] à À 
00 ip J 00 j’k" 


D'autre part, 
Ô = 00mn ( 
00 jp 00 pv 0Omn ° 


Comme On = CimCh'nOj'h’ il vient 


= C 


: C 
: mm h’ e 
Par conséquent, 
oP;, _ dP! 
00e 4’1"J'm'h'n 0d0mn ? 


ce qui nous conduit à la formule (41.12). 
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Addition des tenseurs. On appelle somme de deux tenseurs de 
même rang À et B aux composantes À4;;., et B;;.1 un tenseur de 
même rang D aux composantes D;}..n = A;y.r + Bij..n Il est 
interdit d’additionner des tenseurs de rangs différents. 

Multiplication des tenseurs. On appelle produit du tenseur A 
de rang p de composantes À;,...:, par le tenseur B de rang q de com- 
posantes B, x, un tenseur D — AB de rang p + q de composantes 


Dit he. .n = A:,...i,Bn.. R 


q q > 
L'ordre des facteurs est essentiel : le tenseur F — BA n'est pas en 
général égal au tenseur D. Appliquée aux vecteurs, cette opération 
porte le nom de multiplication diadique. 

Formation d’isomères. En permutant de façon quelconque les 
indices du tenseur D, on obtient le tenseur F de même rang que D, 
qui est l’un des isomères du tenseur D. En particulier, dans l’exemple 
de multiplication des tenseurs pris plus haut, le tenseur F — BA est 
un isomère du tenseur D = AB: 

Phones tp Di iph ko 

Symétrisation et alternation. Le tenseur B est le tenseur À symé- 
trisé s'il est égal à la moyenne arithmétique de tous les isomères 
possibles du tenseur A ; le tenseur D est un tenseur À alterné si dans 
la moyenne arithmétique mentionnée les isomères obtenus après 
permutation paire des indices sont affectés du signe plus et ceux 
de permutation impaire du signe moins. La symétrisation et l’alter- 
nation sont respectivement notées par insertions d'indices entre 
parenthèses et entre crochets respectivement. Par exemple, 


Biin = Auir) = + (Aijr + Ajns + Anii + Ain + Air + Anjt), 


Dijr = Atiir] = _ (Aijr + Ari + An — Ain; — Ajin — Anis). 


On peut symétriser et alterner par rapport à quelques indices seule- 
ment, qui dans ce cas sont insérés entre parenthèses ou crochets. Par 
exemple, 


Ain) = _ (Aiin + Ain), Ati = _ (Air — Ajtx). 


Contraction des tenseurs. A partir du tenseur A de rang r >2 
il est possible d'obtenir le tenseur B de rang r — 2 si l’on effectue 
la somme de composantes du tenseur A relativement à un couple 
d'indices. Par exemple, le tenseur B de composantes Bi; — Aijnut 
est l'aboutissement de la contraction d'un tenseur de rang cinq relati- 
vement aux deux derniers indices. Avec un autre choix des indices 
de contraction, on obtient un tenseur différent de rang trois, par 
exemple, Din = À rtifhr Cifh = À ujtr et, en général, D & B C. 
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La contraction est souvent accompagnée d’une multiplication. 
Ainsi, dans la formule P; = d;,:05, est incluse la multiplication 
du tenseur d par le tenseur & suivie d’une double contraction du 
tenseur cinq obtenu. 


Dans chacune des définitions mentionnées c'est le mot « tenseur » qu’on 
doit éclaircir: il faut démontrer que le jeu de ndeurs obtenues. une fois 
réalisées les opérations. se transforme suivant la loi tensorielle avec le passage 
d'un repère à l’autre. Autrement dit, il faut vérifier si les deux voies suivantes 
aboutissent au même résultat: 1) effectuons l’opération adéquate (addition, 
multiplication, contraction, etc.) sur les composantes des tenseurs dans l’ancien 
repère, ensuite, admettant que les grandeurs obtenues sont des composantes 
d'un tenseur, attachons-les au nouveau repère; 2) attachons les composantes 
de tous les tenseurs donnés au nouveau repère et, après seulement, procédons à 
l'opération appropriée sur ces dernières. 

Voyons, par exemple, le cas d’une multiplication d’un tenseur de premier 
ordre À par un tenseur de second ordre B: 

première voie: ArBmn — Dimn: 


€), LS F . 
Dir Cie im Ck'nDimn * 
deuxième voie: A ;, = CirÀ de B;,} — CirnChk'nËmn: 
eh — ia 
Due À DB ;epe; 


il s'agit de démontrer que D£1:.,, = Die 


À côté des tenseurs, on rencontre en cristallophysique des pseudo- 
tenseurs. Le tenseur A de rang r est un jeu de 3” grandeurs 4,,.x, 
se transformant au cours du passage des anciennes coordonnées aux 
nouvelles suivant la loi 

Air. = Ci, ce Cirh AR. ..h (41.19) 
où ||cyrx || est une matrice de transformation. A la différence du 
tenseur de même rang A, les composantes du pseudo-tenseur B, 
avec le passage aux nouvelles coordonnées, sont, de plus, multipliées 
par le déterminant de la matrice de transformation À = det ||[c;, ||: 

Bir...is= Air, ... Cire Br... (41.16) 


L 


Les pseudo-tenseurs de rangs inférieurs, le pseudo-scalaire et le pseudo- 
vecteur, ont été étudiés au $ 23. Le pseudo-tenseur d'ordre zéro, ou pseudo- 
scalaire, est une grandeur à une seule composante Ÿ qui se transforme suivant la 
loi p” — A; le pseudo-tenseur d'ordre un, ou pseudo-vecteur, est un vecteur 


Le) 
axial a dont les composantes a, se transforment suivant la formule a;, — Ac,,,a. 


$ 42. Symétrie interne des tenseurs et 
relations de dualité 


On utilise souvent en cristallophysique des tenseurs de rangs 
élevés, symétriques relativement à certains indices. Un tenseur est 
dit symétrique par rapport à deux ou plusieurs indices si tous ses 
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isomères, différant l’un de l’autre par permutation de ces indices, 
sont égaux entre eux. C'est ainsi que les composantes d’un tenseur 
de troisième rang, symétrique relativement aux deux derniers indices, 
satisfont aux conditions 


dini diirs (42.1) 


les composantes d’un tenseur de troisième rang, symétrique relative- 
ment aux trois indices, satisfont aux conditions 


fini = Jin = fau = fu = fur = fun . (42.2) 


et les composantes du tenseur de quatrième rang, symétrique par 
rapport aux deux premiers indices et aux deux derniers indices, 
satisfont aux conditions 


Pijki = Pjini = Dijih = Pjitr. (42.3) 


On rencontre également en cristallophysique des tenseurs symé- 
triques relativement à des groupes entiers d'indices. C’est le cas, 
par exemple, du tenseur de quatrième rang autorisant la permuta-. 
tion des indices du premier et du deuxième couples ainsi qu’une 
permutation de ces couples d'indices: 


Sijhi = SjiRt = Sijih = Sjtih = Shüij = SRijt = SiRkIj = Sikhjt (42.4) 


de même que le tenseur dont ne peuvent être permutés que des couples 
d'indices dont l’ordre reste immuable: 


Nijht = Priije (42.5) 


La propriété du tenseur d’être symétrique (ou antisymétrique) 
par rapport à certains indices ou aux groupes d'indices est dénommée 
symétrie interne du tenseur. Mais le fait que la symétrie interne est 
une propriété du tenseur doit encore être démontré. Ces démonstra- 
tions sont fort simples ; il faut en fait, si l’on a découvert une symé- 
trie interne quelconque dans le tenseur attaché à un repère, dé- 
montrer que cette symétrie interne est également propre au tenseur 
dans tout autre repère. 

Pour éviter l’encombrante description verbale de la symétrie 
interne des tenseurs, le physicien-théoricien Jahn élabora un système 
de notations simple et commode. La symétrie interne du tenseur 
est désignée par la lettre V. La symétrie interne du tenseur de rang r 
par le symbole V’, rappelant que les composantes du tenseur de 
rang r se transforment identiquement aux produits des composantes r 
des vecteurs. 

Le tenseur symétrique de second ordre est noté [V*], ce symbole 
indiquant que les composantes de ce tenseur se transforment iden- 
tiquement aux produits des deux composantes d'un même vecteur. 
Dans le cas général la symétrie interne d'un tenseur de rang r, 
symétrique par rapport à tous les indices, est notée [V”’], ses com- 
posantes se transformant telles des produits de 7 composantes d’un 
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même vecteur. C’est ainsi que la symétrie interne du tenseur f caracté- 
risée par la formule (42.2) sera notée [V#]. Si le tenseur de rang r 
est symétrique par rapport à g indices sa symétrie interne sera notée 
[V9] YT-4; par exemple, la symétrie interne caractérisée par la 
formule (42.1) se note V [V2] *). 

On peut rencontrer des notations plus compliquées : 

[V2] [VI ou, en simplifiant, [V*]° qui est la symétrie interne- 
d’un tenseur de rang quatre symétrique par rapport au premier 
ons d'indices et par rapport au second couple d'indices (formule 
(42.3)); 

[V2}$ symétrie interne d’un tenseur de rang six symétrique par 
rapport aux premier, second et troisième couples d'indices; 

[(V°)*] symétrie interne d’un tenseur de rang quatre symétrique 
par rapport à la permutation des couples d'indices (formule (42.5)); 

[[V=}?] symétrie interne d'un tenseur de rang quatre symétrique 
par rapport au premier et au second couples d'indices de même que 
par rapport à leur permutation (formule (42.4)). 

Dans tous les cas la puissance sommée de Y vaut l’ordre du ten- 
seur. 

Les symboles de Jahn permettent également de décrire la symé- 
trie interne des pseudo-tenseurs. Le préfixe « pseudo » est noté &: 
la symétrie interne du pseudo-vecteur (c'est-à-dire du vecteur 
axial, voir $ 23) est désignée par le symbole eV, du pseudo-tenseur 
symétrique de second ordre par le symbole & [V®], etc. La symétrie 
interne d'un scalaire sera notée 4, tandis que la symétrie interne 
du pseudo-scalaire sera notée tout naturellement &. 

En cristallophysique, les tenseurs symétriques de rangs élevés. 
définissent souvent des dépendances linéaires qui incluent des 
tenseurs symétriques de second ordre. Par exemple, le tenseur de 
symétrie interne V [V*] (voir formule (42.1)) définit la dépendance. 
linéaire du tenseur symétrique de second ordre [V*] du vecteur V: 


Ent = diniEs (Ent = Ein) (42.6) 


tandis que le tenseur [V*]* (voir (42.3)), la dépendance linéaire d’un 
tenseur symétrique de second ordre [V2] de l’autre 


Gi = PijhiEnt (is = Via Ent = Eu). (42.7) 


On obtient également des tenseurs symétriques de rangs élevés. 
par dérivation par rapport aux arguments tensoriels. C’est ainsi 
que la dérivation de la fonction scalaire en V et par rapport au 
tenseur symétrique de second ordre [V2] aboutit au tenseur V [V2] 


*) Les notations de la symétrie interne n'indiquent pas la place occupée: 
par les indices par rapport auxquels le tenseur est symétrique; elles se rap- 
portent à tous les isoméres, tandis qu’en description verbale et dans les exemples 
on choisit celui s’avérant le plus commode ou le plus utilisé en cristallophysique. 
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{voir (42.1)): 

80 
du — SE 0x (Our = Gun); (42.8) 
la double dérivation de la fonction scalaire par rapport au tenseur 
symétrique de second ordre [V*], au tenseur de symétrie interne 
[[V=FT (voir (42.4)): 


d°O 


SM Go1j00n 


CIPEAUDE . (42.9) 
et la double dérivation par rapport au tenseur antisymétrique de 
second ordre V°, au tenseur [(V*)°] (voir (42.5)): 


9°O 


Faut — 7 dYij Yi 


(is Æ Yi) (42.10) 

Le nombre de composantes indépendantes est supérieur pour les 
tenseurs asymétriques à ceux des tenseurs symétriques. Ainsi, le 
tenseur V* possède 27 (3%) composantes indépendantes, le tenseur 
V [V®] n'en a que 18 (6 X 3) (ce qui découle particulièrement bien 
des formules (42.6) et (42.8)), tandis que le tenseur [V*] n’en possède 
que 10 (3 composantes de la forme f,,, + 6 composantes de la forme 
f19o + 1 composante f,..). De façon analogue, le tenseur V* n’a que 
81 (3*) composantes indépendantes, tandis que le tenseur du type 
[V?* n'en possède que 36 (6°), le tenseur du type [[V?]?] 21 
[6 X (6+1)/2], le tenseur du type [(V°)°] 45 [9 x (9 + 1)/2] 
‘composantes indépendantes. 

À côté des tenseurs symétriques on utilise également des tenseurs 
antisymetriques *). Un tenseur est dit antisymétrique par rapport à 
deux ou trois **) indices si ses isomères sont égaux l’un à l’autre, 
quand ils diffèrent par permutation paire de ces indices, et anti- 
égaux (égaux en grandeur et de signes opposés) quand ils diffèrent 
par permutation impaire. L'’antisymétrie des tenseurs est notée 
par Jahn de façon analogue à la symétrie en utilisant à la place des 
<rochets des accolades. Par exemple, la symétrie interne du tenseur 
de troisième rang, antisymétrique par rapport aux deux premiers 
indices, est notée V {V=°} ou {V*} V et se caractérise par les égalités 


Baye = —Pin (42.11) 


tandis que la symétrie interne du tenseur de troisième rang, anti- 
symétrique par rapport à tous les indices, est notée {V*#} et se caracté- 


*) Quelquefois au lieu de les appeler « antisymstriques » on les dénomme 
symétriques gauche ». 
*+*) Dans un espace tridimensionnel, les tenseurs antisymétriques par rap- 
port aux plus de trois indices sont identiquement nuls. 
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rise par les égalités *) 


Ejjh = ji = Ehij = — Ch) = —“Cjih = —Ehjje (42.12) 


La singularité de ce tenseur se manifeste par le fait qu'il n’a qu'une 
seule composante indépendante. En effet, si parmi les indices on 
trouve au moins deux indices égaux, la composante qui leur est 
associée est alors nulle et les six composantes différents de zéro 
possèdent en guise d'indices l’une des permutations des nombres 
1, 2, 3 et, partant, sont liées entre elles par cinq égalités (42.12). 
Si, par exemple, e,,: = 1, alors 


4 pour imn—123, 231, 312; 
Eymm— Ÿ —1 pour imn—132, 213, 321; (42.13) 
O dans les autres cas. 


Un comportement intéressant est celui des composantes du tenseur 
e au cas de transformation des coordonnées. Si dans l’ancien repère 
ces composantes étaient définies par la formule (42.13), dans le 
nouveau, le passage auquel est défini par la matrice {| c;’, ||, elles 
valent e;-jrxe = CyriCjrmCh'n€imn. En Calculant cette somme pour 
quelques valeurs des indices i’j'£’ et en la confrontant à la grandeur 
A = det ||c;s ||, on constate que 


À pour ài’j'k’—123, 231, 312; 
Eh = A pour l "j'k" = = 132, 213, 321 ; (42.14) 
O dans les autres cas. 


D'autre part, la comparaison des formules (42.13) et (42.14) montre 
que toutes les composantes du tenseur e (ou, si l’on veut, son unique 
composante indépendante) avec le passage à un nouveau repère 
sont multipliées par le déterminant de la matrice de transformation, 
autrement dit, sont des pseudo-scalaires (comp. avec la formule 
(42.11)). Ainsi, ce tenseur est invariant par rapport aux rotations 
propres possibles, c'est-à-dire par rapport au groupe de rotations sa 
symétrie est coco. 

Le symbole de Levi-Civita a été défini au $ 13 par la condition 


1 pour Imn—123, 231, 312; 
Oimn = —1 pour imn—132, 213, 321; (42.15) 
O dans les autres cas 


Le Jia symbolique de Jabhn utilise les notations de représentations suivant 
lesquelles se transforment les tenseurs correspondants; c'est ainsi que V2, [Vr| 
et {Vr} sont les degrés de représentation vectorielle simple, symétrique et an- 
tisymétrique. 
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pour tout repère. La confrontation avec le tenseur e montre que à 
doit alors être un pseudo-tenseur de troisième rang dont les com- 
posantes, avec l’attachement à un nouveau repère, se transforment 
suivant la loi 


Oirjrne = ACirCjmCh'nÔimns (42.16) 


où A = det [c;, |]. Vu qu'en général ces composantes ne varient 
pas dans des transformations orthogonales, le groupe de symétrie 
du tenseur 6 est le groupe orthogonal cocom. : 

En recourant au pseudo-tenseur de Levi-Civita on peut présenter 
de façon analytique la connexion entre le pseudo-scalaire et le 
tenseur antisymétrique de troisième rang: 


Eiik = Voir, “Ÿ = Ôijne ii 3 (42.17) 


où # est l’unique pseudo-scalaire égal à +1 dans le système de 
coordonnées à droite et à —1 dans le système à gauche. 
Le pseudo-tenseur de Levi-Civita permet également d'établir le 


correspondance réversible entre le vecteur axial a et le tenseur anti- 
symétrique de second ordre À = —A* : 


Ann = — Éjmnêtr Gi = — 57 ÊimnAÂmn « (42.18) 


Cette correspondance se conserve avec toute transformation ortho- 
gonale. En effet, 


— Ôg jrprai = — ACi1CjmCh n0imnA Ci pl p Ga 
 — CjrmCh'nÔimn0) pa p = — CjmCh'n0mn@ = CjrmCk'nAÂmn = AR 
(on a utilisé ici la formule (42.16) de l'identité A° = 1 et circip = 
= Ôp) 
P L 3 


En fait, le vecteur axial a et le tenseur antisymétrique À sont 
liés entre eux par la relation (42.18) : ce sont deux formes de trans- 
cription d'un même être géométrique. Il en est évidemment de 
même pour le tenseur e de symétrie interne {V*} et pour le pseudo- 
scalaire , liés entre eux par la relation (42.17). 

Les relations (42.17), (42.18) ainsi que les relations semblables 
sont appelées relations de dualité : le tenseur antisymétrique de second 
ordre est dual au vecteur axial, le tenseur antisymétrique de troisiè- 
me rang est dual au pseudo-scalaire, tandis que le pseudo-tenseur 
antisymétrique de troisième rang est dual au scalaire. 

Les relations de dualité s’écrivent compactement et de façon 
suggestive en notations de Jahn: la relation (42.17) se note 


{F}-e (42.19) 
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tandis que la relation (42.18) 
{V*} = ep. (42.20) 


Le principal avantage de cette notation est la possibilité de déduc- 
tion formelle de nouvelles relations de dualité à partir de relations 
déjà connues. C’est ainsi qu’en multipliant les deux membres de la 
relation (42.19) par e et en notant que e° = 1 (le produit de deux 
pseudo-scalaires est un scalaire), il vientk 


e {V3} 1 (42.21) 


qui est une relation de dualité entre un pseudo-tenseur antisymétrique 
de troisième rang et un scalaire. En multipliant par V les deux 
membres de la relation (42.20), on obtient 


{V2} V = eV? (42.22) 


signifiant qu'un tenseur de troisième rang antisymétrique par rapport 
à deux indices est dual à un pseudo-tenseur de second ordre, en 
général, antisymétrique. En multipliant les deux membres de la 
relation (42.20) par &, on aboutit à 


e{V°} = V (42.23) 
signifiant qu'un pseudo tenseur antisymétrique de second ordre est 


dual à un vecteur polaire. Les relations (42.22) et (42.23) sont utilisées 
en théorie de l’activité optique des cristaux (voir $ 81). 


$ 43. Notations des tenseurs non attachées 
à des coordonnées. 
Opérations de dérivation invariantes 
sur des tenseurs 


Comme il a été déjà noté au $ 41, les tenseurs de rangs élevés peuvent 
être écrits sans être attachés à un repère. Par exemple, le tenseur 
de troisième rang écrit sous cette forme devient d = dyLe;ejez. 
Les notations non attachées à un repère de tenseurs multipliés 
par un nombre et de sommes de tenseurs sont explicites sans autres 
explications. La multiplication des tenseurs se note en écrivant les 
tenseurs multipliés côte à côte dans l’ordre dü sans signes entre eux. 
La multiplication suivie d’une contraction est tout naturellement 
notée au moyen du symbole produit scalaire. En effet, si l’on convient 
que le symbole du produit scalaire représente une multiplication 
scalaire des vecteurs attenant à ce symbole, alors, par exemple, le 
produit scalaire du vecteur P = Pe, par le tenseur d vaut 


P:d= Pie;-direiee, = Pidiin (ere) ejex = 
= Pidindriese, == Pidine;,es. (43.1) 


On a ainsi obtenu un tenseur de troisième rang aux composantes 
Pidinn. 
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Si la sommation s’effectuait par rapport au dernier indice du tenseur d, 
le tenseur correspondant pourrait être obtenu par permutation des facteurs: 


d-P = dijreieser Pier — dirrPreie;. (43.2) 


Mais s'il fallait effectuer la sommation par rapport à l'indice moyen du ten- 
seur d, on ne pourrait noter cett2 opération non attachée à un repère. Heureuse- 
ment, dans l'écriture des relations teusorielles en cristallophysique il est pos- 
sible d’obvier à cet inconvénient. Le recours vient de la symétrie interne des 
tenseurs utilisés en cristallophysique. En effet. :i le tenseur d était symétrique 
par rapport à tous les indices, il sc’ait alors indifférent par rapport à quel indice 
effectuer la sommation. En même si le teuseur d est symétrique par rapport 
seulement à deux indices (disons le seconä et le troisième), cela suffit déjà pour 
qu'on puisse noter sans référence à un système de coordonnées toutes les con- 
tractions possibles de ce tenseur avec un vecteur, vu que la sommation par 
rapport au second indice aboutit dans ce cas au même résultat que la sommation 
par rapport au troisième indice. 


Il est naturel de généraliser le produit scalaire de deux tenseurs 
étudié plus haut (c’est-à-dire leur multiplication suivie d’une con- 
traction par rapport à un des indices de chaque tenseur) à un produit 
biscalaire des tenseurs, qui diffère du produit scalaire par le fait 
que la contraction s'effectue par rapport à deux indices de chaque 
tenseur. Le symbole de la multiplication biscalaire (:) indique que 
deux vecteurs se trouvant à sa gauche sont multipliés scalairement 
avec deux vecteurs situés à sa droite. Si, par exemple, S = Sijrre;ejere: 
et CO — Omnemen, alors le produit biscalaire de ces tenseurs est un 
tenseur de second ordre 


— Se O—Sijnieie;erer + OmnemeEn — 


= SijhiOmneie; (ex €m) (er en) = SiiniOne;e;. (43.3) 


Les composantes &e,; du produit biscalaire s: © sont égales, et, par 
suite, €; = SiÿriOn1 Le produit biscalaire n = ©:s possède, appa- 
remment, des composantes nur = OifSijni 

En recourant au symbole du produit biscalaire, on est en mesure 
d'écrire les composantes des tenseurs de rang trois et quatre. Par 
exemple, les composantes du tenseur du troisième rang d et du 
tenseur du quatrième rang s sont respectivement 


dinr = ed: exe, 


(43.4) 


Sijhi = Cie; S°: eRer 


On peut également appliquer le produit biscalaire à des tenseurs de 
second ordre. Par exemple, les composantes du tenseur de second 
ordre © peuvent de plein droit s'écrire sous trois formes suivantes: 


Ci = e;-0-e; = O:e;e; = ejej: OC. (43.5) 
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Dans une notation sans référence à un repère on se sert également 
du signe X qui indique une multiplication vectorielle des vecteurs 
voisins. Par exemple, le produit vectoriel du tenseur © = 6;;e,e; 
par le vecteur p = pLe, vaut par définition 


oO X p = Ojjeie; X Pre = OijPrei (e5 X en), 
et, étant donné l'identité e; X ex = ôyryer, on obtient finalement 


O X p = VjniO Prier (43.6) 


En physique des milieux continus les opérations de dérivation 
invariantes trouvent une large application: c’est le cas du gradient 
d’un champ de scalaire œ (r), noté grad , de même que de la diver- 
gence div & et du rotationnel rot & d’un champ de vecteurs u (r). 
On utilise également des opérations analogues pour des grandeurs 
tensorielles de dimension plus élevée. On se servira dans ce cas 
de notations identiques mais débutant par des majuscules. 

Gradient d'un champ vectoriel u (r) noté par un tenseur de second 
ordre Grad u dont les composantes sont 


0 : 
(Gradu),,=— (43.7) 


OZ; © 


Le tenseur ôu/ôr qui lui est transposé est appelé dérivée d'un champ 
vectoriel u par rapport au vecteur-lieu r: 


(5), =. (43.8) 


La partie symétrique de chacun de ces vecteurs est appelée défor- 
mation du champ vectoriel u (r) qui se note Def u: 


Def u= + (GCrad a+); (Det ay=s (SE + ke 


ox J OZ; 


(43.9) 


Divergence d'un champ tensoriel © (r) notée Div © dont les com- 
posantes sont 


001; 


(Div 6); = ER 


: (43.10) 


Quand la dérivation s’effectue par rapport au second indice, on se 
sert de la divergence du tenseur transposé 6*: 


00 ;k 
ÔZR ” 


(Div o*),— (43.11) 
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Si le champ tensoriel © (r) est défini en tous les points d’une sur- 
face S, l’intégrale de surface 


$n-o4s 


est alors appelée flux du champ tensoriel o& (plus rarement, flux du 
tenseur 6) à travers cette surface. Mais si ce champ est également 
défini (et continûment dérivable) dans tout le volume V limité par 
une surface fermée S, on voit alors se vérifier le théorème de la diver- 
gence (de Gauss-Ostrogradski) 


@n-odS= (| Div odV; (43.12) 
$ v 

le flux d'un champ tensoriel à travers une surface fermée est égal 
à la divergence sommée de ce même champ tensoriel dans un volume 
limité par cette surface. La démonstration du théorème de Gauss- 
‘Ostrogradski pour les champs tensoriels se déduit directement de la 
démonstration universellement connue de ce théorème pour des 
champs vectoriels et, par suite, on s’abstient de la donner. 

Enfin, le rotationnel du champ tensoriel £ (r) est un pseudo-tenseur 
de même rang Rote dont les composantes sont: 


€ 
(Rot s)y = Os es | (43.13) 
Rot & peut être assimilé à un produit vectoriel: Rot £ = V X &. 
S'il est nécessaire de dériver par rapport au second indice, on se 
sert de Rot e*. 
On utilise largement en mécanique des milieux continus l’opé- 
ration de dérivation de second ordre: le rotationnel du rotationnel 
transposé d’un champ tensoriel & (r). Ce champ tensoriel 


Ink e = Rot (Rot e)* (43.14) 


est d'ordre identique au champ de départ et est appelé incompatibilité 
d'un champ tensoriel e (r). Ses composantes sont 


(Ink €); = BinmÔjtn 2 (43.15) 


x m 
JR 9zx 07° 


$ 44. Symétrie externe et représentation 
des tenseurs et des pseudo-tenseurs 


Les tenseurs matériels servent à décrire les propriétés des cristaux. 
Soit un cristal attaché à un repère cartésien. Le jeu des composantes 
du tenseur matériel dans ce repère caractérise numériquement la 
propriété concernée. Soumettons le repère à une transformation 
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orthogonale quelconque. Les composantes du tenseur matériel 
attaché au nouveau repère ne sont pas en général égales aux compo- 
santes correspondantes de l'ancien repère. Toutefois, si la transfor- 
mation considérée appartient au groupe de symétrie du cristal, les 
composantes du tenseur matériel attaché au nouveau repère s'iden- 
tifient alors à ses composantes dans l'ancien repère. En effet, si 
deux repères sont liés entre eux par une transformation de symétrie 
cristalline, leur position par rapport au cristal est en fait identique. 
Par conséquent, un tenseur matériel du cristal est invariant par rap- 
port à toutes les transformations de symétrie de ce cristal. 

I1 s'ensuit que le tenseur matériel d'un cristal doué d'une certaine 
symétrie ne peut être tout à fait quelconque, mais doit remplir 
certaines conditions découlant de la symétrie du cristal *). Formu- 
lons ces conditions analytiquement. Soit À un tenseur matériel de 
rang ret [lc [| = [cire (g) Il la matrice d'une transformation g 
de la symétrie cristalline dont la propriété est décrite par ce ten- 
seur. Soumettons le cristal à la transformation g. Dans le nouveau 
repère les composantes du tenseur prennent la forme 


Air. = Ci ... Cihr An... .hr (44.1) 


Mais comme g est la transformation de symétrie du cristal, les com- 
posantes du tenseur dans le nouveau repère doivent s'identifier aux 
composantes de l'ancien repère. Cela peut être écrit ainsi: 


Auris Vis +. OirhrAns hr (44.2) 
En comparant (44.1) et (44.2), il vient 
(cisns Cithy — Vâsts He dir) An...hr = 0, (44.3) 


et ces 3” égalités doivent être satisfaites pour toute matrice [[c,;, (g)||, 
si g est une des transformations de symétrie du cristal. Ainsi, l'éga- 
lité (44.3) constitue un système d'équations linéaires auxquelles 
doivent satisfaire les composantes du tenseur À, au cas où ce tenseur 
décrit les propriétés du cristal. 

Le nombre d'équations dans le système (44.3) est égal à l’ordre 
du groupe ponctuel du cristal multiplié par 3", mais le nombre d’équa- 
tions indépendantes parmi ces dernières est de beaucoup inférieur: 
si le tenseur À satisfait aux équations (44.3) pour des matrices 
correspondant aux générateurs (éléments générateurs) du groupe 
ponctuel cristallin, il satisfait alors à toutes les autres équations **). 


ep 


*) Ces conditions imposées aux tenseurs matériels sont nécessaires mais 
aucunement suffisantes. On expose au ch. VII les exigences imposées aux ten- 
seurs matériels par la thermodynamique des cristaux. 

**) Sur les générateurs du groupe ponctuel voir $ 5. 
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En effet. si le tenseur est invariant par rapport aux transformations 
81 et £», il l'est aussi évidemment par rapport à toutes puissances 
et produits possibles de ces transformations. 

En ce qui concerne le pseudo-tenseur matériel B. la formule (44.3) 
doit être quelque peu modifiée. Dans le nouveau repère les compo- 
santes du pseudo-tenseur B sont 


Bir...is = Aime, ... CirkBrs. hrs (44.4) 


où À est le déterminant de la matrice des cosinus || c;, ||. Quant à 
la formule (44.2). elle demeure inchangée pour les pseudo-tenseurs. 
En comparant (44.2) et (44.4), on obtient au lieu de (44.3) la formule 


(Acin, “cas Citkr er Gien, . Oithr) Bn,. sshkp— 0. (44.5) 


Voyons tout d'abord l'influence qu exerce sur les tenseurs maté- 
riels la présence dans le cristal d'un centre de symétrie. Dans ce cas 
les tenseurs matériels doivent être invariants relativement à l'in- 
version. La matrice des cosinus associée à l'inversion est c;.x — 


= —6;, et son déterminant À = —1. En portant c;-, dans la 
formule (44.3), il vient 
[(— 1) — 1] Gin, . Oindn...r, = 0. (44.6) 


Le résultat varie suivant que l'ordre du tenseur r est pair ou impair. 
Pour un r pair. on a l'identité 


Oir.. ir 0, 
l 


; 
qui est satisfaite pour tout tenseur À. Ainsi, tous les tenseurs d'ordre 
pair sont invariants par rapport à l'inversion ou, autrement dit, sont 
centrosymétriques. Pour un r impair, on a au contraire 


— 24... = 0. 
1 Le 


Cela signifie qu’en cas de présence dans le cristal d’un centre de 
symétrie tous les tenseurs de rang impair deviennent nuls ; autrement 
dit, Les cristaux centrés ne possèdent aucune des propriétés caractérisées 
par des tenseurs de rang impair. 

Si l’on considère un pseudo-tenseur au lieu d’un tenseur. alors 
la présence dans la formule (44.5) du facteur À, égal en cas d’inversion 
à —1, oblige de substituer dans la formule (44.6) r + 1 à r. Aussi 
tous les pseudo-tenseurs matériels de rang impair sont-ils centro- 
symétriques; par contre, tous les pseudo-tenseurs matériels de rang 
pair deviennent nuls pour des cristaux centrés. 

En accord avec les résultats obtenus dans ce problème, il est 
rationnel de passer à une nouvelle classification des tenseurs. Les 
vrais tenseurs de rang pair et les pseudo-tenseurs de rang impair 
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sont appelés tenseurs de type pair; ils sont. comme il a été montré, 
tous invariants relativement à l’inversion. Quant aux vrais tenseurs 
de rang impair et les pseudo-tenseurs de rang pair. ils sont appelés 
tenseurs de type impair; ilsinversent le signe de toutes leurs compo- 
santes dans une inversion. En étudiant les relations de dualité 
($ 42), on a vu qu'une même grandeur peut être à la fois un vrai 
tenseur et un pseudo-tenseur. Aussi. en disant qu'une certaine 
grandeur est un pseudo-tenseur, caractérise-t-on en fait non pas 
cette grandeur mais son mode de notation. Par contre, la parité 
ou l’imparité sont réellement des propriétés essentielles d'une 
grandeur. Par exemple, les petites rotations d'un milieu continu 


(voir $ 49) peuvent être décrites par un vecteur axial œ@ et par un 
tenseur antisymétrique de second ordre qui lui est dual w, mais dans 
les deux cas on utilise pour la notation de cette grandeur des tenseurs 
d'un même type, à savoir des tenseurs de type pair. 

Etant donné que tous les tenseurs matériels de type pair sont 
centrosymétriques par nature, ils sont « insensibles » au fait de la 
présence ou non dans le cristal d'un centre de symétrie. Si on adjoint 
en pensée aux opérations de symétrie du cristal l’inversion (ainsi que 
les produits de l’inversion par toutes les opérations de symétrie), 
on n’impose ainsi aucune nouvelle restriction à la forme du tenseur 
matériel de type pair. [1 s'ensuit que d’après la symétrie des pro- 
priétés décrites par les tenseurs de type pair les cristaux se sub- 
divisent non pas en classes cristallographiques, mais en classes de 
Laüe ou en sous-systèmes (rappelons que les groupes ponctuels de 
toutes les classes non centrosymétriques, incluses dans le sous-système 
concerné. après adjonction de l’inversion aux éléments générateurs 
se transforment en groupe ponctuel de l'unique classe centrosymé- 
trique de ce sous-système, voir $ 6). Donc, le nombre de symétries 
différentes de propriétés de type pair ne dépasse pas 11 pour tous les 
cristaux possibles et 14 compte tenu des milieux de symétrie limite. 

Comme il a été déjà noté, seuls les tenseurs non centrosymétriques 
peuvent être doués de propriétés de type impair ; le nombre de symé- 
tries différentes de ces propriétés ne peut donc dépasser celui des 
groupes ponctuels cristallographiques non centrosymétriques, autre- 
ment dit 21; si l'on tient aussi compte des groupes limites, leur 
nombre s’accroît jusqu'à 25. 

Ün tenseur matériel associé à un cristal est invariant relative- 
ment à toutes les transformations de symétrie du cristal, mais, à 
proprement parler, non pas seulement par rapport à ces dernières. 
Ainsi, un tenseur materiel de type pair est invariant relativement 
à l'inversion, même lorsque le cristal, dont il décrit la propriété, 
est non centré. D'autre part, en analysant diverses situations cristal- 
lophysiques sur la base du principe de Curie, il faut savoir par rapport 
à quelles opérations de symétrie est invariant tel ou tel tenseur du 
champ. A. Shubnikov a introduit la notion de symétrie du tenseur, 
15% 
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qui est applicable aussi bien aux tenseurs matériels qu'aux tenseurs 
d'un champ *) (par la suite, cette notion a reçu la dénomination de 
symétrie externe, pour la différencier de la symétrie interne) ; un groupe 
de symétrie externe d'un tenseur est l’ensemble de toutes les trans- 
formations orthogonales relativement auxquelles est invariant le 
tenseur concerné. 

Une méthode directe de détermination de la symétrie externe 
d’un tenseur a été proposée par L. Sédov et V. Lokhine **). Ils assimi- 
lent le jeu de formules de la théorie de symétrie externe des tenseurs 
(44.3) à un système d équations par rapport aux éléments matriciels 
Ci. de tenseur À étant considéré comme donné. Chaque solution de 
ce système est une matrice de transformation par rapport à laquelle 
est invariant le tenseur A. Parmi les matrices satisfaisant à l'équa- 
tion (44.3) il peut également se trouver des matrices non orthogonales ; 
en conformité avec la définition de la symétrie externe d’un tenseur, 
elles doivent être éliminées de l'étude. Les matrices orthogonales 
restantes constituent le groupe de symétrie externe du tenseur A. 

Cette méthode permet en principe de dégager le groupe de symé- 
trie externe pour tout tenseur fixé par ses composantes dans un 
repère quelconque. mais son application présente des difficultés : 
les équations (44.3) ne sont linéaires que par rapport aux composan- 
tes du tenseur A, ... Ax, tandis que par rapport aux éléments 
matriciels c;:, cette équation est du degré r (r étant le rang du ten- 
seur). 

L. Sédov et V. Lokhine ont démontré que tout groupe cristallo- 
graphique et groupe limite peut être défini comme un groupe de 
symétrie externe d'un tenseur ou comme une intersection (partie 
commune) de groupes de symétrie externe de plusieurs tenseurs. 

Les tenseurs matériels des cristaux sont fonctions de la tempé- 
rature, de la fréquence et d'autres paramètres scalaires. Aussi à 
côté de la symétrie externe des tenseurs matériels étudie-t-on égale- 
ment en cristallophysique théorique la symétrie externe des tenseurs- 
fonctions matériels (tenseurs-fonctions de paramètres scalaires) ***). 


A des jeux différents de paramètres scalaires w,, @:, . . . correspon- 
dent des tenseurs matériels différents A (w:), À (w:), . . .. Leurs 
groupes de symétrie G (A (w:)), G& (A (w2)), . .. comportent, en 


règle générale, les mêmes éléments de symétrie, mais l'orientation 


*) Shubnikov (1949). Voir également Sheludev (1957) et Koptzik (1958). 

**) Lokhine et Sédov (1963) ou Sédov ((1970), annexe 1). Voir également 
Maloletkine et Fomine (1972). 

Dans l’article de Lokhine et Sédov (1963) on étudie tout le groupe de trans- 
formations défini par le tenseur considéré, y compris les transformations non 
orthogonales (tractions, glissements, etc.). Mais pour les buts poursuivis, il 
suffit d’envisager le sous-groupe orthogonal de ce groupe. Comp. Vakoulenko 
(1972). 

***) Sur la symétrie des tenseurs-fonctions voir également Koptzik (1966). 
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pour des tenseurs différents peut s'avérer autre. On appelle groupe 
de symétrie externe G{) (A) du tenseur-fonction matériel À (w) l'in- 
tersection (partie commune) de ces groupes: 


G®? (A)= G (A (w)) N G (A (@3)) N ... = A G(A(@)). (44.7) 


Le groupe G{) (A) de symétrie externe du tenseur-fonction A (w) 
ne comprend que les transformations qui transforment en lui-même 
le tenseur A pour toutes valeurs des paramètres. D'autre part, selon 
le principe de Neumann, tous les éléments du groupe ponctuel de 
symétrie du cristal G doivent appartenir aux groupes de symétrie 
externe de tous les tenseurs matériels de ce cristal et, partant, aux 
groupes de symétrie des tenseurs-fonctions matériels. Il s'ensuit la 
relation entre les groupes de symétrie du cristal G, du tenseur matériel 
G (A) et du tenseur-fonction matériel G(®) (A) déduite par Koptzik 
(1966) : 


G(A)=G"”(A)26G. (44.8) 


Voyons quelques exemples. Tous les vecteurs matériels des 
cristaux à axe de symétrie sont dirigés suivant cet axe. et, par suite, 
la symétrie non seulement de tout vecteur matériel séparément mais 
également des ensembles de tous les vecteurs matériels imaginables 
vaut com. Toutefois, les vecteurs matériels d’un cristal de la classe m 
peuvent prendre toute direction contenue dans le miroir et, bien 
que la symétrie de chaque vecteur pris isolément soit toujours com, 
la symétrie de leur ensemble n'est que m. 

De façon analogue, chaque vecteur matériel isolé [V?] d'un 
cristal de classe quelconque du système monoclinique est de symétrie 
mmm, mais l’ensemble de tous ces tenseurs n a qu'un axe de symétrie 
binaire et un miroir en commun, de sorte que le groupe de symétrie 
de cet ensemble est 2/m. 

Passons à l’étude des modes de représentation des tenseurs et 
des pseudo-tenseurs de rang quelconque. Au $ 22 on a décrit deux 
types de surfaces servant à la représentation des tenseurs symétriques 
de second ordre, les surfaces caractéristiques et les indicatrices. 
Pour représenter les tenseurs de rangs supérieur, on ne se sert habi- 
tuellement que d'indicatrices. En coordonnées polaires, l'équation 
de l'indicatrice d'un tenseur symétrique T de rang p a pour expression 


r (Ÿ, p)=Ti...i, p (44.9) 


(7, = Sin Ÿ — cos p, n, = sin Ÿ sinp, n3 — cos D). 


ni, ... n; 


Si l’on porte dans cette équation les composantes du tenseur ou 
du pseudo-tenseur À dont la symétrie interne n'est pas égale à 
[VP] ou à e [Pr], seule sa partie symétrique exerce alors une influence 
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sur la forme de l'indicatrice T;,..;, = A(ii.ipy Car 


A Ni, ... ni, = Ti... ni, .. ll; 


la ... ip P° 

Comme il a déjà été noté ($ 22, 24), une indicatrice peut être 
composée de parties blanches (positives) et noires (négatives), les 
premieres correspondent aux valeurs positives de r. les secondes aux 


valeurs négatives. Quelques surfaces mentionnées au $ 24 sont des 


Em com F 00 
+ = + D D 6 
| L LI 
| | | | | 
+ - - 6 D 6 
a) b) c) d) 


Fig. 44.1. Diamètres des indicatrices: a) d’un tenseur pur de type pair, b) 
d'un tenseur pur de type impair. c) d'un pseudo-tenseur de type pair, d) d’un 
pseudo-tenseur de type impair. Les diamètres b). c). d) sont respectivement des 
directions polaire, axiale et hélicoïdale. Le centre de l’indicatrice est marqué 
par un point. Les signes plus et moins correspondent aux couleurs blanche et 
noire de l'indicatrice au bout du diamètre considéré, tandis que les lettres D 
et G aux rotations à droite et à gauche. Comp. Shubnikov (1958, fig. 117) et 
Shubnikov et Koptzik (1972, fig. 74). 


indicatrices des tenseurs de rangs élevés. Par exemple, les surfaces 
du coefficient de traction (voir fig. 24.5-24.11) constituent en fait 
des indicatrices du tenseur matériel de quatrième rang si, = 
= Sy. OÙ S est le tenseur du coefficient de deformabilité élastique 
(voir $$ 51-53), tandis que les surfaces du coefficient de torsion 
(voir fig. 24.6, 24.10, 24.11) sont des indicatrices du tenseur matériel 
Qijnr = 2 (Zaindsn — Sujnn) OÙ Zir = Simhm (COMP. avec les formu- 
les (54.20) et (54.21)). Un grand nombre de ces surfaces, de leurs 
sections et projections stéréographiques (voir $ 24) est donné dans 
les chapitres suivants: fig. 54.3-54.10, 56.4. 58.1-58.3, 75.1, etc. 

Comparons les indicatrices des tenseurs pairs et impairs. Comme 
les tenseurs pairs sont centrosymétriques, leurs indicatrices sont 
également centrosymétriques : r (7) = r (—n). Aussi tout diamètre 
d’une indicatrice d'un tenseur pair est-il composé de deux rayons 
égaux en grandeur et possédant un même signe (fig. 44.1, a) ; sa symé- 
trie vaut oo/mm. 
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Les tenseurs impairs sont non centrosymétriques; avec l'inver- 
sion, ils changent de signe *); leurs indicatrices sont douées de 
mêmes propriétés: r (#7) — —r({n). Tout diamètre d'une telle in- 
dicatrice est composé de deux rayons également égaux en grandeur 
mais possédant des signes opposés (fig. 44.1, b); sa symétrie vaut 


Fig. 44.2. Indicatrice de l'effet piézo-électrique longitudinal dans un cristal 

de tourmaline (classe 3m) est un exemple d’indicatrice d’un tenseur de type 

impair : a) projection stéréographique, par le centre de la projection passe l'axe 

X3— [0001]; b) idem, mais par le centre passe l’axe X, — [2110]; en 10-8 

unité CGSE ; c) section de l’indicatrice par le plan X,X3 — (2110). Groupe de 

symétrie de la surface 3m, groupe d’antisymétrie 3m (voir $ 68) (Boutabaev et 
Sirotine, 1973). 


com. Les directions dans le cristal dont le degré de symétrie ne 
dépasse pas com sont dites polaires (voir $ 3 et annexe C). Il s'ensuit 
du principe de Curie que les diamètres des indicatrices de tenseurs 
matériels de type impair ne peuvent s'annuler que suivant les direc- 
tions qui, dans le cristal concerné, sont polaires. On a montré sur la 
figure 44.2 deux projections stéréographiques et une section de la 


*) Cette circonstance est en connexion avec l'antisymetrie de ces surfaces, 
voir $$ 67, 68. 
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surface de l'effet piézo-électrique longitudinal d'un cristal de tour- 
maline (classe 3m), c’est l'indicatrice d’un tenseur matériel de 
troisième rang f;jr = dijm»s Où d est le tenseur des coefficients 
piézo-électriques (voir $ 58). 

Les indicatrices des pseudo-tenseurs symétriques sont également 
décrites par l'équation (44.9) mais leurs rayons-vecteurs se trans- 
forment apparemment non pas suivant la 
loi vectorielle mais suivant la loi pseudo- 
vectorielle, c’est-à-dire sont des.vecteurs 
axiaux. Aussi à chaque point de l'indica- 
trice associe-t-on non pas un signe (comme 
aux points des indicatrices des vrais 
tenseurs), mais une rotation dont le sens 
de rotation est celui du vecteur-lieu 
axial du point considéré. Convenons 
d'appeler ce point de l’indicatrice du 
pseudo-tenseur point droit si, lorsqu'on 
regarde ce point du côté extérieur à la 
surface, la rotation semble s'effectuer 
dans le sens inverse des aiguilles d’une 
montre (respectivement, si on le regarde 
de l’intérieur, c'est-à-dire suivant Île 
vecteur-lieu, dans le sens des aiguilles 


Fig. 44.3. L'indicatrice d'un € 
d'une montre) et point gauche dans le 


vecteur axial est l'exemple 


de l’indicatrice d'un pseu- 
do-tenseur de type pair. La 
symétrie de la surface est 
oo/m. Les flèches circulaires 
indiquent le sens de rotation. 
Par les lettres D et G sont 
marquées les parties de la 
surface composées respecti- 
vement de points droits et 
gauches. À droite est repré- 
senté le vecteur axial de lon- 
gueur et de sens appropriés. 
Comp. avec l'indicatrice du 
vecteur polaire de la figu- 
re 22.3. 


de pseudo-tenseurs matériels de 


cas contraire. 

Comparons maintenant les indica- 
trices des pseudo-tenseurs du type pair 
et impair. Les indicatrices des pseudo- 
tenseurs de type pair (c'est-à-dire de rang 
impair) sont centrées. Donc chaque dia- 
mètre d'une telle surface est composé de 
deux rayons de même longueur et de 
même sens de rotation (fig. 44.1, c); sa 
symétrie vaut œ/m. Les directions dans 
les cristaux dont le degré de symétrie ne 
dépasse pas o/m sont dites ariales, de 
sorte que les diamètres des indicatrices 
type pair ne sont différents de 


zéro que suivant les directions axiales. Un exemple de telle surface 
est donné à la figure 44.3. 

Les diamètres des indicatrices de pseudo-tenseurs de type impair 
sont composés de rayons de même longueur et de sens de rotation 
opposés (voir fig. 44.1, d); leur symétrie vaut 2. Les directions 
dans les cristaux de cette symétrie ainsi que de symétries de degré 
inférieur sont dites de forseur ou hélicoïdales (les diamètres des indi- 
catrices de pseudo-tenseurs matériels de type impair ne sont diffé- 
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rents de zéro que dans les directions de tenseur. Un exemple d'indi- 
catrice d’un pseudo-tenseur de type impair est donné à la figure 44.4. 


a) >) 


Fig. 44.4. Indicatrices: a) d'un pseudo-tenseur symétrique de second ordre 


42m. b) d'un tenseur symétrique de second ordre aux mêmes composantes, sa 
symétrie est mmm, l’antisymétrie 4’/mmm', voir $ 68 (d'après Shubnikov 
(1964)). 


C’est une indicatrice d’un pseudo-tenseur de second ordre de symétrie 
42m dont la matrice dans le système X,X,X, est de la forme 


—G 0 0 
IG: 1 = 0 G O1, (44.10) 
0 O0 O0 


si la rotation à droite est affectée du signe moins et la rotation à 
gauche du signe plus. Ce pseudo- -tenseur décrit l'activité optique 


des cristaux des classes 42m, 4, mm2 et m, en particulier, la rotation 
du plan de polarisation de la lumière dans les cristaux des classes 


42m et 4 en cas de coïncidence d'indices de réflexion principaux W, 
et V, (voir $ 81) *). 

Si toutes les composantes de même nom d'un vrai tenseur et 
d'un pseudo-tenseur de rang identique coïncident, leurs indicatrices 
présentent des contours identiques. Or, comme les rayons-vecteurs 
formant ces deux surfaces ont une signification différente et une 
symétrie différente, la signification et la symétrie des surfaces 
elles-mêmes sont également diverses. Cela se voit, par exemple, 


*) À une rotation à droite correspondent, selon notre définition, les par- 
ties droites de l’indicatrice. D'après la définition adoptée en optique, si la 
rotation du plan de polarisation est effectuée suivant une hélice à droite, cette 
rotation est dite gauche (voir $ 81)et correspond aux valeurs négatives de la 
composante normale du pseudo-tenseur G;;. En accord avec ce fait, on choisit 
le signe dans la matrice (44.10). 
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lorsqu'on compare les indicatrices d'un vecteur polaire (voir fig. 22.3) 
et d'un vecteur axial (fig. 44.3). Un autre exemple: des contours 
analogues à la figure 44.4, a de l’indicatrice du pseudo-tenseur 
d'ordre deux et de symétrie 42m présente l’indicatrice d’un vrai 
tenseur de second ordre dont les composantes sont définies par la 
même matrice (44.10) (fig. 44.4, b). Toutefois, la symétrie de ce 
tenseur et de son indicatrice est tout à fait différente : c’est le groupe 
mmm. comme dans tout tenseur symétrique de second ordre à trois 
valeurs propres différentes (—G, G et 0) *). - 

Ainsi, la symétrie des indicatrices n’est définie de façon correcte 
que si l’on tient compte du fait qu'aux points qui les composent on 
affecte une couleur (signe) ou un sens de rotation, c’est-à-dire qu'el- 
. les sont, selon l'expression de A. Shubnikov, des figures matérielles. 


$ 45. Méthode de vérification directe 


On exposera dans ce paragraphe un procédé plus commode de 
déduction des conditions nécessaires auxquelles doit satisfaire un 
tenseur invariant relativement à un miroir, une rotation autour 
d’axes binaire et quaternaire ainsi qu'autour d’axes ternaires possé- 
dés par les cristaux du système cubique. Il a été proposé par Fumi 
et s'appelle méthode de vérification directe (Fumi, 1952). 

On utilise essentiellement dans cette méthode deux circonstances: 
1) le fait que les composantes d'un tenseur se transforment comme 
les produits des composantes de vecteurs ; 2) qu'on s'intéresse à la 
forme d'un tenseur matériel attaché à un repère cristallophysique 
qui se construit sur la base d'éléments de symétrie cristalline, de 
sorte que les axes de symétrie et les normales au miroir coïncident 
avec les axes de coordonnées, les bissectrices des angles entre ses 
derniers, etc. 

Voyons, par exemple, comment se transforment Îles composantes 
d’un vecteur sous l'effet d'une rotation du repère de 90° autour de 
l'axe X.. Si les vecteurs unités de l'« ancien » repère sont notés 
€, €, €3, et du « nouveau » repère e,:, e:, e3, alors on peut écrire 


ze, + Yes + Ze3 = z'eie + y'eæ + z'ese. 


Ici r, y, z sont respectivement la première, la deuxième et la troisième 
composantes du vecteur. 


La matrice des cosinus de la rotation considérée est : 


1 0 1 0 
Icixll=i —1 0 01. 
0 O0 1 


*) Le groupe d'antisymétrie de ce tenseur et de son indicatrice est 4”/mmm” 
{voir $S$ 67, 68). 
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Les nouveaux vecteurs unités définis par la formule e;. = c;1e4 
sont respectivement égaux à @j: — @:, sr = —€],; € = €e3. Ainsi, 


Te, + Yes + 5e3 = T'es — Ye, + Te. 


Etant donné que les vecteurs unités sont linéairement indé- 
pendants, cette égalité n’est remplie que quand les coefficients 
associés aux vecteurs unités appropriés sont égaux 


Lu, d'est, jet: 

(On aurait immédiatement le même résultat en faisant opérer la 
matrice || c;-. || directement sur les composantes et non pas sur les 
vecteurs unités ; on a choisi une voie plus longue pour pouvoir opérer 
de façon analogue dans le paragraphe suivant avec les coordonnées 
cycliques qui, à la différence des cartésiennes, se transforment diffé- 
remment des vecteurs de base cycliques appropriés). On voit que 
dans ce cas la composante du vecteur ou bien demeure inchangée 
ou bien se transforme en une autre composante et, vraisemblablement, 
change de signe. Ce fait est en connexion avec la forme de la matrice 
des cosinus: tous ses éléments sont entiers et égaux à +1, —1 ou 0. 
La méthode de vérification directe de Fumi n’est applicable qu'aux 
opérations de symétrie caractérisées par des matrices entières des 
cosinus. 

La matrice des cosinus n'est entière que pour des rotations pri- 
vilégiées dont les axes se disposent de façon rigoureusement déter- 
minée par rapport au repère. En particulier, pour une rotation de 
120° (axe ternaire) la matrice des cosinus est entière si l'axe de rota- 
tion forme des angles égaux avec les axes X,, X, et X;, mais elle 
n’est pas entière si cet axe coïncide avec l’un des axes de coordonnées. 
On a donné au tableau 45.1 tous les cas pratiquement importantes de 
telles rotations. 


Tableau 45.1 
Transformations d'indices utilisées dans la méthode de vérification directe 


£ 7 7, 2x ?y Lxy m, me my M œy 4: 4. Fxyz 
z' | —x | —z z| —x y x | —z z | —y y | —y y 
’ = 
y pl = | y y : ÿ y —Yy | —T + z # 
2 —: z|—-2| —2| —25 | —5 : : z 2 —2 T 


Remarque. Les indices x, y, z signifient que l'axe de symétrie (ou la normale 
au miroir) coïncide avec les axes 1, de et \3 respectivement. L'indice xy indique que 
l’axe est dirigé suivant la bissectrice de l’angie entre les axes X'1 et V2, tandis que l'in- 
dice xyz signifie qu’il est dirigé suivant la droite formant avec les axes X1, X2, X3 des 
angles égaux. 
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Voyons à présent comment se transforment dans cette rotation 
les composantes d'un tenseur de second ordre. Pour pouvoir utiliser 
le fait qu'elles se transforment comme des produits des composantes 
d'un vecteur, notons la composante aux indices 11 par le symbole 
[rx], aux indices 12 par le symbole {ryl, etc. Comme on n'avance 
pas l’hypothèse que le tenseur est symétrique par rapport aux indices 
(par exemple, [1y] = [yx]), il nous faut veiller soigneusement à 
l'ordre des « facteurs » dans les symboles des composantes et éviter, 
en tout cas, de les permuter arbitrairement. Pour le reste, on peut 
opérer avec ces symboles comme avec des produits banaux. Si dans 
l'opération 4. les composantes du vecteur deviennent 


, ’ 


’ 
Z'=Y, y = —Zx, 7 —=2, 


les composantes du tenseur se transforment alors tels des produits 
de la facon suivante : 


[xx =  Uyyl Tyrxl — —[ry] [zx] — [zyl, 
[xy} = —[yx] [yyl — [xx], [zy} — —[zrl), 
[xzl — [yzl, [yzl — —[xzl, [zz}° — [zz]. 


En procédant de façon analogue pour les opérations 2., 2, et 3,y., 
formons le tableau: 


£ | 2. 


& 22 2x Ÿ: Bxyz 2x 4; 3xyz 
[ex] | {zz] Lez À Qyul | OLuyl let | —fali-tezl| [:yll (zu) 
[uyl" | Huy |'Evyl | [zx] | 5 2] | —{zl {xl (yzll  lyz 
[22] [25] | [22 23 [zz) | Izyl Izyll—-zyll-lyzll —ly:l 
[ul [—{ysl lys |— [2 [2x] lux] luzll—{yzll—-lzy)l  Ucy] 
LEyl" | —{syl | Esyl | 127) [x] 


Si le cristal appartient à la classe 2 et l'axe 2 est parallèle à X3:, 
alors les composantes du tenseur matériel ne doivent pas varier 
dans l'opération 2.. On est donc en droit d égaler les indices des 
mêmes lignes dans la première et la seconde colonne de notre tableau. 
Mais les égalités de la forme [yzl = —[yz] ne sont satisfaites que pour 
[yzl — 0. Quant aux égalités triviales de la forme [rx] — (rx. elles 
sont satisfaites pour toutes valeurs des composantes correspondantes. 
Ainsi. un tenseur de second ordre pour des cristaux de la classe 2 
(pour un placement non standard de l'axe 2 parallèlement à X:) 


est de la forme 
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Le tenseur considéré est du type pair et, par suite, commeonl'a 
montré au paragraphe précédent, il doit également posséder la 
même forme pour les cristaux d’autres classes appartenant au mème 
sous-système: m et 2/m. 

Etudions maintenant la classe 4. Comme parmi les opérations du 
groupe 4 on trouve l'opération 2., on peut immédiatement poser 
égales à zéro les composantes [yzl, {zyl, [zx] et [xz] *). Pour les autres 
composantes on a [zx] — [yyl, {ryl — —[yxl. Bref, pour la classe 4 
(de même que pour les classes 4 et 4/m) le tenseur matériel de second 
ordre est 


Ti Ty 0 
IT: = — Ti Ti; 0 
0 O0 T, 


On a passé en revue les groupes à un seul générateur. Pour des 
groupes à plusieurs générateurs la condition d'égalité des compo- 
santes transformées et non transformées doit étre satisfaite pour 
chaque générateur séparément. On a donné au tableau 45.2 des jeux 
de générateurs convenant le mieux à l'application de la méthode de 
vérification directe. 

Profitons de cette règle à des fins de détermination de la forme 
du tenseur matériel de second ordre pour les classes 222, 422, 2: 
et 432 (et, partant, pour toutes les classes des sous-systèmes corres- 
pondants). 

Pour la classe 222, après vérification sur l’invariance par rap- 
port à 2., il ne reste que les composantes [rx], [yyl, [z:], {ry] et [yrl. 
La vérification sur l’invariance par rapport à 2, élimine les deux 
dernières composantes. On obtient finalement 


T,, 0 0 
0 0 T. 


Pour la classe 422, après vérification sur l'invariance par rapport 
à 4., il reste [rx] = [yyl, [22], [ryl — —[yrl. La vérification sur 
l’invariance par rapport à 2. élimine le dernier couple de compo- 
santes de sorte que 


T, 0 O 
ITisll=] 0 Tu 0 
0 T. 


*) On pourrait ne pas le faire. Ainsi, en confrontant les égalités [yz] — 
= [rz] et [rs] — —[yz], on voit immédiatement que [yz] = [r:] = 0. 
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Tableau 45.2 


Générateurs (éléments générateurs) des groupes cristallographiques 


et limites 
Groupe Généroteurs Groupe Générateurs 
1 | 4mm 32 Mæx 
1 1 42m (2|| X:) 4.2: 
2(211X2) 2y 4m2 (m L X,) 4, mx 
2(211Xa) 2: L'mmm 4. 2 1 
ni (m Fe X.) my ‘ 6 ra 
m (m 1 X3) m >: Fe : 
2/m (211 X2) D : 
2m (2 || X3) 2, _ ds 
222 2 2x — As 
mm2 2: Mx ” us on 
mmm 222.1 me mL X1) 62, de: 
3 LE 62m (2 || X1) 6: 2x 
3 3. 1 6,/mmm 6:, 2x 1 
32 (2 || X:) 3, 2 23 2e Jxys 
32(211 X2) 3., 2y m3 sr Ixyzr 1 
3m (m L X:) Je, Mr 432 4, Jxyz 
3m (m Lu X:) 3:, My 43m 4,, Jryz 
ÿm (2 Il X1) 3, 2% 1; mm 4., Jxyzs 1 
3m (2|| X2) Jz, 2ye 1 00 00: 
4 4; co jm o., 1 
4 4. 002 00, 2 
4/m 4., 1 com OO:, Max 
422 4, 2x 00/mm CÙs: 2x 1 


Pour la classe 23, avec l'étude de l’action de l'opération 3,,- 


2 


sur les composantes restées après vérification par rapport à 2., 


on obtient les égalités [rx] = [zz] — [yyl, [xy) = [2x] = 0, lyx] = 
= [rz] = 0. D'où 
T;, 0 O0 | 
ITisll=] 0 Ti 0 
0 0 7, 
Pour la classe 432 on obtient le même résultat une fois analysée 
l’action de l'opération 3,,. sur les composantes restées après véri- 
fication par rapport à 4. 
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L'exemple examiné montre d abord que le groupe de symétrie 
externe d’un tenseur peut s’avérer beaucoup plus large que le groupe 
de symétrie du cristal par rapport auquel le tenseur concerné doit 
demeurer invariant (il ne s’agit pas seulement de l'adjonction d'un 
centre de symétrie: en imposant au tenseur la condition d'invariance 
par rapport au groupe 23, on aboutit à un tenseur dont la symétrie 
externe n’est pas m3 mais de degré beaucoup plus élevé, cooom). 

Ensuite, cet exemple témoigne d'une connexion entre les symétries 
interne et externe du tenseur. On a étudié le tenseur de symétrie 
interne ŸV”, c’est-à-dire sans poser l'hypothèse qu'il est symétrique 
(ou antisymétrique) par rapport aux indices. Pour les classes de Laüe- 
2/m et 4/m, on a justement abouti à la symétrie interne V®, mais pour 
les classes de Laüe mmm, 4/mmm, m3 et m3äm les conditions 
d'invariance ont fait monter la symétrie interne du tenseur jusqu'à 
[V*], et il est ainsi devenu symétrique par rapport aux indices. 
Donc, la symétrie externe d'un tenseur prédétermine quelquefois 
sa symétrie interne. 

La méthode de vérification directe s'applique également de façon 
aussi simple aux tenseurs de rangs supérieurs. La seule complication 
est un plus grand nombre de composantes. le problème devenant 
non pas plus compliqué, mais de résolution plus longue. Cet inconvé- 
nient peut être quelque peu pallié si l’on n'écrit pas toutes les 
permutations d'indices: il est évident, par exemple. que si [xrz]” — 
= [yz], alors [21l° — [y]. 

Etudions un tenseur de troisième rang et voyons la forme qu’il 
prend pour les cristaux des classes 42m et 422. I] suffit pour cela de 
vérifier l’effet produit sur lui par le générateur 4. et 2, pour la 


classe 42m et 4. et 2, pour la classe 422 (voir tabl. 45.2). Etablis- 
sons donc le tableau: 


É273h [zzz] | —[yyy] Qyyul À Cuyzl" | —Tuysl | —[zxi) [xx:] 
Luyyl" | —[yyyl {zzz) | —[zzz) | (yyzl [uyr] | —({xzy] [zry] 
Let — [255 — [522 [252 [z:x]" [227] —|5:y] [y] 
[zzyl" | —[zzy]l Eyyz) | —[yuxz] | [::y]" | —1{::y]l [22z] | —{[:2x) 


[xzs]" | —[zzz] | —[yy:l [yu:] | (zyz]' [zy=] [yz:] | —[yz:] 


La condition d’invariance par rapport à 2, aboutit à l'annulation 
des composantes [yyyl, [zz:], [xzyl, [rxz], lyyz], [zzyl, ainsi que de 
toutes les composantes qui n’en diffèrent que par permutation des 
indices. Les composantes restantes se vérifient sur l’invariance par 
rapport à 4, et l'on obtient [xxx] = [yyyl = 0, {yyx] = [rryl = 0, 
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[zzx] = [zzyl — 0, [xyz] = [yxrzl, cette dernière égalité conservant 
sa valeur apres permutation quelconque des indices effectuée simul- 
tanément dans le premier et le second membres. Ainsi, pour Île ten- 


seur g de symétrie interne V*, invariant par rapport au groupe 42m, 
seules les composantes suivantes 


Gros — Lo1gs Log — Lisor Bsio — £3o1 


ne s’annulent pas; en tout six composantes dont trois indépen- 
dantes. Pour le tenseur d de symétrie interne V [V=], dont des com- 
posantes satisfont à la condition dix; = dir, le nombre de compo- 
santes indépendantes se réduit à deux : 


des == dois = dos — die) das Eu dy. 


Enfin, le tenseur f de symétrie interne [V*] ne possède qu’une seule 
composante indépendante : 


Îies = fais = fon = fige = sie = Jane 


Pour obtenir les tenseurs de troisième rang, invariants par 
rapport au groupe 422, vérifions sur l'invariance par rapport à 4, les 
composantes non éliminées par l'opération 2,. On obtient les 
égalités 


[exe] = —[yyyl = 0, [yyal = —[rryl = 0, 
[zx] = —[2y] = 0, [zyzl = —[yxzl. 


En raisonnant comme dans le cas précédent, on constate que les 
tenseurs g de symétrie interne V*, invariants par rapport au groupe 
422, possèdent six composantes différentes de zéro 


Bios — —Lo1ss Boss — —Figos Sais — — Ego 


dont trois sont indépendantes. Les tenseurs d de symétrie interne 
V [F*?] ont en tout quatre composantes différentes de zéro: 


die3 — dise ei —do13 = — dogs 


dont une seulement est indépendante. Enfin, les tenseurs de symétrie 
interne [V*] deviennent identiquement nuls dans ce cas. 

C'est ainsi que sans recourir à des calculs quelconques on déter- 
mine la forme des tenseurs matériels de rang quelconque pour les 
cristaux des systèmes monoclinique, orthorhombique, quadratique 
et cubique. Dans l'annexe E on a donné 25 types de tenseurs et de 
pseudo-tenseurs matériels de rang allant de zéro à six. 
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$ 46. Coordonnées cycliques. Théorème de Hermann 


La méthode de vérification directe, décrite au paragraphe précé- 
dent. ne permet pas d'obtenir les tenseurs invariants par rapport 
aux groupes des systèmes trigonal et hexagonal, ainsi que par rap- 
port aux groupes de symétrie limites. La résolution de ces problèmes 
nécessite le recours à des méthodes plus compliquées, dont l’une, la 


méthode de vérification directe en coordonnées cycliques, sera l’objet 
de notre étude. 


Introduisons dans l'étude des vecteurs de base cycliques 


j=+(e+ies). Ï = + (e— ie), e= 3. (46.1) 


Deux d entre eux sont imaginaires et conjugués, ce qui est marqué 


par un trait surmontant le vecteur j *). Toutefois, ils sont linéaire- 
ment indépendants, car 


(J « j-e— —+i#0; 


est ils peuvent donc être utilisés en guise de base. L’inversion des 
formules (46.1) se présente sous forme 


e=j+)j. e—=—i(j—j) e;=e. (46.2) 


Ecrivons un mème vecteur réel dans les bases cartésienne et cyclique : 


Te, Yes +2e3 = EJ + EJ + 2e. 


En substituant à e, et à e. leurs expressions (46.2) et en confrontant 
les coefficients associés aux mêmes vecteurs, il vient 


- 


E=r—iy, É=zxz<Liy, 2:=2. (46.3) 
De cette façon, dans ce cas aussi le trait est également ici le signe 
d'une conjugaison complexe. 
Faisons maintenant subir au repère une rotation autour de l'axe 
X3 d'angle œ. Les nouveaux vecteurs de base cartésiens sont 


er —e,CoOSp—e.sinp, 
e2r = — €, Sin @ + e, COS F, (46.4) 
eg — €. 
Ils leur correspond une nouvelle base cyclique 


, 


1 | liée 7 . 1 - ; " 
J'=-z(ei+ies), J'=-5(e—ie>), e’—es. (46.5) 


*) Toutes les opérations sur les vecteurs complexes sont réalisées de façon 
identique aux vecteurs réels, en assimilant i à un coefficient ordinaire (avec 
3 — —1). Notons que dans l'algèbre linéaire le produit scalaire des vecteurs 
complexes est défini autrement. 


19—01180 
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Pour dégager la loi de transformation des vecteurs de base cycliques, 
en exécutant une telle rotation du repère, exprimons les nouveaux 
vecteurs unités cartésiens en fonction des anciens, et ces derniers, 
en recourant à la formule (46.2), en fonction des anciens vecteurs de 
base cycliques. Il vient alors 


j'=e-ivj, j'= ei, e'=e. (46.6) 


D'où on tire la loi de transformation des composantes. Comme 


Ej+Ej+z=Etj +Ej +z'e, 
on a immédiatement 
E'—eipt, E'—e-itt, 2'—32. (46.7) 


Si l'on affecte la composante E de l'indice 1, la composante E 
de l'indice —1 et la composante : de l'indice O0, la loi de transfor- 
mation des composantes cycliques (et non des vecteurs de base!) 
dans une rotation autour de l'axe X, peut alors être écrite en recou- 
rant à la matrice ||cz-, ||: 


Chr = CR PO pe == eilréz,, (46.8) 
sous la forme 


An = CrA1= eileO pr A. (46.9) 


Respectivement, la loi de transformation des coordonnées cycli- 
ques d'un tenseur À de rang r dans une rotation d'angle œ@ autour 
de l'axe X, prend la forme 


Ant... = expli( +... +)q] Êhrn eee Ont, At.. tre (46.10) 


Si la rotation autour de l'axe X, est une rotation unité autour 
d'un axe de symétrie d'ordre {V, alors @ = 2x/{V et 


Ch'1 —= EXP (+ !) Ôxrs- (46.11) 


Supposons à présent que le tenseur À de rang r est défini par 
ses composantes A,,..., dans un repère cyclique. Formulons les 
conditions auxquelles doivent satisfaire ces composantes pour que 
le tenseur A soit invariant par rapport au groupe /V (c'est-à-dire 
relativement à la rotation autour de l’axe de symétrie d’ordre NW). 
On a écrit la matrice || c,:, || sous une forme particulièrement com- 
mode pour Ja porter dans l'équation d'invariance fondamentale 
(44.3). Cette opération réalisée, il vient 


{exp ES (+ … +h)]<1}4n.r=0. (46.12) 
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Ne peuvent être différentes de zéro que les composantes pour les- 
quelles s’annule l'expression entre accolades. Mais e“*is — 1 si et 
seulement si s est un entier ou zéro. Seules sont donc différentes de 
zéro les composantes cycliques du tenseur invariant par rapport au 
groupe V la somme des indices desquelles est nulle ou est divisible 
par V. On a obtenu une règle simple permettant d'écrire aussitôt 
toutes les composantes non nulles d'un tenseur invariant par rap- 
port à tout groupe de rotation, il est vrai, seulement dans un repère 
cyclique. Enumérons, par exemple, les composantes cycliques dif- 
férentes de zéro d'un tenseur À de rang quatre invariant par rapport 
au groupe 3 (pour plus de commodité on écrit le signe moins au-des- 
sus de l'indice): 


A A 


1176 Aituir Ajousr Aoovos Aoit, 
ainsi que les composantes obtenues, à partir des précédentes, par 
permutation quelconque des indices (le nombre total des compo- 
santes différentes de zéro vaut 4 + (65 + 12 + 1 + 4 — 25). 
Voyons comment ces résultats se modifient pour des rotations 
inverses. Dans l'inversion, les coordonnées cycliques se comportent 
de la même façon que les coordonnées cartésiennes : elles inversent 
toutes le signe. Aussi la matrice de transformation des coordonnées 
cycliques ne diffère-t-elle dans la rotation inverse de celle obtenue 
dans la rotation directe que par le signe: 


Chr = — elPoyege (46.13) 


Donc la condition d'invariance du tenseur par rapport à l'axe 
inverse d'ordre Ÿ prend la forme 


{(—1Y exp | _. (li+ +h)]—1} Ann =0, (46.14) 


où rest le rang du tenseur A. Pour les tenseurs de rang pair cette 
condition n'est donc pas, en général, différente de la condition d inva- 
riance par rapport à un axe directe de même ordre. Pour les ten- 


seurs de rang impair, invariants par rapport au groupe Ÿ, ne sont 
pas nulles que les composantes pour lesquelles le quotient de la 
division de la somme des indices par l’ordre de l'axe est un demi- 
entier 


| L =. 
+(h+.e+het, +: dr... (46.15) 


En effet, les crochets dans l'équation d'invariance (46.14) pour 
un r impair s'annulent à cette condition et seulement à cette con- 
dition. 

Il n’est pas difficile de généraliser les conditions d'invariance 
introduites aux pseudo-tenseurs. 


in 
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Si un tenseur ne possède des composantes cycliques différentes 
de zéro que lorsque la somme de leurs indices est nulle, alors ce 
tenseur est apparemment invariant par rapport à un groupe de rota- 
tion quelconque, car cette condition d'invariance est satisfaite pour 
ce dernier pour tout V. Mais cela signifie que le tenseur considéré est 
invariant par rapport au groupe limite c, or il est immédiat que 
seuls ces tenseurs possèdent cette propriété. Ce résultat permet non 
seulement d'obtenir la forme générale des tenseurs matériels des 
textures mais également d’esquisser la démonstration d’un des plus 
importants théorèmes de la physique théorique des cristaux. 

Théorème de Hermann. Si un tenseur de rang r pos- 
sède un axe de symétrie d'ordre { et r << , ce tenseur admet égale- 
ment un axe de symétrie d'ordre infini (Hermann, 1934; Hermann 
1945). 

La démonstration de ce théorème est fort simple. Vu que les 
indices cycliques ne prennent que les valeurs —1, O0. 1, la somme 
des indices pour toute composante ne dépasse pas en valeur absolue 
le rang du tenseur r. Si r << NN, il faut, pour satisfaire à la condi- 
tion d'invariance, que cette somme soit nulle pour les composantes 
différentes de zéro. Or cela signifie que le tenseur admet un axe de 
symétrie d'ordre infini. 

Le théorème de Hermann trouve de nombreuses applications. 
Les tenseurs matériels de second ordre associés aux cristaux de caté- 
gorie moyenne admettent selon ce théorème un axe d'ordre infini; 
en étudiant les propriétés diélectriques des cristaux, on s'est déjà 
heurté à cette particularité. Tous les tenseurs de second ordre associés 
aux cristaux cubiques sont isotropes, car les cristaux cubiques pos- 
sèdent quatre axes tertiaires ; on l’a déjà également constaté. Ensuite, 
les tenseurs de troisième rang associés aux cristaux des classes 4, 6 
et aux tenseurs de classe possèdent une même forme ; ces tenseurs 
coïncident également pour les cristaux des classes 422, 622 et pour 
les textures de classe 2, pour les cristaux des classes 4mm, 6mm 
et pour les textures de classe com. Les tenseurs de quatrième rang 
coïncident en forme pour les sous-systèmes f/m et oo/m, ainsi que 
pour les sous-systèmes Ü/mmm et o/mm. L'importance pour la 
cristallophysique de ces circonstances sera montrée plus loin, quand 
on fera connaissance avec les propriétés décrites par les tenseurs de 
troisième et quatrième rangs. 

Ainsi, on est en mesure d'écrire les composantes cycliques non 
éliminées des tenseurs invariants par rapport aux groupes W et KW, 
de même que par rapport au groupe limite oo. Or nous avons besoin 
non pas des composantes cycliques mais des composantes cartésien- 
nes des tenseurs. ÏÎl est nécessaire donc de pouvoir transformer com- 
modément les composantes cycliques en composantes cartésiennes. Il 
s'avère opportun également que dans ce cas les composantes du ten- 
seur se transforment comme des produits des coordonnés appropriées ; 
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c'est sur ce fait que s'appuie le procédé qu on illustrera sur des 
exemples. 

Faisons une convention sur les notations. Au lieu d'indices cycli- 
ques 1, O0 et —1 on écrira de nouveau &, z et £ respectivement. Les 
composantes tensorielles seront insérées entre des accolades avec un 
coefficient, par exemple a {E66} ; dans ce cas le contenu des accolades 
indique les indices dont est munie la composante considérée, tandis 
que le coefficient explicite la valeur de la composante donnée. 

Avec le contenu des accolades on peut effectuer des transforma- 
tions identiques, en accord avec la formule (46.3), à savoir 


{Eh = {x — iy} = {x} — i {y}, 
{= {x +iy} = {x} + i {y}. 


Si entre les accolades sont insérés deux ou davantage d indices, 
on doit effectuer une multiplication; elle s'effectue comme d ordi- 
naire avec une obligation: il est interdit de changer les facteurs de 
place, car cela aboutirait à une permutation des indices. Le coeffi- 
cient à peut changer de place et même sortir des accolades. Par 
exemple, 


{55} = {x — ig) (x — iy)} = {zx} — {yy} — i {ay} — i {ur}. 


Les accolades {5£} se déduisent directement des accolades précé- 
dentes par conjugaison, c'est-à-dire en inversant les signes des termes 
imaginaires; on diminue ainsi de deux fois le nombre de calculs 
nécessaires. Notons encore qu'en calculant les accolades 


{ESE) = {arr} + {zyy} + {yry} — {yyr} + 
+ à ({azy} — {ryr} — {yrr} — {yyy}), 
on est en mesure de former les accolades {EÈE) et {ELE}. I] suffit 


pour cela de procéder aux permutations correspondantes dans le se- 


cond membre de l'égalité: pour obtenir {EEE} il faut changer de 
place le deuxième et le troisième indices dans toutes les accolades 


du second membre et pour obtenir {EEE}, le premier et le troisième. 


Considérons un exemple: calculons Je tenseur de troisième rang invariant 
par rapport aux rotations autour d’un axe ternaire. Ecrivons-le sous la forme 


g= a {EE} + a (688) + bi (6Es} + bi (BÈz) + be (G2ë) + 
2 Da (EzE) + ba (:ÈE) + Da (28) + d (552). 


On a écrit ici toutes les composantes non éliminées; a, a, b,. b,, ... sont des 
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coefficients complexes arbitraires. Ouvrons les accolades, et il vient 


g—=(a+a)({rrr} — (zuy} — (yry} — {yux}) + 
+ i(a — a) ({yyy} — {xzy} — (zyz} — (yzz}) + 
+ (61 + b;) ({rzz} + {yyz} + à (b1 — b;) ( {zyz} — {yxz}) + 
+ (be + be) ({z2x} + {ysy}) + à (b — be) (zzy} — {yzx)) + 
+ (bs + ds) {zx} + (zyy}) + 6 (b3 — ds) ({zry} — (zyz) + d (zz2}. 
Les coefficients devant les accolades composées d'indices r, y. z sont apparem- 
ment des composantes correspondantes en coordonnées cartésiennes. Si le ten- 


seur g est réel. alors a et a, b, et b,. etc. sont des nombres conjugués, car ils rem- 
plissent le rôle de coefficients associés aux accolades conjuguées. Plusieurs des 
composantes se sont avérées liées entre elles. Et de fait, l’égalité obtenue signi- 
fie que les composantes suivantes sont différentes de zéro 


Errz] = —[zyy] = —[yxy) = —[yyrl où gi — —Biss — —Ene = —LBou. 
Lyyyl = —[rrgl = —[ryrl = —[yrx]) où goss = —Bue = —Bin — —Ean. 
[xzrzl = [yy:]l OÙ F113 — B22s. 

[zyzl = —[yzsl où gios = —Eus. 
[rzr] = [yzyl OU Bis — — Bass 
[rzyl = —[yzrl ou 8152 — —£an. 
[zrrl = [zyyl ou ga — Bass 
[zxyl = —[zyrl où gaie = —£sn. 


[225] où gs. 

Ainsi des 21 composantes différentes de zéro 9 seulement sont indépendantes. 

Etudions le tenseur d. également invariant par rapport au groupe 3, mais, 
de plus. symétrique par rapport au deuxième et troisième indices. Pour ce ten- 
seur les composantes différentes de zéro sont: 

dun = —digs = —dais = — den, deze = —dyi2 — —din = —deu, 

dixs — dis — dass — dose, dies = dise = —das = —den. 

dr — dsse d333- 
Parmi ces 19 composantes 6 sont indépendantes. 


Enfin. le tenseur f. symétrique par rapport à tous les indices et invariant 
par rapport au même groupe. possède comme composantes différentes de zéro: 


fin = —fo = —fnus = —fons fees = —fue = —fin = —fan, 


fus = fin = fan = fees = fse2 — fasses f333- 


Des 15 composantes en tout seules 4 sont indépendantes. 

Il est possible de construire sans peine les tenseurs invariants par rapport 
aux groupes 32 ou 3m respectivement. Il ne faut pour cela qu'éliminer les com- 
posantes s’annulant une fois remplie la condition d’invariance relativement à 
2, ou m., respectivement. C’est ainsi que pour le groupe 32, en s’aidant du ta- 
bjeau établi spécialement pour un tenseur de troisième rang au paragraphe pré- 
cédent, on obtient les composantes différentes de zéro du tenseur g: 


Brir — Bras — — Bars — — Een: 
Fos — — Bass 8132 — — Bose Bars — —Esu: 
du tenseur d: 
din — —dios = —dns = —dyse diss = disa — —dais = —den 
et, enfin, du tenseur f: 
fin = —fhes = —fus = —fsn- 
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Pour un autre procédé de construction des tenseurs invariants 


par rapport aux groupes des systèmes trigonal et hexagonal voir 
Fumi (1952a, b); Fieschi and Fumi (1953). 


$ 47. Application de la théorie de représentations 
des groupes aux problèmes de symétrie des tenseurs 


De nombreux problèmes en connexion avec la symétrie des ten- 
seurs peuvent être résolus au moyen de méthodes mathématiques spé- 
ciales qui s’appuient sur des corollaires plus profonds de la théorie 
des groupes (plus précisément, sur l'une de ses branches dénommée 
théorie de représentations des groupes). Ces méthodes sont large- 
ment appliquées ces derniers temps dans tous les domaines de la 
physique théorique où il est nécessaire de tenir compte de la symeé- 
trie des objets étudiés: en théorie des spectres moléculaires et 
cristallins, en théorie des particules élémentaires, en théorie des 
réactions nucléaires, etc. 

On ne fournira ici sans esquisser de démonstration que deux 
résultats ayant trait à la symétrie des tenseurs. Le premier est le 
procédé de construction d'un tenseur invariant par rapport à un 
groupe cristallographique donné G sur la base de la moyenne des 
tenseurs sur le groupe : on applique au tenseur commun A de symé- 
trie interne donnée toutes les opérations de symétrie g comprises 


dans le groupe G, et l’on calcule la moyenne arithmétique de tous les 
résultats obtenus: 


Î = 
(Ac = Fig À: FA. (47.1) 


reG 


Si le groupe G possède deux générateurs, il est commode de calculer 
d'abord la moyenne sur son sous-groupe À, défini par un générateur, 
ensuite sur la base de la première moyenne, on calcule la moyenne 
sur le sous-groupe À, défini par le second générateur. L'ordre de 
calcul de moyennes est quelconque. Par exemple, on peut calculer 


le tenseur invariant par rapport au groupe 422 (aux générateurs 
4, et 2,) en suivant l'ordre 


(A)= + (A + 4;A + 2,A + 4IA), 


(A }420 = _ ((Ah + 2: (Ah), 


ou 


(Ah: = + (A + 2, A), 


(A ur = + ((A)a-+ 4: (Aa + 23 (Aa + 45 (Aa). 
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Le second résultat important obtenu à l'aide de méthodes de la 
théorie de représentations des groupes est la faculté de calcul du 
nombre de composantes indépendantes du tenseur de symétrie interne 
et externe donnée sans procéder au calcul du tenseur lui-même 
(Bhagavantam and Suryanarayana, 1949; Jahn, 1949) *). Ce der- 
nier est égal à la moyenne sur le groupe cristallographique **) G 
de la valeur du caractère {7 de la représentation tensorielle ap- 
propriée T: 


1 
(T6 = (G) > Xr (8): (47.2) 
£ec 


On a pu ainsi découvrir par cette méthode les erreurs commises en 
son temps dans le calcul de tenseurs des coefficients piézo-optiques 
(voir $ 77 et tabl. E 19) et passées inaperçues par les chercheurs 
postérieurs durant trente cinq ans. 

On fournit au tableau 47.1 les nombres de composantes indé- 
pendantes des tenseurs et des pseudo-tenseurs aux symétries externe 
et interne différentes jusqu au huitième rang inclus. Le tableau 47.1a 
contient les tenseurs et les pseudo-tenseurs de type pair, tandis que 
le tableau 47.1b renferme ceux de type impair. Dans le premier, tous 
les 39 groupes cristallographiques et limites sont rassemblés en 
sous-systèmes, car la forme générale d'un tenseur de type pair, 
invariant par rapport au groupe cristallographique ou limite, est 
identique pour tous les groupes entrant dans le sous-système. Ces 
sous-systèmes sont au nombre de 14 (11 cristallographiques et 3 limi- 
tes). Dans le second tableau on n'a fait figurer que les groupes de non- 
centrosymétrie, vue que les grandeurs tensorielles de type impair, 
invariantes par rapport aux groupes centrosymétriques sont identi- 
quement nulles. I] y a 25 groupes de non-centrosymétrie (21 cristallo- 
graphiques et 4 limites). 

On a indiqué dans les tableaux non seulement le nombre de com- 
posantes indépendantes, mais également celui de leurs invariants 
indépendants, si ce dernier diffère de celui des composantes indépen- 
dantes. Dans ces cas, au sous-système du tableau 47.1a ou au groupe 
du tableau 47.1b correspondent deux lignes de chiffres : sur la ligne 
supérieure sont figurés les nombres de composantes indépendantes 
et sur la ligne inférieure ceux d'’invariants indépendants. 

La différence entre le nombre de composantes indépendantes et 
le nombre d’invariants indépendants est égale à celui de paramètres 
déterminant l'orientation du tenseur concerné par rapport au repère. 
C’est ainsi que pour un vecteur l’unique invariant indépendant est 


*) Voir également Bhagavantam S.. Venkatarayudu T. (1962). 
**) Cette méthode est également applicable aux groupes limites, la moyen- 
ne est alors calculée par intégration sur le groupe. 
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sa longueur. Dans les cristaux admettant un axe de symétrie le 
vecteur matériel doit coïncider en direction avec ce dernier. Cette 
condition détermine complètement l'orientation du vecteur par rap- 
port au repère. Aussi le nombre de composantes indépendantes d'un 
vecteur est-il, pour ces classes, égal exactement au nombre de ses 
invariants indépendants, c'est-à-dire à l'unité. Dans les cristaux 
de classe m le vecteur matériel se trouve dans le plan du miroir et il 
faut un paramètre pour déterminer sa direction; donc le nombre 
de composantes indépendantes croît jusqu'à deux. Enfin, dans la 
classe 1 la direction du vecteur n’est limitée par rien et pour le déter- 
miner, il faut deux paramètres ; respectivement, le nombre de com- 
posantes indépendantes s'accroît jusqu'à trois. 

Un autre exemple est le tenseur symétrique de second ordre | V*]. 
En guise d'invariants indépendants on peut, par exemple, choisir 
les valeurs propres, ces dernières définissent complètement la forme 
et les dimensions de l'indicatrice du tenseur. Dans les cristaux de 
catécorie supérieure l'indicatrice est une sphère caractérisée par un 
seul invariant : il n'est donc pas nécessaire de définir son orienta- 
tion. Dans les cristaux de catégorie moyenne l'indicatrice est une 
surface de révolution définie par deux invariants. Pour son orienta- 
tion il suffirait d'indiquer la direction de l’axe de révolution. mais 
cette dernière coïncide avec l'axe de symétrie principal du cristal ; 
aussi dans ce cas également le nombre de composantes indépendantes 
est-il égal à celui d'invariants indépendants, c'est-à-dire à deux. 
Dans les cristaux de catégorie inférieure l'indicatrice se caractérise 
par trois invariants indépendants. Pour définir son orientation il 
suffit d'indiquer la position de ses axes de symétrie. Dans les cris- 
taux du système orthorhombique ils se confondent avec les axes de: 
symétrie du cristal, et il n’est pas nécessaire de paramètres complé- 
mentaires pour l'orientation de l’indicatrice. Dans les cristaux du 
système monoclinique il faut un paramètre complémentaire pour 
déterminer cette orientation: ce paramètre caractérise la rotation 
de l’indicatrice autour de l'axe binaire ou de la normale au miroir 
du cristal, de sorte que le nombre de composantes indépendantes 
s'accroît jusqu'à quatre. Dans les cristaux du système triclinique, 
pour orienter l’indicatrice il faut trois paramètres complémentaires, 
et le nombre de composantes indépendantes vaut six. 

Il est possible de tirer quelques conclusions sur la base du ta- 
bleau 47.1 sur la forme des tenseurs invariants par rapport aux 
groupes donnés, ainsi que sur la symétrie des tenseurs et des ten- 
seurs-fonctions. 

Si le nombre de composantes indépendantes dans deux tenseurs 
de symétrie interne différente, invariants par rapport au même 
groupe cristallographique ou au groupe limite, est identique et l'un 
des groupes de symétrie interne est un sous-groupe de l’autre. alors 
la forme générale de ces tenseurs est la même. C’est le cas. par exem- 
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Tableau 47.1a 
Nombre de composantes indépendantes et d’invariants indépendants 
des tenseurs de type pair 


- È 
S 
(iroures ponctuels Ê à ns 
en +  — 
Sr Sr ÈS LES = 
0000M, CO 00 4 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 2 
m3m, 432, 43m 4 0 0 14 14 0 0 0 41 1 2 2 3 
m3, 23 4 0 0 1 1 4 4 141 2 1 2 3 3 
co/mmm, OOmMm, 002 4 0 1 2 2 0 0 1 3 1 3 4 5 
co/m, 00 14 1 1 2 3 ï1 2 4 1 141 3 6 5 
G/mmm, 622, Gmm, m2 | 4  O 1 2 2 O0 0 1 3 1 3 4 5 
G/m. 6, 6 4 141414 2 3 1 2 4 7T 1 3 6 5 
&]mmm, 422, &mm, 42m | 14 0 1 2 2 0 0 141 3 2 4 5 6 
3 5 8 7 
4/m, 4, 4 1 1 1 3 14 2 4 7 
2 4 7 6 
3m, 32, 3m 4 0 1 2 2 14 14 2 4 2 4 6 6 
3 4 6 9 3 5 140 7 
3, 3 4 1 1 2 3 
2 3 5 8 2 4 9 6 
mmm. 222, mm2 1 0 2 3 3 î1 | 3 6 3 6 9 9 
3 4 5 3 4 8 13 5 9 16 13 
2m, 2, m 4 1 
2 3 4 2 3 7T 12 4 8 15 12 
3 5 6 9 7 1410 18 27 9 15 30 21 
1,1 1 
4 2 3 6 4 7 15 24 6 12 27 18 
Groupes ponctuels m = © = = = L : a > 
D CR M SL S ME 
00 00M,. 0000 2 3 2 3 Û 0 0 O0 0 ‘{ À 3 
m3m, 432, 43m 3 4 3 4 0 0 141 14 1 3 3 6 
m3, 23 4 5 5 T 0 1 3 4 4 7T 8 13 
cojmm, com, 002 6 8 7 40 0 0 2 3 3 7 8 15 


8 47] APPLICATION DE LA THÉORIE DE REPRÉSENTATIONS DES GROUPES 299 


Tableau 47.1a (suite) 


Groupes ponctuels n € Se = 2 S eo = = 
RE 

st == Last at CS) œ œ œ œ œ œ a 

com, 00 8 41 12 19 4 3 7 1410 A1 16 20 32 
6/mmm, 622, Gmm,6m2| 6 8 7 10 0 0 2 3 3 7 15 
6/m, 6. 6 8 11 12 19 1 3 7 10 411 16 20 32 
&/mmm. 422. &mm, 42m 7 9 8 11 1 1 4 5 5 10 11 19 
k 10 13 14 21 3 5 11 14 15 22 26 40 

4/m, 4, 4 9 42 13 20 2 4 10 13 14 21 25 39 
3m, 32, 3m 8 140 10 14 1 2 6 8 8 1414 16 26 
42 15 18 27 3 7 15 20 21 30 36 54 

3, 3 11 14 17 26 2 6 14 19 20 29 35 53 
mmm, 222, mm2 12 45 145 21 2 3 9 12 12 21 24 39 
20 25 28 41 5 9 21 28 29 44 > 

2/m, 2, m 19 24 27 40 4 8 20 27 28 43 51 79 
36 45 54 81 11 21 45 60 63 90 108 162 

1,1 33 42 51 78 8 18 42 57 60 87 105 159 


[Va] ((V27] 


Groupes ponctuels = 2. = : _. » _ . 

SEE À LISE SEE À 
0000M, OC 00 0113 2 4 5 0 0 0 0 1 1 2 
mm, 432, 43m 1 3 4 G6G 6 12 O0 O0 2 1 4 6 10 
m3, 23 2 4 6 8 9 13 20 141 2 6 1 5 10 16 
oo /mm, oom, 002 4 4 6 9 10 16 23 0 0 3 1 5 14 
o/m, 00 1 4 910 14 22 38 14 4 10 14 5 12 20 
G/mmm, 622, 6mm, 6m2| 2 5 71410 11 17 24 1 141 5 2 7 12 19 

3 61112 16 24 40 3 6 14 3 9 20 30 
G/m, 6, 6 2 54140 11 15 23 39 2 5 13 2 S 19 29 
4lmmm, 422, 4mm, 42m] 2 6 10 12 15 22 32 1 2 8 3 9 16 26 

3 81716 24 34 56 3 8 20 5 13 28 44 


4/m, 4, à 


tn 
| 
> 
D 
CS 
ON 
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Tableau 47.1a (suite) 


Groupes ponctuels 


3m, 32, 3m 3 7 12 14 18 26 40 2 4 12 3 10 20 32 
5 10 21 20 30 42 72 5 12 28 5 15 36 56 
3, 3 4 9 20 19 29 41 71 4 11 27 4 14 35 55 
mmm, 222, mm2 à 140 18 20 27 39 60 3 6 18 35 153 30 48 
7 16 33 32 48 68 112 7 16 40 9 25 56 8 
2m, 2. m 6 15 32 31 47 67 111 6 15 39 8 24 55 87 
13 28 63 56 90 126 216 15 36 84 17 45 108 168 
1,1 
10 25 60 53 87 123 213 12 33 81 14 42 105 165 


ple, des tenseurs V* et [V*], invariants relativement au groupe 
mmm. Si le tenseur de second ordre est invariant par rapport à ce 
groupe, il est obligatoirement symétrique par rapport aux indices. 
Le tableau E. 6 le confirme. 

Si le nombre de composantes indépendantes dans les tenseurs 
de symétrie interne donnée, invariants par rapport à deux groupes, 
est le même et l’un de ces groupes est un sous-groupe de l’autre, la 
forme générale de ces tenseurs est alors identique. 11 est de même 
naturel que la symétrie des tenseurs et celle des tenseurs-fonctions 
sont aussi identiques. 

Si le nombre d'’invariants indépendants est le même pour des 
tenseurs matériels de deux groupes dont l'un est un sous-sroupe 
de l'autre, alors les groupes de symétrie externe de ces tenseurs 
coïncident. Si, de plus, les nombres de composantes indépendantes 
sont differents, les groupes de symétrie externe des tenseurs-fonc- 
tions sont alors également différents. Le nombre d’invariants indé- 
pendants est donc lie à la symétrie du tenseur, tandis que le nombre 
de composantes indépendantes est lié à la symétrie du tenseur-fonc- 
tion. La coïncidence du nombre d'’invariants indépendants du ten- 
seur [V=] pour les systèmes orthorhombique, monoclinique et tricli- 
nique montre donc que la symétrie externe du tenseur [V*] est la 
même pour tous ces systèmes et vaut mmm. Quant à la symétrie 
externe du tenseur-fonction [V?], elle est au contraire différente 
pour ces trois systèmes et vaut mmm, 2/m et 1 respectivement. La 
coïncidence du nombre d’invariants indépendants du tenseur {[[1”?|?] 
dans les sous-systèmes supérieur et inférieur du système quadratique 
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montre que la symétrie externe de ce tenseur pour les deux sous- 
systèmes vaut 4/mmm. Quant à la symétrie du tenseur-fonction 
[LV*}], elle est différente pour les sous-systèmes inférieur et supé- 
rieur, car les nombres de composantes indépendantes sont diffé- 
rents pour ces derniers. 

On peut fournir d’autres exemples où le calcul du nombre de 
composantes indépendantes et de celui d’invariants indépendants. 
confirme la non-coincidence des groupes de symétrie externe du 
tenseur et du tenseur-fonction associé. Quelques cas de non-coïinci- 
dence des groupes de symétrie du tenseur et du tenseur-fonction 
sont donnés au tableau 47.2. 

Par les symboles D, on note dans le tableau 47.1 les tenseurs 
irréductibles de rang r; ce sont des tenseurs symétriques par rapport 
à tous les indices dont toutes les traces sont nulles. C'est ainsi que 
D, est le symbole d’un tenseur symétrique de second ordre T dont. 
la trace T ;; = 0 ; D, le symbole d'un tenseur de troisième ordre, symé- 
trique par rapport à tous les indices, qui satisfait aux conditions. 
Tij5 = Ty = Tjjy = 0. On les appelle irréductibles car ils se 
transforment suivant des représentations irréductibles du groupe 
de rotations *). Les tenseurs irréductibles des quatre premiers rangs 
portent des nomsspéciaux : vecteur, déviateur. septeur, noneur (Shouten, 
1951). 

On a énuméré au tableau 47.3 les tenseurs irréductibles de type 
impair à symétrie externe différente (Sirotine, 1974). Pour chaque 
sous-système les tenseurs de type pair présentent la même forme. 
que les tenseurs de type impair de classe énantiomorphe du même 
sous-système, fait utilisé dans le tableau. Aux tenseurs de type impair 
de classes non énantiomorphes correspondent des tenseurs de type 
pair qui différent des tenseurs du même sous-système par le groupe 
d'antisymétrie, fait également noté au tableau 47.3 (pour l'antisy- 
métrie des tenseurs voir $ 67, 68). 

De nombreux tenseurs énumérés au Tableau 47.3 ne possèdent 
qu'un invariant indépendant; tels sont, par exemple, les dévia- 


teurs de symétrie oco/mm, les pseudo-déviateurs oo2 et 42m, Îles 


septeurs 43m, oom, Üm2. L’indicatrice de chacun de ces tenseurs 
est de forme bien déterminée, et seule sa dimension peut varier 
en fonction de la grandeur de l’invariant. Si cette surface ne sort 
pas des limites de la sphère du rayon unité et est tangente à cette 
sphère par sa partie positive (ou, respectivement. par sa partie 
droite), on appellera cette surface, ainsi que le tenseur ainsi repré- 
senté, unitaires. Sur la figure 47.1 sont données des sections d'indica- 
trices de tenseurs et de pseudo-tenseurs unitaires doués de l’axe oo, 


*) Suivant les mêmes représentations se transforment les fonctions sphé- 


ques Sur leur connexion avec les tenseurs irréductibles voir Chtcherbakov 
(1972). 
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Tableau 47.2 
Cas où la symétrie du tenseur-fonction est inférieure à celle du tenseur 


S G m Go n S | G m | GY n 


V3 | 6m2 | 1 | 6 | 2 
3m | 4 | 3 | 5 
| | 4/mmm 4 | 4m 5 
32 | 4 | 3 | 5 
422 | 4 | 4 | 5 
6m2 1 | 6 | 2 
3m | 6 | 3 | 7 
e(V:] A 
m 2 | 4/mmm 6 | 4/m | 7 
42m 1 —— —_—_—_—_—_— —— 
4 | 2 22 6 | 3 | n) 
| a 
mm2 | 3 | 2 | 4 | e (V5 422 6 | 4 | 7 
3m | 3 | 3 | 4 | Gm2 1 | 6 | 2 
{rs] À —  ———— ——— —— —— 
43m | 1 | 4 | 2 [Vs] | 4mm à | & | 9 
Gm2 | 1 | 6 | 2 [re] | Gimmm 5 | 6/m 6 
viva] Gm2 | 1 6 2 | 6mm | 5 | 6 


Notations. Get G® sont des groupes de symétrie externe d’un tenseur et d’un 
tenseur-fonction ; S, groupe de leur symétrie interne; m et n, nombres d'invariants 
indépendants et respectivement de composantes ; V, vecteurs ; D, déviateurs : S, septeurs ; 
N, noneurs ; un tilde surmontant une lettre correspond au préfixe « pseudo ». 
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Tableau 47.3 
Tenseurs irréductibles de symétrie différente 


Déviateurs et pseudo-déviateurs 3m 


311 Xsm L Xi 


2 3 
| 0 0 |1222 Em2 0 0 0 0|3m 


mmm Fe 0 


|a+b 321 XXe Xs | SXsmLA:i] 0 0 


mmm | —a 0 0 42m 
a 0 
&/mmm 0 41 Xs, 211 Xz 


43m 


4 ] Xi À, À 


Noneurs et pseudo-noneurs 


ui 


m a+b —a —b 01|1 
0 0 0 
milX2) —e —f e+f| 2"/m 
mmè 2/m 0 0 0 d--e OU —h m 


ne 
| À 
am Jo o —a 0 - 
—e —$f e+fl2/mmm 


211 Xgmn || À 


20—0u11S0 
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Tableau 47.3 (suite) 


2/m| 0 O O0 O0 0 —h 


t9 


—k 


2/mm'm’ 0 O0 Oh+tk 


at+c —c —a 0 0 01422 
&jmmm |2+c —a 9 0 Ô 
2a 0 0 0|41|Xs 
21 X1 


et sur les figures 47.2-47.6 des projections d’indicatrices d'autres 
tenseurs et pseudo-tenseurs unitaires (Boutabaev et Sirotine, 1975). 
Les composantes non nulles de ces tenseurs et les équations de leurs 
indicatrices figurent dans le tableau 47.4. Notons que les équations 
des indicatrices de tenseurs unitaires irréductibles D, doués de 
l’axe © s'expriment par les polynômes de Legendre P, d'ordre L 
(voir Janke, Emde, Læsch, 1933): r — P, (cos 8). On distingue 
très bien sur les indicatrices la symétrie et l’antisymétrie des ten- 
seurs unitaires irréductibles, les extrémums de leurs composantes nor- 
males ainsi que les plans isotropes. Sur les projections stéréographi- 
ques ils constituent des lignes de niveau coïncidant avec les grands 
cercles (en particulier, avec le cercle de projection, quand l'axe 
d’isotropie passe par le centre de projection, ou avec le diamètre, 
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À; À; 


a) b) 


[CH. V 


À À; 


c) d) 


Fig. 47.1. Sections d'indicatrices de tenseurs unitaires: a) du vecteur V° [ ml] 
et du Pseudo-vecteur V0 [oo/m], b) du déviateur D° [o/mm] et du pseudo-dévia- 
teur D° [oo2], c) du septeur S° [com] et du pseudo-septeur S0 [oo/m], d) du 


noneur N°{[oco/mml] et du pseudo-noneur No [co2]. Pour les pseudo-tenseurs les 
parties positives et négatives sont remplacées par des parties droites et gauches 
(Boutabaév et Sirotine, 1972). 


Fig. 47.2. Projection stéréographique 
de l’indicatrice d'un tenseur unitaire 


Do [42m]; les chiffres positifs corres- 


pondent aux parties droites, les 
chiffres négatifs aux parties sauches. 
La projection stéréographique de 
l’indicatrice d’un déviateur unitaire 
de symétrie mmm et d’antisymétrie 
&’/m'mm’ a un aspect identique 


(voir $ CS). 


Fig. 47.3. Projection stéréographique 
de l'indicatrice d’un septeur unitaire 
S° [6m2] et d'un  pseudo-septeur 


S° [3m]. 
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Fig. 47.4. Projections stéréographiques de l’indicatrice d’un septeur unitaire 


S0 [43m] _et d'un pseudo-septeur "S0 [m3]: a) dans un placement standard (« cu- 
bique ») 4 || X,, X+, X3: b) dans un placement rhomboédrique 3 || X3, m 1 X.. 


Fig. 47.5. Projections stéréographiques de l’indicatrice d’un noneur unitaire 


N°9 [m3m] et d'un pseudo-noneur No [432]: a) dans un placement standard 
(« cubique ») 4 || Xis Xe, X2: db) dans un placement rhomboédrique 3 || X:, 
2 || X1. 
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quand l'axe d'isotropie se place sur le cercle de projection). C'est ainsi 
que sur la figure 47.5 on voit que pour N° [m3m] les plans {111} 
sont isotropes (sur fig. 47.5, b l'un de ces plans est amené sur le 
cercle de projection); sur ces plans r — —0,25. 


Fig. 47.6. Projection stéréographique de l’indicatrice d'un pseudo-noneur 


unitaire N°{(42m]; les chiffres positifs correspondent aux parties droites, les 
chiffres négatifs aux parties gauches. 


. Pour d'autres applications de la théorie de représentation des groupes en 
cristallophysique. surtout en théorie des transformations de phases et dans celle 
des vibrations cristallines (ainsi que des spectres d'absorption et de l'effet 
Raman engendrés par ces vibrations), voir Bhagavantam, Venkatarayudu (1962); 
Vigner (1931); Heine (1960); Landau et Lifehitz (1974. 1976); Hamermesch 
(1960) ; Kaplan (1969) ; Souchtchinski (1969) ; Knox et Gold (1964) ; Streitwelff 
(1967); Bhagavantam (1966). 


$ 48. Tenseurs isotropes et gyrotropes 


On appelle tenseurs isotropes des tenseurs invariants par rapport 
au groupe cooom, et tenseurs gyrotropes des tenseurs invariants par 
rapport au groupe oo. Îl va de soi, que seuls ces tenseurs peuvent 
décrire les propriétés des milieux isotropes et gyrotropes. Toutefois, 
la méthode de vérification directe de Fumi est en général inapplicable 
à ces tenseurs. et l'application à ces derniers de la méthode de la 
moyenne sur le groupe se heurte à des difficultés car cela nécessite 
une intégration par rapport au groupe. Par contre, les tenseurs et les 
pseudo-tenseurs isotropes et gyrotropes se déduisent sans peine en 
recourant à la théorie des invariants algébriques. 

Il est clair que tout tenseur de la forme 


dit dit ... Ogresir (48.1) 
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est isotrope, de même que tous ses isomères. Donc, toute combinai- 
son linéaire de ces isomères est également isotrope. Le théorème 
réciproque est aussi vrai: tout tenseur isotrope de rang r peut être 
représenté sous forme d'une combinaison linéaire d’isomères quel- 
conques du tenseur (48.1) (Gourévitch, 1948) +). Ce théorème résout 
complètement le problème de construction de la forme générale des 
tenseurs isotropes. 

Tous les tenseurs isotropes de second ordre sont de la forme 


Tij = a;j. (48.2) 


Vu que le tenseur de Kronecker Ô,; est symétrique par rapport aux 
indices, la symétrie externe ocoocom d'un tenseur de second ordre 
prédétermine déjà la symétrie interne [V*?] de ce tenseur **). 

Un tenseur isotrope de quatrième rang est une combinaison 
linéaire d'isomères du tensur Ô;;ôz1: 


T'ijni = QOijdnr + bOinÔ pr + CO: Ôjr- (48.3) 
Toutes les composantes non nulles de ce tenseur 
Tin = Tosse = Tasss = à + bd +, 
Tisss = Tan = Tuse = Tasse = Tuss = leon = 0, 


b, (48.4) 


Tasse = Tonus = Tien = Tasos = Tigs = Tone = C 


Tiges —… T'aia = T 1919 = T 33° — T'is13 _ Taie 


sont en connexion entre elles au moyen de la relation 


T'ing —- Tocss + T 303 — Tasse. (48.5) 
La symétrie interne de ce tenseur est caractérisée par les égalités 
T'ipne = Lau = Li = Tunyi. (48.6) 


On utilise en physique théorique des cristaux des tenseurs de 
quatrième rang de symétrie [[V*l?], [V=]*, [V#] et V [VS]. Déduisons 
la forme générale des tenseurs isotropes correspondants. 


*) D'un point de vue général, ces isomères ne sont pas indépendants: 
des 105 isomères du tenseur isotrope de huitième rang 91 seulement sont indé- 
peadants. des 945 de dixième rang — 603. 

*+) Cette circonstance est utilisée en thermodynamique. On démontre 
spécialement au $ 57 la symétrie du tenseur de la constante diélectrique x 

ans les processus isothermiques et adiabatiques: pour les autres processus, 
il n’est pas en général symétrique. Mais si sa symétrie interne [V2] découle 
directement de la symétrie externe (cela concerne non seulement les corps iso- 
tropes, mais aussi les systèmes cubique et orthorhombique, ainsi que les sous- 
systèmes supérieurs des systèmes trigonal, quadratique, hexagonal et les tex- 
tures), alors pour les milieux de symétrie appropriée il est apparemment inu- 
tile de recourir à la démonstration thermodynamique de la symétrie de la cons- 
tante diélectrique, mais ce qui importe c'est que le tenseur s'avère symétrique 
non seulement pour des processus isothermiques et adiabatiques mais, en prin- 
cipe. pour tous les processus. 
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Un tenseur isotrope de quatrième rang, invariant par rapport 
à la permutation des deux premiers indices, des deux derniers indices 
et par rapport à celle du premier couple d'indices avec le second, 
doit vérifier, outre les égalités (48.6), encore l'égalité Tijnr = Tjinr 
et, pour cela, il faut que b = c. Aussi la forme générale d’un tenseur 
isotrope de symétrie interne [[V*}°] est-elle: 


Tigre = QVijdnr + D (Gin y1 + OrÔjn). (48.7) 


La symétrie interne [V*}]° est du degré inférieur à celui de-[[V*}?], 
autrement dit chaque tenseur, invariant par rapport au groupe 
de symétrie interne [[V?}°], est aussi invariant par rapport au groupe 
[V2]. Or le tableau 47.1 montre que le nombre de composantes 
indépendantes des tenseurs isotropes de symétrie interne [[V*[°] et 
[V2]? est le même (et vaut 2). Il s'ensuit de la confrontation de 
ces deux faits que la forme générale de ces deux tenseurs est aussi 
la même. Donc la forme générale des tenseurs isotropes de symétrie 
interne [V*}? se caractérise également par la formule (48.7). 

Pour des raisons identiques la formule (48.7) peut également 
s'appliquer aux tenseurs isotropes de symétrie interne V2? [V*]. 

De façon absolument analogue on obtient la forme générale des 
tenseurs isotropes de symétrie interne [V*] et V [VS]: 


Digne = € (Oijône + Oindjr + Os rÔjn). (48.8) 


Le tenseur isotrope général du sixième rang est une com- 
binaison linéaire de 15 isomères. Etablissons, par exemple, Ja 
forme d’un tenseur isotrope de symétrie interne [[V*?}$]: 


Lijnimn = Gô:0n 1 Ômn + D (O:50kmÔim + Oij0rnÔtm + 
+ OimÔx10jn + dinÔnÔjm + dir j0mn + Ô:105k0mn) + 
+ © (OrndmÔ in + ind jnÔ 1m + Ô:10mÔrn + Or10nÔnm + 
+ OimôrÔm + OimôjiÔônn + OinÔjRÔ1m + OinÔ71Ôkm) ; (48.9) 
les coefficients a, b, c s'expriment en fonction de ses composantes: 


1 
a= Lige2sss Db=--(Li12222 — Li1223s), 


(48.10) 
C=(Lirti1a + 2110233 — SLi12222). 


Les tenseurs isotropes de rangs supérieurs au huitième, neuvième, 
dixième, etc., peuvent être construits en appliquant la même méthode. 
Toutefois, à la différence des cas examinés, le nombre L, d'isomeres 
linéairement indépendants du tenseur (48.1) est inférieur pour r >8 
à leur nombre total V, =r!/2"n! (le rang du tenseur r = 2n). Aus- 
si les coefficients associés aux isomères ne se définissent-ils pas de 
façon univoque, et un problème complémentaire est ainsi engendre : 
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celui de la décomposition du tenseur isotrope en combinaisons liné- 
airement indépendantes d’isomères du tenseur (48.1). Un problème 
analogue apparaît pour des pseudo-tenseurs ; sa méthode de résolu- 
tion fera, plus loin, l’objet d’étude sur un exemple très simple. 

Les pseudo-tenseurs isotropes possèdent, à la différence des ten- 
seurs isotropes, un rang impair. Un pseudo-tenseur isotrope quelcon- 
que de rang r peut être représenté sous forme d'une combinaison 
linéaire d’isomères du pseudo-tenseur 


Ôiii Oii, ds 1 ARRT EE (48.1 1} 


OÙ Ôyytets est le pseudo-tenseur de Lévi-Civita. Le nombre de ces 
isomères vaut W, = rl/3l2%n!l, où r = 2n +3. Dans le tableau 
suivant on donne pour chaque rang r le nombre {V, de tenseurs isotro- 
pes de la forme (48.1) ou de pseudo-tenseurs isotropes de la for- 
me (48.11) et le nombre L, de ces derniers linéairement indépen- 
dants *) 


r—=1234 5 6 71 8 9 10 
N,—=0 1 1 3 10 15 105 105 1260 945, 
L,—0 1 1 3 6 15 36 91 232 603. 


Ce tableau montre qu'il est déjà irrationnel de représenter le 
pseudo-tenseur isotrope de forme générale de cinquième rang sous 
la forme 


Pijnim = AOijnôim + Bôijônm + Côtÿmônt + DirÔôim + 
+ Ebinmôjr + FôiimÔjr + Gôjr dim + H6jrmdit + 
+ KO ;imÔik _n LO y imÔij) (48.12) 

vu que les dix isomères écrits sont liés entre eux par quatre rela- 
tions linéaires, et les coefficients À, . .., L ne se definissent pas 
univoquement. Décomposons ce pseudo-tenseur en termes symétriques 
et antisymétriques: 

Pignim = Püiram) + Priiram + Pintim) + Prism]. (48.13) 
Le premier terme s'obtient directement de (48.12): 

Payrçim) —= € (On 10 jm a OinmÔ y ae Ôjn10im Da ÔynmÔit)- (48. 14) 
Pour la décomposition du second terme, utilisons la relation de 
dualité e {V2} [V2] — V:{V*?]. Le tenseur isotrope de symétrie 
interne V°[V] se déterminant par la formule (48.7), le pseudo- 
tenseur Prijjrcim), qui lui est dual, vaut 


Piijircim) — Oijn [OO hr Or + cC (OnrÔnm + OnmÔkt)] — 
= D; ju 01m + € (OiptÔnm + OipmÔrr)- (48.19) 


© 


*) Pour le calcul de L, on utilise les méthodes de la théorie de représen- 
tation des groupes. 
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De façon analogue on décompose le troisième terme 
Piiatim] = dormi + € (OtimÔjr + OrmÔ1R) - (48.16) 


Enfin pour le quatrième terme on utilise la relation e {V?} V {V°} — 
— &V$. Elle signifie que le pseudo-tenseur Pjijyartm] Peut être exprimé 
au moyen d'un pseudo-tenseur de troisième rang. Prifjatim] étant 
isotrope, le pseudo-tenseur de troisième rang est aussi isotrope et, 
par suite, est de la forme fô,:9. Donc 


Piiqatim) = fô15p0 praÔqim = 
—— fOiip (ÔptÔnm ue Ô pmÔnt) = Î (Ôss10nm D ÔymÔnt)- (48.17) 


. En additionnant les égalités (48.14)-(48.17), on obtient pour le 
pseudo-tenseur P;;:1m la décomposition 


Pijnim = € (Oinidjm + OihmÔjt + Ôjnidim + ÔjnmÔit) + 
bô;;n0im + (C + f) Oijônm — (C — f) Oiÿmôrt + 
+ dôximôi; + € (OiimÔjn + Ojimdin)» (48.18) 


définie, à la différence de (48.12), par six coefficients indépendants 
a, ..., f. L'intérêt des transformations effectuées est de per- 
mettre la décomposition du pseudo-tenseur P;;,,, en termes symé- 
triques et antisymétriques facilitant l'application à ces derniers 
des relations de dualité qui autorisent une écriture sans coefficients 
superflus. 

Vu que le groupe de rotations œœ est un sous-groupe du groupe 
orthogonal oooom, tous les tenseurs et pseudo-tenseurs, invariants 
par rapport au groupe orthogonal, autrement dit isotropes, sont 
également invariants par rapport au groupe de rotations. Mais il 
existe des tenseurs invariants par rapport au groupe de rotations 
mais non invariants par rapport au groupe orthozonal. Ces tenseurs 
seront appelés gyrotropes. Leur rang est toujours impair. Tout ten- 
seur gyrotrope de rang r se représente sous forme d'une combinaison 
linéaire d’isomères du tenseur 


TRRAURI eee Oir-tir ; (48.19) 


le tenseur gyrotrope e, antisymétrique par rapport à tous les trois 
indices. a été décrit en détail au $ 42. 

Enfin les pseudo-tenseurs gyrotropes sont de rang pair; tout 
pseudo-tenseur de rang r peut être représenté sous forme d’une 
combinaison linéaire d’isomères du pseudo-tenseur 


Yôtis «2 « Ori (48.20) 


où ( est un pseudo-tenseur unitaire égal à 1 dans un repère à droite 
et à —1 dans un repère à gauche. 
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Les formules (48.11) et (48.19) sont linéaires relativement au 
pseudo-tenseur 6;;, et au tenseur e;;, respectivement. La raison 
en est que les combinaisons quadratiques de ces grandeurs, selon 
le théorème sur les tenseurs isotropes, s'expriment en fonction des 
tenseurs de Kronecker. C’est justement pour le pseudo-tenseur de 
Lévi-Civita que se vérifient les formules 


Où Oim Vin 
Ôin01mn Ô; Ô jm Ôjn ? (48.21) 
Ôn Oum Ôdnn 
Oijmôntm = dir Ôy — OO jr (48.22) 
Ointôjnr — 2045, (48.23) 
On Ôijn = 6. (48.24) 


Ces mêmes formules conviennent également aux combinaisons quadra- 
tiques analogues des composantes du tenseur e;;,. Les formules 
(48.21)-(48.24) peuvent également être utilisées pour des combinai- 
sons quadratiques mixtes : Ô;jreimn: Ôimerim etC., mais leurs seconds 
membres doivent dans ce cas être multipliés par le pseudo-tenseur 
unité 1. 

Pour les problèmes abordés dans ce chopie voir Bhagavantam. Venkata- 
rayudu (1962): Shouten (1951): Hamermesch (1960); Wooster (1973). 


CHAPITRE VI 


ÉLASTICITÉ DES CRISTAUX 


$S 49. Petites déformations d'un milieu continu 


Avec la déformation d'un milieu continu — indifféremment, iso- 
trope ou anisotrope — ses particules, généralement parlant, s'écar- 
tent de leurs positions initiales : une particule se trouvant avant la 
déformation au point r de coordonnées x;, après déformation, se 
retrouve au point r’ de coordonnées xi. Le vecteur 


u—=r" Tr, U—=2i—7T; (49.1) 


est appelé vecteur déplacement. Apparemment, en définissant un 
corps dans tout son volume par le champ vectoriel uw (r) on déter- 
mine complètement l'état de déformation des corps. Toutefois, pour 
une description plus explicite, il est plus commode d'utiliser d’autres 
champs vectoriels et tensoriels déduits du champ des déplacements. 
Pour se représenter une déformation d’un milieu continu, il faut 
étudier la particule avec son environnement infiniment petit. Il est 
commode de décomposer une déformation du corps au voisinage 
de cette particule en trois mouvements: 1) une translation de la 
particule avec son voisinage du point r au point r”:; 2) une rotation 
du voisinage, assimilé à un corps rigide, autour d’un certain axe 
passant par la particule, c’est-à-dire par le point r’:; 3) une défor- 
mation proprement dite, c'est-à-dire le déplacement de certaines 
particules du voisinage par rapport à d’autres durant lequel varie la 
distance entre les particules. 

La translation de la particule avec son voisinage est définie par 
le vecteur x (r). Les deux autres déplacements sont définis par les 
dérivées du vecteur déplacements suivant les coordonnées. Ces neuf 
dérivées constituent, à proprement parler, le {enseur de distorsion 
y — Ou/0r aux composantes y;, — Ou;/0r,. Au moyen du tenseur 
transposé y* — Grad u on est en mesure de décomposer le tenseur 
de distorsion en la partie symétrique 


es (+ Gradu)=Defu, eus (+), (49.2) 
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appelée tenseur des petites déformations et la partie antisymétrique 


o-+(+ Gradu), on=s (si), (49.3) 


2 \Vor 2 \ 07h CE 


appelée tenseur des petites rotations. Au cours des déformations des 
cristaux ne perturbant pas leur intégrité, toutes les composantes 
du tenseur de distorsion sont habituellement petites | v;1 | & 1, 
et, par suite, sont petites toutes les composantes des tenseurs £& et ©. 
On n'étudiera que ces déformations. 

Au voisinage de la particule matérielle située avant la déforma- 
tion au point r les déplacements sont égaux à 


a (r+ôr) =u (r)+ EO .6r=u(r)+w-ôr+e.êr, 
(49.4) 
u;(r+ôr)=u;, (r) + ED 67 = u (r) LOIR ÔTy + ErnÔTR 


Dans ce cas © = © (r) et e = æ (r). Les déplacements ôu des parti- 
cules du voisinage par rapport à la particule de référence se trou- 
vant avant la déformation au point r valent 


Ôu (r + Ôôr) = u (r + Ôr) — u (r) = œ©-ôr +2e-ôr, 
Oui (r + Ôr) = us (r + Ôr) — u; (r) = wirÔtr + Eixdre. 
Comme il a été montré au 8 42, au tenseur antisymétrique & on 


peut faire correspondre un vecteur axial q, qui lui est dual, appelé 
vecteur de petites rotations, dont les composantes sont 


(49.5) 


1 
PE TS OTOITE (49.6) 


avec @-0r — q X ôr. Donc, 

ôu(r +ôr)=p x ôr+e-ôr. (49.7) 
Pour élucider le sens géométrique du tenseur de petites rotations, 
posons que & (r) = 0. Si ôp est la composante du vecteur ôr, per- 
pendiculaire au vecteur q, on a alors 


Ôu (r+ôr) = x 0p;  Ôu = pp. 


Or cela signifie que le déplacement de chaque point r + ôr du 
voisinage est proportionnel à la distance Ôo du point r + ôr jusqu’à 


l'axe parallèle au vecteur œ et passant par le point r. En outre, 
la direction de ce déplacement est perpendiculaire à l’axe et au 
vecteur Ôp joignant cet axe au point donné du voisinage. Il est évident 
que c’est unerotation en bloc de tout le voisinage autour de l’axe 
de rotation. Onse convainc de même sans peine que l’angle (en radians) 
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et le sens de cette rotation coïncident respectivement avec la longueur 


et la direction du vecteur q. 
En portant dans (49.6) les composantes du tenseur de petites 
déformations (49.3), il vient 


OUR 1 ou ; 


du; Our \ __ 1 5 
]=+ Ou Gus — 7 Our ge » 


1 = OUR 
Pr 4 tk (5 ÔTk 0x; 


Dans le second terme de la somme rebaptisons les indices muets, 


ensuite, profitons de l'identité de —Ô;jr : 
I Ou; _ _1 5: 2 1 OUR 
ji Re ÜTR 4 3 DT Fe qu 4 JR 0z ; e 
Bref, 
shg 0h, Le c 
Pis din Ge, P=yrotu. (49.8) 


Pour éclairer le sens géométrique du tenseur &, posons © (r) = 0. 
Alors, Ôu (r + ôr) = e -ôr. Comme tout tenseur symétrique de se- 
cond ordre, £ peut être représenté sous forme € = &(1)PP4 + E(2)P2 PE 
+ 23) PaPs: Où Pi-P; = Üi Voyons d’abord le cas où eu) = t 
Eçoy = Eçs = 0. Notons p,-ôr = Ôr,. Dans ce cas, apparemment, 


ôu (r — Ôr) = eôz,p.. 


Cela signifie que les déplacements de tous les points du voisinage 
sont parallèles au vecteur p, et proportionnels aux distances des points 
correspondants au plan ôr, = 0 perpendiculaire à ce vecteur. Ainsi, 
dans ce cas il se produit un allongement dans la direction parallèle 
à p, dans le rapport (1 +e): 1. 

Dans le cas général, quand toutes les valeurs propres du ten- 
seur & sont différentes de zéro, il y a superposition de tels allonge- 
ments dans trois directions perpendiculaires entre elles, comme 
c'est indiqué sur la figure 49.1. 

Examinons comment varient les distances dans la direction 
d’un vecteur unité quelconque #. Il faut pour cela calculer com- 
ment varie avec la déformation la distance du point r au point 
r + Ôr pour ôr = nôs. Avant la déformation, cette distance vaut ôs. 
Avec la déformation le pointr — nôs s’écarte du point r d’un vecteur 
ôu — e-nôs. La composante de ce vecteur en direction r vaut n-ôu=— 
— n°£-n0s. La variation relative des distances en direction #, 
du fait d'une petite déformation £&, est ainsi 


n°ôu 
Ôs 


où x est le vecteur unité. 
Il est de même intéressant de calculer la variation relative du 
volume avec la déformation. Si au voisinage du point r on isole un 


=n'ten=EIn;nxz, (49.9) 
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petit parallélépipède rectangle aux arêtes parallèles aux vecteurs 
propres *) du tenseur & et valant /,, l., l;, après déformation ce 


NCAA SZ 
XNNt 4 7 


N 


\ 


=. LS LS 4 ’ cd 


at see _ [e) 


4 
— — TND PONS 
| a D DS NUNOSS 
= + OJHHUNNN 
a) b) 
1 ER 
SRE NENENENNS 2 
LIT NX NOR 
THANK Vaste ti 
ee - + > [is Len 
SN, N à Là pres ii 
NN N 1! VAR Dysr SNS 
NON EM PUR 7 PAR 
c) d) 


Fig. 49.1. Champs du vecteur de déplacements & (r) pour des déformations bo- 
mogènes variées: a) e = 0,2 e,e,, b) e — 0,2 (exe; + exe), c) e — 0,2 (e,e; — 
— 2%), d) & = 0,2 (exe: + ee). 


dernier dévient un parallélépipède rectangle aux côtés l,—(1 + e,,,)/.. 


l, = (1 + &ço)) Los Ls = (1 + es) Lx, de sorte que la variation 
relative du volume 


AV _ Hills 


nn A eq) (+ ec) (+ een) — 1. 


*) Cette hypothèse n'est admise que pour simplifier les calculs. On pour- 


De CORSLUÈEe un parallélépipède arbitrairement petit et obtenir le même 
tat. 
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Si l'on néglige les termes en e;,y carrés et cubiques, il vient alors 


AV | 
77 — Eu) + Et) + Era) = ERh- (49.10) 
Cette expression, comme il fallait s’y attendre, ne dépend pas du 
choix du système de coordonnées, étant un invariant du tenseur 
des déformations. On l’exprime sans peine en fonction du vecteur 
déplacements : 

== = divu. ° (49.11) 
Il est également instructif de calculer la variation entraînée 
par la déformation de l’angle entre les vecteurs unités p et q qui, 
avant la déformation, étaient orthosonaux entre eux (p-q = 0). 
Après la déformation le cosinus de l'angle qu'ils engendrent vaut 
à peu près 

cos Ÿ & (p +e-p)-(9 +e-q) & 2p-2-q 

{on s’est servi ici non seulement de la petitesse mais également 
de la symétrie du tenseur £). Ainsi, 


Ÿ&T—2p.E.q. (49.12) 


La partie sphérique !/,e,,1 du tenseur de déformation & décrit 
la même variation du volume que le tenseur de déformations même, 
mais sous l’action du tenseur sphérique la forme ne varie pas; toutes 
les droites orthogonales avant la déformation le restent après: si 
p-4 = 0, alors p-!/,e,,1-q est aussi égal à l/sexxp-q = 0. 

Par contre, le déviateur du tenseur de déformations 


eee, = + ErhÔiy (49.13) 
décrit une déformation n’entraînant pas de variation de volume 
(car er —= 0); quant aux variations de formes, c'est-à-dire les 
gauchissements d'angles entres des vecteurs au départ orthogonaux, 
elles demeurent inchangées après déformation # et e: si p-q = 0, 
alors p-£- q —p-e-q. 

Une fois donné un champ de déplacements quelconques x (r), 
il est possible d'obtenir le champ des déformations e = Def u. 
Une question se pose : peut-on d’après un champ tensoriel quelconque 
2 (r) rétablir le champ vectoriel u (r), autrement dit, est-ce que 
tout champ tensoriel constitue une déformation d’un champ vec- 
toriel *). Une situation analogue se rencontre en électrostatique: 


: *) On admet que u; et e;, sont des fonctions de coordonnées suffisamment 
isses. 
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à toute fonction scalaire œ (r) correspond un champ vectoriel E — 
— —grad , mais tout champ vectoriel ne constitue pas un gradient 
de champ scalaire ; comme on le sait, pour cela le champ vectoriel 
doit être irrotationnel: rot E = 0. On peut s'attendre aussi à ce 
qu'un champ tensoriel, pour constituer une déformation de champ 
vectoriel quelconque, doive remplir certaines conditions. Formu- 
lons-les. 
Prenons Rot &. Par définition 


(Rot e)sy = Ou 


dei; 

Ga, (49.14) 
Exprimons les composantes de ce pseudo-tenseur en fonction des 
dérivées du vecteur déplacements: 

dei Le du! Le dau; 

Ozn 2 1MGzpoz 2 1Xloz 07° 


Ôjn 


Le second terme est identiquement nul puisque les fonctions u, (r) 
satisfont aux exigences du théorème sur le changement d'ordre des 
dérivations. En effet, dans ce cas le tenseur d?u,;/0x,0x, est symétrique 
par rapport aux indices # et L. Quant au tenseur ô;:1, il est antisy- 
métrique par rapport à ces indices. D'où la conclusion évidente 
Ôix10u/0x 07: = (. Mais Ôsn102uy/0z 07: = (Rot Grad U)}}r de sorte 
qu'on aboutit à la formule de l'analyse tensorielle 


Rot Grad = 0. (49.15) 


En remarquant que ô;x10u/ôr, = (rot u);, on peut écrire (49.14) 
sous forme 


(Rote),; = Rote=+ 2e (49.16) 


Mais d’autre part, 1/2 rot u — ®. On obtient ainsi une formule 
importante 


(Rote), = , Rote—%, (49.17) 


Cette formule possède une valeur indépendante et on s’en servira 
encore plus loin. Les relations cherchées se déduisent maintenant 
sans peine. Transposons les deux membres de l'égalité (49.17). I] 


vient (Rot £) * = Grad q. Soumettons à présent les deux membres 
de l'égalité obtenue à l'opération Rot. Vu que Rot (Rot e) * — 


= ÎÏnce *) et, comme on l’a déjà noté, Rot Grad = 0, on obtient 
finalement 


Ince—0, Oôypmôyin pen = 0. (49.18) 


OxTR ÔZ 


*) L'opération de dérivation de second ordre, traduite par la relation (49.18)» 
est appelée incompatibilité et notée Inc. 


21=-01180 
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On a ainsi démontré que si le champ tensoriel est une déformation 
de champ vectoriel son incompatibilité s’annule alors. Les équations 
(49.18) sont appelées équations de compatibilité de Saint-V'enant. 


On n’a démontré que la nécessité de ces équations. Leur suffisance s'en- 
suit du fait que si Inc € = 0, alors d’après le champ tensoriel e (r) il est pos- 
sible de définir le champ des déplacements. Pour une détermination univoque 
des déplacements il faut, de plus, fixer la position du corps. c'est-à-dire lui 
interdire tout mouvement en bloc. Fixons à cette fin un point quelconque r1, 
c'est-à-dire définissons en ce point les déplacements x (r(°)) et les rotations 
 (r®)). En TE pe de pers on peut aboutir à ce que r(°) = 0, u{r®)) = 0 
et p(r()) = 0. Alors les déplacements en tout point r se calculent suivant la 
formule de Kirchhoff-Volterra-Cezaro, qui, pour le cas concerné, prend la forme 
(la déduction de cette formule est omise) 


u (r)= | (e—r’ X Rote) dr, 
0 


En 
m 


uit | (e15— Bintri 6imn ] ax4- 
0 


L'intégrale curviligne est prise dans ces formules suivant une ligne quel- 
conque traversant le corps déformé et joignant le point r(0) = Q au point r. 
L'argument de la fonction sous le signe d’intégrale est le vecteur variable r’ 
de coordonnées zx: parcourant toutes les valeurs possibles sur cette ligne. Les 
équations de compatibilité de Saint-Venant représentent les conditions d’intée 
grabilité des équations e — Def u, c’est-à-dire assurent l'indépendance de l'in- 
ira de ligne du chemin d'intégration dans la formule de Kirchhoff-Volterra- 

ezaro. 


Etudions les équations de compatibilité des déformations pour 
le cas où le tenseur des déformations ne dépend que d’une coor- 
donnée, disons de x;. Alors, 


d'Eyr __ Een _ Eye 
ai a ei À EE) 


tandis que les trois autres équations de compatibilité sont identi- 
quement satisfaites. Il s'ensuit des équations (49.19) que €,1, £s 
et e,, dépendent linéairement de x;: 


Eos == A c8 À Bopts (æ, B = 4, 2: À ap = EVYE Bee == Bu)- 
(49.20) 
C'est aux relations (49.20) que se réduisent toutes les équations 


de compatibilité quand le tenseur des déformations ne dépend que 
d’une seule coordonnée. 
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$ 50. Tenseur des contraintes 


Avec la déformation du cristal on voit apparaitre des forces 
tendant à rétablir la configuration initiale. Ces forces, d'après 
la théorie du réseau cristallin, sont d'action à courte distance: 
le rayon efficace de leur effet ne dépasse pas quelques constantes du 
réseau (cela ne concerne pas les cristaux piézo-électriques dont les 
propriétés seront étudiées séparément). Mais les volumes élémen- 
taires, utilisés dans la théorie des milieux continus, sont supé- 
rieurs aux mailles élémentaires du cristal: il faut donc admettre 
que la force mise en œuvre par la déformation et s’exerçant sur tout 
volume dégagé en pensée n'est transmise que par la surface limitant 
ce volume. Mais alors l’état de contrainte en chaque point *) du 
cristal se caractérise par l'ensemble des forces P dS agissant sur 
tous les éléments de surface imaginables passant par ce point, dont 
le vecteur unité de la normale extérieure est x et l'aire dS (le vec- 
teur P est de dimension de la contrainte: la force multipliée par 
l'aire). 

Ainsi, l'état de contrainte en un point se définit par la fonction 
P (n), ou, en introduisant les notations F = P dS, N = n dS, par 
la fonction F (Y). Démontrons que cette fonction est linéaire. 
L'égalité F (AN) = ÀF (N), où À est un nombre réel arbitraire 
(pas trop grand), se déduit directement de la définition des vecteurs 
F et V. Supposons maintenant que l'élément de surface caractérisé 
par le vecteur N est remplacé par une surface à nervures très sem- 
blable dont les divers éléments sont caractérisés par les vecteurs W.. 
Une construction géométrique montre que dans ce cas ZN, = X. 
Les considérations physiques, par contre, permettent certainement 
de déduire que la force totale agissant sur l'élément de surface ne 
doit pas dépendre grandement de la nature plane ou nervurée de Ia 
surface, autrement dit ZF (W,) = F (N). En réunissant ces deux 
égalités, on aboutit à ce que F (ZEN,) = ZF (N,), conclusion qui 
boucle la démonstration. 

Le vecteur F étant une fonction linéaire du vecteur #, il existe 
un tel tenseur de second ordre 6, ne dépendant pas de NW, pour lequel 
F = ©-N (voir $ 18) ou, en revenant aux notations de départ, 


P = 6°n, P; = Ojjÿnje (50.1) 


Le tenseur © est appelé fenseur des contraintes; en définissant com- 
plètement la fonction P (n), il caractérise de façon exhaustive l'état 
des contraintes en un point. Pour l'obtenir, il suffit de mesurer 
les forces P(*) agissant sur les trois éléments de surface aux normales 


* On entend par point, comme il est toujours fait en mécanique des milieux 
continus, un volume élémentaire. 


21° 
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non coplanaires n{“‘); alors, les composantes o,; sont solution du 
système de neuf équations linéaires 


n oyy = P$. (50.2) 


Supposons, en particulier, que les normales aux éléments de 


surface sont parallèles aux vecteurs unités : nt) = e,. Alors, n{* — 
— Ô», et le système (50.2) prend la forme 


in = PE, + (50.3) 


Donc, 6,4 est la i-ème composante de la force appliquée à l’élément 
de surface dont la normale extérieure est dirigée suivant l'axe X;. 

Vu que la force agissant sur 1 cm? de l'élément de surface à nor- 
male extérieure # vaut P = o-n, la composante normale de cette 
force n-P — n-o.n = O;xninx, tandis que la composante de cisaille- 
ment totale (située dans le plan de l’élément de surface) P — nn-P — 
= (1 — nan)°0-n. La contrainte de cisaillement (de décrochement) 
dans la direction donnée L vaut lL-o-n = oyrlins ; le vecteur unité 4, 
situé dans le plan de l’élément de surface, est donc perpendiculaire 
au vecteur 7. 

Isolons en pensée dans le corps un élément de volume V limité 
par la surface S. Si sur chaque élément de surface dS agit une force 
P dS = c-n dS, alors sur le volume en bloc agit la force 


F=É$ PSG 0ndS, Fi=ŸP,dS=$ cm dS. (50.4) 
S 8 S S 


L'intégrale sur une surface fermée, selon le théorème de Gauss- 
Ostrogradski (voir $ 43), peut être transformée en une intégrale 
par rapport au volume limité par cette surface: 


> 
e 


=$o-ndS=\| Divo*dV, F = À our dS = | SE av. (50 5) 
'S S Y 


D'autre part selon la seconde loi de Newton 


9° u; 
F={p Sr dV CE (o5 JE 4. (50.6) 
V 


V 


En le comparant à (50.5), il vient 


: d? CL 43 
fDivorar=(p$av, (mare (, it av. 
4 4 LA 


<e 
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Cette égalité se vérifiant pour tout volume Y, les expressions sous le 
signe de |l’intégrale doivent être égales 


| o°u OO ik du; = 
Divo*=p-, En =. (00.7) 


Ce sont les équations de mouvement d’un corps élastique, appelées 
équations élastodynamiques, ou équations de Cauchy. Les équations 
d'équilibre d’un corps élastique, ou équations élastostatiques, 


Divo*=0, <t=0, (50.8) 
en constituant un cas particulier important. Si le corps est encore 
soumis à une force volumique f (la dimension de ce vecteur est force/ 
volume), cette dernière doit être additionnée aux premiers membres 
des équations (50.7) et (50.8). Par exemple, les équations de Cauchy 
en cas de présence de forces volumiques prennent la forme 


o?u d0iRk Ou; 


Divo*+f=per, ns Th=p—r. (50.9) 


Calculons maintenant le moment des forces agissant sur le volume 
Y à surface S dégagé en pensée. Compte tenu des forces volumiques 
il vaut 


M=$rxPas+ | r x f dV, 
é : (50.10) 


Y 


M,=— $ Gin Pr dS + | Biypryfs AV. 
S 


Il est plus commode de’mener les calculs ultérieurs en coordonnées. 
Exprimons les sollicitations de surface P; en fonction du tenseur 
des contraintes et transformons l'intégrale de surface en intégrale 
de volume: 


_ __{ 9(z;om) px 
Ÿ z;P ds = À zjoum ds = | on 0 
S S \L 
En remarquant que 0 (xr;0::)/0x: = 2,00: 1/02: + 0:10x;/0xr,, avec 
Oxrslôz: = Ôjx, de sorte que ozx:0x;/0xr; = 0x5, on peut récrire la 
formule (50.10) sous la forme 
0c : è ; _ 
M= \ C7 (SE +h) dv + | GynOn5dV. (50.11) 
J ; 

Sous le signe de la première intégrale la somme entre parenthèses 
est égale à la force agissant sur l'unité de volume du corps (comp. 
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avec l'équation (50.9)), tandis que l'expression sous le signe de 
l'intégrale toute entière l'est à son moment. Donc toute l’action 
des moments de sollicitations de surface et des forces volumiques 
se réduit à la première intégrale, tandis que la seconde doit s’annuler. 
Le choix du volume Ÿ étant arbitraire, c’est l'expression sous le 
signe de l'intégrale qui s’annule: 


Ô:jnORy = (. (50.12) 


Ces trois égalités signifient que le tenseur des contraintes © est symé- 
trique. En effet. en développant la première d’entre elles, on obtient 
ÔrynOnj = Oge — Oo = 0; quant à la deuxième et à la troisième, 
elles donnent 6,3 — Oz = Ô, Oo — Oo = 0. 


On étudie ces derniers temps des modèles de milieux continus aux degrés 
de liberté internes. dont le tenseur des contraintes peut s’avérer pre 
Soit. par exemple. un milieu continu dans lequel les particules sont régulière- 
ment disséminées et susceptibles d'exécuter des rotations par rapport au milieu 
en engendrant des forces tendant à rétablir la position initiale des particules. 
Telles sont, par exemple, les mouchetures de particules aimantées ou électri- 

uement polarisées au sein d’un milieu continu. Si ce milieu est placé dans un 
champ électrique ou magnétique, chaque particule sera soumise à un moment 
de rotation ; la somme de tous les moments agissant sur les particules contenues 
dans l’unité de volume est appelée moment volumique m. En outre, le moment 
peut être transmis par la surface: sur une unité de l’élément de surface à nor- 
male extérieure # agit un moment surfacique @ lié au pseudo-tenseur des con- 
traintes instantanées u de la même façon que les sollicitations de surface P sont 
liées au tenseur des contraintes ©: 


Q=u:n. 
Pour un tel milieu l'égalité (50.10) est remplacée par une égalité suivante: 
| LL | 
M; ={ OyyntzPr dS + [ Oagnzjin + Ÿ Qu ds + | mi dv. 
S V S 4 


Alors. au lieu de (50.11), on obtient 


è 06 — — ou : 
M; \ &iynzy | ee 7 CE = (tm Gino ] a. 
ë ' 


L'expression sous le signe de la seconde intégrale est apparemment le moment 
total agissant sur les particules contenues dans l'unité de volume. Vu la peti- 
tesse des moments d'inertie des particules, on peut le considérer comme nul 
de +orte que la partie antisymétrique du tenseur des contraintes vaut 


Oui 
O1 jhOjR = on ri 


De cette façon. la partie antisymétrique du tenseur des contraintes équilibre 
les moments volumiques et les moments engendrés par des contraintes instan- 
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tanées. En l’absence de moments volumiques et de contraintes instantanées, le 
tenseur des contraintes © est symétrique *). Voir sur ce sujet Aéro et Kouvchin- 
ski (1960); Kouvchinski et Aéro (1963); Palmov (1964). 


Déduisons les valeurs moyennes du tenseur des contraintes 


(6) =+ \ ody, (Oix) =+ Oh dv (50.13) 
Ÿ Ÿ 
et de son moment 
0 =+ | r.odV, (ôetjOn) = 7 | Gin On dV (50.14) 
v ÿ 


pour un corps élastique se trouvant en équilibre une fois sollicité 
par des charges P appliquées à sa er 


(4) ; 
Considérons la divergence — , ExG1) = Gi +R 901 Puis- 


que Oxrx/0xr = Ok, le rémier “orme vaut . Le second terme, 
en raison des équations d'équilibre, est nul. Aussi la valeur moyenne 
du tenseur des contraintes s’exprime-t-elle à l’aide de l'intégrale 
de surface 


= +: £ TROu dS = + + Pts dS. 
s S 
Bref, 
(Oin) = ÿ Pas ds, (6)=+ 6 Pr as. (50.15) 
7e 


Considérons maintenant la divergence 


_JChm 


OZ; 0! 00 
DFE L DiOhm + 3 ge Orm + Lili = — Drm * 


En raisonnant comme dans le cas précédent, on obtient que 


+ TO: 


Notons maintenant que 


in 7  (TyTIOkm) = — = OyynT Ont 


*) On vérifie sans peine que la prise en compte des moments n'’invalide 
pas la conclusion. Toutefois, si des MU de volume existent, leur densité 
est évidemment égale à m; — —0;} 0h = Oro et dans ce cas le tenseur des 
contraintes sera obligatoirement asymétrique. “Cù n'étudiera pas ces cas. 
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puisque Ô;;x0xy = 0 du fait que le tenseur des contraintes est symé- 
trique. Cela permet également d'exprimer en fonction de l'intégrale 
de surface la valeur moyenne du moment du tenseur des contraintes: 


| 
(Oak TO nt) = Ÿ Ont Pt AS, 
: (50.16) 


1 


(r = rx Pr ds. 


S 


Il est donc possible d'obtenir les valeurs moyennes du tenseur 
des contraintes et de son moment en fonction des charges de surface, 
sans résoudre les équations de la théorie de l’élasticité. Le résultat 
. obtenu est particulièrement important aux cas où la surface du corps 
n’est pas sollicitée par des charges. Le champ du tenseur des contrain- 
tes s'avère alors auto-équilibré : le tenseur même peut être différent 
de zéro, mais les valeurs moyennes de ce dernier et de son moment 
sont nulles. Il s’ensuit que si, en particulier, une des composantes 
du tenseur (ou de son moment) n'est pas identiquement nulle, elle 
inverse obligatoirement son signe, c'est-à-dire prend des valeurs 
soit positives, soit négatives. 


$ 51. Loi de Hooke généralisée 


Calculons le travail des sollicitations extérieures P appliquées 
à la surface S d’un corps élastique dont le volume est |. Si sous 
l’action de ces forces les points de la surface subissent de petits 
déplacements ôu, le travail est alors 


SA … Gu - P de ôu,P, dS. 


Puisque P = o:-n, où n est un vecteur unité de la normale exté- 
rieure à la surface S, on a 


Ô.1A = «| Odu-o-ndS = Ôu;01jn; ds. 
S S 


Transformons, comme dans le $ 50, l'intégrale de surface en inté- 
grale de volume 


: ) 
54 É div (ôu°0) 27 = | 77 (Eos) dv. 
Selon la règle de dérivation d’un produit 


54 = f es y av+ | ôu, Fa av. (51.1) 
V Y 
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Les dérivées spatiales de petits déplacements 9 (ôu;)/ôr; sont égales. 
a des petites distorsions Ôe;; + Ôw;;, mais comme la contraction 
d'un tenseur antisymétrique ôw;,; avec le tenseur symétrique 06;; 
est un zéro identique, la première expression de sous le signe de 
l'intégrale de (51.5) se réduit à o,,0e;4. 

Considérons la seconde intégrale. En vertu des équations d'élasto- 


dynamique 00;;/0x; = pü;, tandis que ôu, peut être assimilé à uôt, 
où Ôf est le temps durant lequel s’effectue le déplacement ôu. Ensuite, 


püu;Ôôt = (1/2) pô/0f (uyu,) Ôt, mais c’est une variation de l'énergie 
cinétique de l’unité de volume durant le temps ôt (dans l’approxi- 
mation de la théorie des petites déformations la densité po demeure 
constante au cours de la déformation). La seconde intégrale s'avère 
ainsi une variation de l’énergie cinétique totale #4 d'un corps élasti- 
que. Ainsi, le travail des sollicitations extérieures est égal à 


SA = | oiyÔe:y dV Hô, 
V 


de sorte qu'une partie du travail, dépensée à la communication 
à l'unité de volume du corps d’une petite déformation Ôe;; (ou, 
plus généralement, pour modifier la déformation de l’unité de volume 
d'une petite quantité Ôe;;), s'avère égale à 


ôR = PEL ATE (51.2): 


Les corps élastiques (plutôt, linéairement élastiques) se caracté- 
risent par le fait que les contraintes y sont proportionnelles aux 
déformations. Appliqué aux cristaux, cela signifie que le tenseur 
des contraintes est linéairement dépendant du tenseur des défor- 
mations et cette dépendance linéaire 


Org = CifhiER lo G—=Cc:£ (51.3) 


est définie par le tenseur matériel c; on l'appelle tenseur des coej- 
ficients d'élasticité ou des coefficients de rigidité et on l’exprime en 
kgf/cm®, dyn/cm? ou N/m°. 

Pour obtenir le travail nécessaire à une variation finie de la 
déformation d'un volume unitaire d’un corps élastique anisotrope 
d’une valeur £e(% à une valeur et, il faut intégrer l'expression 
(51.2), compte tenu de (51.3): 


gl) 


R = | CijhiERi de;je 


e' 0) 


Cette intégrale dépend, généralement parlant, du chemin d intégra- 
tion ; quant à la condition qui la rend indépendante du chemin d'’in- 
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tégration, elle postule l'existence d'une fonction W (e) telle que 


: ôw” oW' - 
C.2 = De * CHER Ge; - (51.4) 
Alors le travail de déformation élastique de l'unité de volume 
est égal à 


nr Î Cipnint des = W (EN) —TF (89), 


ALL ° 


de sorte que la fonction W (e) devient la densité de l'énergie de défor- 
mation élastique. Dans l'hypothèse naturelle de W° (0) = O0, il vient 


. À 1 = 
W D CHhlEiER = TS Ë .C.2£&. (51.5) 

Il s'ensuit également de (51.4) que 

= (51.6) 

JE j OERI 08 0 


or cela signifie que ciygr = Cru. Compte tenu également de la symé- 
trie interne [V?] du tenseur e (e,; = e;;) (voir $ 42), on en tire 
que si la relation (51.4) est satisfaite, la symétrie interne du ten- 
seur © vaut alors [[V=|°]: 


Cijnt = 


Cijht = Cyint = Cijki = Chiij- (51.7) 


Quant à la relation (51.4), elle est satisfaite, en vertu des conclu- 
sions du chapitre VIT, en particulier, dans des cas aussi importants 
que la déformation cristalline adiabatique et isothermique. 

[l est commode de substituer dans les formules (51.3), (51.5) et 
(51.6) aux couples d'indices ij et kl les indices grecques À et u qui 
prennent les valeurs 1, . . .. 6. La méthode de passage à une telle 
écriture est décrite dans l’annexe F. Après quoi les formules acquièrent 
respectivement la forme 


OZ = CruËp (o I 3") 

. À en 
W=—cyerEns (51.5°) 
sou (51.6') 


au 3e, den * 

La relation (51.3) peut étre inversée en exprimant les déforma- 
tions comme des fonctions des contraintes 

E;f — SijniOhts £ = S,. OC. Er — S,puOn » (51.8) 


s est le tenseur des coeïficients des déformations élastiques (ou des 
modules d’élasticité) : sa symétrie interne est évidemment la même 
que .celle du tenseur c; il s'exprime en cm°/dyn, cm°,kgf ou m°/N. 
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Les relations (51.3) et (51.8) constituent la loi de Hooke géné- 
ralisée pour des milieux anisotropes. S'il est nécessaire de tenir compte 
de la dilatation thermique du cristal, elles sont complétées par 
des termes thermiques. 

Avec une variation homogène de la température de © degrés, 
le cristal, libéré de charges extérieures, subit une déformation 
thermique 


eyy = &ijO, €, = oO; 


a étant le tenseur des coefficients de dilatation calorifique, qui. apparem- 
ment, comme le tenseur £, est symétrique, sa dimension est K-. 

Dans le cas général, quand le cristal est sollicité par des con- 
traintes mécaniques, tout en subissant des variations thermiques, 
le tenseur de petites déformations est composé de parties condi- 
tionnées par chacune de ces actions isolément : 


Eyy = SijhiOry + LijO €}, — SayOu + GO. (51.9) 


Les termes thermiques apparaissent également dans ce cas dans les 
expressions des contraintes: 


Oij = Cijhint — PiyO, O1 = Cynen — PO ; (51.10) 


B est appelé le tenseur des coefficients thermo-élastiques ; il est, 
comine œ, symétrique. 

Dégageons les relations entre les tenseurs matériels entrant dans 
la loi de Hooke généralisée comprenant des termes thermiques 
(51.9). (51.10). En portant dans la formule (51.10) les déforma- 
tions exprimées par la formule (51.9), on obtient 


Or —= CauSpryOr — (Bz. — CauZy) 6. 


Cette identité devant être satisfaite pour toutes valeurs des con- 
traintes ©, et de la température ©, on en tire les relations cherchées 


CauSuy — Ov CR ISk Imn =+ (Ô;mÔjn _. din jm)» (51.11) 


B, = CipZu: Bis = CijklQhre (91.12) 


Dans les expressions (51.3) et (51.10) (mais non (51.8) et (51.9)!) 
de la loi de Hooke on peut remplacer le tenseur des déformations 
par le tenseur des distorsions ôuw/ôr ou par le tenseur transposé 
de ce dernier Grad uw (voir $ 49). C'est que e = Ou/0r — w = 
= Gradu +o; quant au tenseur de petites rotations w, il est 
antisymétrique et après contraction avec le tenseur c, symétrique 
par rapport au dernier couple d indices. il s'annule: c;yx1081 = 0, 
c: 0 — 0. Aussi la loi de Hooke (51.3) peut-elle être écrite sous 
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forme 
O3 Cijnt 7 o=c:-% —e:Gradu. (51.13) 


En portant ces expressions dans (50.7), on obtient les équations 
de mouvement d'un corps élastique (équations élastodynamiques) 
ou 

gt ? 


duR d°u; . _ 
HIHI 37507  P DE ? c : Grad Grad u = 0 


(51.14) 


tandis qu’en les portants dans (50.8), on obtient les équations d’équi- 
libre élastique (équations élastostatiques) 


9° 
Gi EE ès 0, c:Grad Grad u — 0. (51.15) 


C'est un système de trois équations différentielles linéaires en déri- 
vées partielles d'ordre deux avec trois inconnues. Il est commode 
de s’en servir pour la résolution de problèmes de la théorie de l’élas- 
ticité au cas où les conditions aux limites sont données pour les 
déplacements. Or le plus souvent ces conditions aux limites sont 
données pour des contraintes, autrement dit on indique les sollici- 
tations affectant la surface du cristal. Notons que les conditions 
aux limites pour les parties de la surface du cristal libérées de char- 
ges sont justement données pour des contraintes: les sollicitations 
affectant ces parties de la surface sont nulles, tandis que les dépla- 
cements ne le sont pas en général. 

Quand les conditions aux limites sont données pour des con- 
traintes, il est plus commode d'écrire les équations différentielles 
de la théorie de l'élasticité de telle façon que les composantes du 
tenseur des contraintes © figurent comme fonctions inconnues. Elles 
doivent, comme on le sait, vérifier les équations de l'équilibre élasti- 
que de Cauchy (50.8), tandis que les composantes du tenseur &, 
qu’on en tire en appliquant la loi de Hooke, doivent vérifier les 
équations de compatibilité de Saint-Venant (49.18). On aboutit 
ainsi à un système de neuf équations différentielles relativement à six 
fonctions inconnues 6:;; (r) *): 


Div o=0, 7 10, (51.16) 
o? 
Inc(s:0)=0, O,xnÔjimSmn pq a =0 (51.17) 
avec trois conditions aux limites 
on—=P, ojigny = P;, (51.18) 


*) Généralisées à un co anisotrope, les équations (51.17) sont dites 
équations de Beltrami-Mitchell. 
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où P est une fonction vectorielle des coordonnées, donnée sur toute 
la surface du corps élastique. Il est possible de démontrer *) que ce 
système possède toujours une solution et, de plus, unique. 

La loi de Hooke figure ici sans termes thermiques; aussi les 
équations déduites ne décrivent-elles qu’un équilibre élastique d'un 
cristal à température constante. On s’abstiendra de prendre en compte 
la dilatation thermique du cristal et les contraintes thermiques 
ainsi engendrées jusqu'au $ 55. 


Pour résoudre les équations de la théorie de l’élasticité en contraintes, on 
utilise habituellement pour des cas suffisamment compliqués le tenseur des fonc- 
tions de contraintes ®. C’est un tenseur symétrique de second ordre lié au ten- 
æur de contraintes o par la relation o = Inc ®. On vérifie sans peine que 
Div Inc = 0, de sorte que les équations de l’équilibre élastique de Cauchy sont 
satisfaites identiquement, et, pour obtenir ®, il suffit de résoudre le système. 
d'équations Inc (s: Inc ©) = 0 avec les conditions aux limites r-Inc © = P. 
Le tenseur des fonctions des contraintes se définit dans ce cas de façon non uni- 
voque et seulement jusqu’au terme Def v près, où v est un vecteur quelconque. 
Cette non-univocité est, toutefois, de peu d'importance, car à pour des équa- 
tions de compatibilité de Saint-Venant il découle que Inc Def = 0. Donc, en 
fin de compte, le tenseur de contraintes © se détermine de façon absolument 
roquee Pour plus de détails, voir sur ce sujet Lourier (1955, ch. I, $ 5) et 
Kroutkov (1949). Pour la solution des problèmes de la théorie d'élasticité ani- 
sotrope, voir notamment Lekhnitzki (1949, 1950, 1971) et Ambartzoumian 
(1967). Une notation particulière mérite la construction du tenseur de Green 
pour le système d'équations de l’élastostatique des cristaux (51.15) dont les 
problèmes sont étudiés dans Lifchitz et Rosenzweig (1947). 


$ 52. Symétrie des propriétés élastiques 
des cristaux 


On a introduit au $ 51 les tenseurs matériels s, ce, & et B caracté- 
risant les propriétés élastiques, la dilatation calorifique et la ther- 
mo-élasticité des cristaux. Les tenseurs & et B sont des tenseurs 
symétriques de second ordre; l’influence de la symétrie des cristaux 
sur les propriétés décrites par de tels tenseurs a été étudiée en détails 
au chapitre III. Sur les figures 24.1, 24.2, 24.3 sons données les 
indicatrices de la dilatation calorifique de quelques cristaux. A la 
différence des tenseurs de la constante diélectrique, de la conducti- 
bilité calorifique et électrique, le tenseur de la dilatation calorifique 
peut également posséder des valeurs propres négatives. Aussi les 
indicatrices de dilatation calorifique de certains cristaux, par exemple 
de la calcite et de l’éthylènediaminetartrate (comp. fig. 24.3 et 52.1), 
sont-elles noires et blanches **), couleurs que n’acquièrent jamais les 
indicatrices des tenseurs matériels étudiés auparavant. Les secteurs 


*) Pour la démonstration voir, par exemple, Leibenzon (1947, $ 118) ou 
Novogilov (1958, ch. V, $ 18). 

**) Sur cette figure et les suivantes, les secteurs positifs « noirs » et néga- 
tifs « blancs » sont marqués respectivement par les signes plus et moins. 
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noirs des indicatrices correspondent aux directions dans les cristaux 
pour lesquelles les dimensions linéaires ne s’accroissent pas comme 
habituellement avec l’élévation de la température. mais décroissent. 
Le cône des directions dans lesquelles la dilatation calorifique est 
nulle est défini par l'équation &;,g;g; = O relativement aux com- 
posantes du vecteur unité g. Par exemple, pour le calcite ce vecteur 
forme un angle de 64°43" avec l'axe de symétrie principal X.,. La 
géométrie de Ja dilatation 
4 calorifique des cristaux a été 
IQ _0° -1)° -2 -° -40° étudiée en détail par A. Shub- 
Lip nikov (1956). 

La forme générale des ten- 
seurs des coefficients d'’élas- 
ticité et des déformations 
élastiques, invariants par rap- 
port aux divers groupes cris- 
tallographiques et limites, 
figure dans le tableau E.18. 
Toutefois, la différence dans 
la forme générale de ces ten- 
seurs pour certaines classes 
n'implique nullement que la 
symétrie des propriétés élas- 

Li tiques des cristaux concernés 

40° 160° 1607 170" 180-170 -160 19° 10° soit aussi Fate . 

| | .. ainsi que des tableaux E.f 
Rif E, Diatatio cdlenique due et 47.1 il ressort que le nombre 
dans le plan X,X: (ce n’est pas une sec- d'invariants indépendants est 
tion de l’indicatrice) (Mason, 1950). identique pour le tenseur des 
propriétés élastiques dans les 
deux sous-systèmes du système quadratique. Quant à la différence 
dans le nombre de composantes indépendantes ainsi que dans la 
forme des tenseurs des catégories supérieure et inférieure, elle 
peut s'expliquer tout simplement par le fait que les directions des 
vecteurs de base e. et e, des sous-systèmes inférieurs de la catégorie 
moyenne ne sont pas définies par les éléments de symétrie du 
cristal. A cet effet, introduisons pour le sous-système inférieur, en 
plus de ‘la base cristallographique e,. e.. e:, 
€, = €, COS P + €, Sin y, 


‘ 


e, — —e;, Sin @ + e,C0S P, (52.1) 


e, = Es) 


ayant choisi l'angle @ de manière que la composante s;, du ten- 
seur s,, dans cette base s’annule: 
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En portant dans l'équation (52.2) les éléments de la matrice P,:, 
décrivant la rotation autour de l'axe X, (voir formule (F.26)), 
et les composantes du tenseur du sous-système inférieur du système 
quadratique, il vient 

t , = 4516 L 
EL 2 (S13 — S12) — Ses 


L'angle œ peut être obtenu à partir de la condition d'annulation 
des composantes c;, du tenseur c;,. On obtient ainsi 


ACje 


te 4 = (92.4) 


C11— Cr — 2Ce6 
Donc dans la base (52.1), où l'angle qç est défini par la condition 
(52.3) ou (52.4), les tenseurs s et c acquièrent dans le sous-système 
inférieur du système quadratique la forme telle que ces tenseurs 
possèdent dans la base cristallophysique pour le sous-système supé- 
rieur du même système. Il s'ensuit que tous les cristaux du système 
quadratique constituent une même classe de symétrie élastique 
&lmmm. Sur les figures 54.3-54.5 on voit que les indicatrices des 
propriétés élastiques des cristaux des deux sous-systèmes du système 
quadratique possèdent en effet la même symétrie ‘4/mmm. 

Les deux. sous-systèmes du système trigonal composent égale- 
ment une même classe de symétrie 5m. La base (52.1) du sous-système 
inférieur du système trigonal est définie par la condition 

te qæ= 5 — 5 (52.5) 
S1s C14 
Bien que la forme générale des tenseurs de propriétés élastiques ait 
déjà été établie au XIX siècle, le fait que les classes de symétrie 
élastique 3m et 4/mmm coïncident avec les systèmes trigonal et 
quadratique n’a été constaté qu'à une époque relativement récente. 

Les tenseurs ce et s, comme tout tenseur (voir, par exemple, 
$ 83), peuvent être décomposés en des parties irréductibles. Ces 
parties irréductibles s’expriment au moyen des tenseurs irréducti- 
bles, introduits au $ 47, en recourant aux tenseurs isotropes de 
Kronecker et de Lévi-Civita. Effectuons la décomposition des ten- 
seurs © et s en deux étapes. Dans la première, dégageons de ces 
tenseurs les parties symétriques par rapport à taus)les indices et*} 
et s{f} : les parties restantes el**} et st*?} possèdent la symétrie interne 
[[V2}] (voir $ 42) et s’annulent avec la symétrisation par rapport 
à tous les indices. Bref, la première étape de décomposition est : 


4 seu (22} _ : 
s— st} s(22), Lt = Sun; SRE = Sijht — Si ÿnb (92.6) 


(les formules pour c sont analogues). En recourant aux méthodes 
de représentation des groupes, on peut montrer que st se décom- 
pose en parties scalaire, déviatrice et noneutrice, tandis que s{??} 
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en parties scalaire et déviatrice. La symétrie interne des tenseurs 
si et st*} définit de façon univoque (aux coefficients numériques 
près) la forme de décomposition à la seconde étape *): 


so = LE On + D} ôrn No Nu (52.7) 

2 22 1 2 
SE = LT (81 jônr — Bu sôrn + [+ (D Eu1 + DK 815) — DFE Eun | 
(52.8) 


Eu contractant les premiers et les seconds membres de ces égalités, 
on trouve aisément l’expression des tenseurs irréductibles I(4, D{4#},.. 
..., D en fonction des tenseurs sf) et sl22}: 


& At (4 4 2 & 

I =rsi D =+ (sin —5106,), 
4 & 4 4 

No =sh— 1! 8x1 — Did Ôn 1; 
22 4 22 29 2 

I' = sf , 5 d = 35{55) — 41! Oise 


Pour les cristaux des classes dont les déviateurs et les noneurs irré- 
ductibles sont des multiples de tenseurs unités, c'est-à-dire D{i — 


= SSD, DT = SÉAD), etc. (voir tabl. 47.4), ces décom- 
positions se simplifient fortement et deviennent 
Same = ST 8 1ônn + SD Dan + SN Ne + 

 e(22 

+ SE (6 5ôn 1 — Otsônn) + 


+587 (Du + Dh6:3) — Désôun | = 
= + (5h74 2521) 6, 6, + 
dE + (SES) (O1 pe + 6:10 px) + 
+1 (5825821) (DE, + Dh, + 
+R (SE — 582) (Dj + Dhôix + 


+ Dihôgn + Dinôn) + SN'Ninte (52.9) 


*) La première étape consiste en une décomposition des tenseurs çc et s 
en parties se transformant en des représentations irréductibles du groupe des 
transformations linéaires possibles de l’espace tridimensionnel GL(3); par 
{4} et {22} sont ici notées les représentations irréductibles appropriées. Dans 
la seconde étape. chacune d'elles se décompose en parties se transformant en 
des représentations irréductibles D, du groupe orthogonal cooom ou O(3) qui 
sont appelées ici parties irréductibles. Pour plus de détails, voir Sirotine (1974); 
on v donne aussi les formules de décomposition en parties irréductibles d’autres 
tenseurs matériels. 
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On a introduit ici les coefficients SŸ? = Ji et SŸ22} — jt? pour 
l'unification de l'écriture. Les décompositions (52.7) et (52.8) ont 
été réunies, mais la séparation est facile à l’aide d'indices {4} et 
{22} associés à S. 

Selon le théorème de Hermann (voir $ 46) les cristaux du système 
hexagonal sont transversalement isotropes relativement aux pro- 
priétés élastiques, en composant avec les textures la classe de symé- 
trie élastique co/mm. Toutes les directions formant avec l’axe 
de symétrie principal un même angle sont identiques en ce qui 
concerne les propriétés élastiques, bien que pour les cristaux hexa- 
gonaux ces directions soient évidemment des directions cristallo- 
graphiques différentes. C'est un des nombreux cas quand le degré de 
symétrie d'une propriété cristalline est supérieur à celui du cristal 
même. 

Les cristaux du système hexagonal et les textures admettent 
des déviateurs et des noneurs multiples de déviateurs et noneurs uni- 
taires se définissant par les formules 


D= + (8kiky— 65). (52.10) 
N im = + (SK kr — 30k(1k 01m) + 30(1501m) (92-11) 


où k est le vecteur unité de l’axe de symétrie principal; dans le 
système de coordonnées cristallophysique k; — ô;3, tandis que les 
formules (52.10) et (52.11) se transforment en formules pour 
D°[co/mm] et N° [oco/mm]l du tableau 47.4. Pour ces cristaux les 
coefficients de développement (52.9) valent: 


1 
ST — 15 (BS11 + BSa3 + 4513 + 2544), 


2 | 
SFA = 5 (—Su + Bs42 + 4543 — Sax)» 


sh = (— SS 45 + OSss + 2813 + Su); (52.12) 
2 1 
__ 1 — Sy + 4513 — Sxx)s 


n 
SN = _ 38 (511 + Sas — 213 — Sux)- 


Le tenseur c se décompose de la même façon. Dans la formule (52.9) 
au cas du tenseur e les coefficients sont naturellement notés C{", ... 


. CE. Ces coefficients sont calculés au moyen des formules 
(52. 12), où, au lieu de s1,, . .., S13, On porte Ciy, + . ., Cy3, Mais 
à sy il faut substituer 4c,.. 


22—01180 


338 ELASTICITÉ DES CRISTAUX (CH. V) 


Si les coefficients cs) NAT CÉ? ou SÉ?, SE“) et SÉ? s'annu- 
laient, les tenseurs des coefficients d'élasticité et des coefficients 
de déformation élastique seraient des tenseurs isotropes. Il devient 
ainsi évident que ces jeux de coefficients caractérisent l’anisotropie 
des corps transversalement isotropes par rapport aux propriétés 
élastiques des corps. On se convainc sans peine que l’annulation 
de tous les coefficients d’un jeu entraîne l’annulation de tous les 
coefficients du second jeu. D'autre part, les coefficients C{"*! et 
C2 et, respectivement, SŸ*} et SS*} caractérisent l’asymétrie 
des tenseurs c et s par rapport aux indices: s'ils s’annulaient, la 
symétrie interne des tenseurs c et s serait [V]. 

Les cristaux du système cubique diffèrent par la symétrie des 
‘ propriétés élastiques des corps isotropes en composant la classe de 
symétrie élastique m3m. Les noneurs y sont multiples du noneur 
unitaire, tandis que les déviateurs s’annulent (voir tabl. 47.1). 
Aussi la décomposition (52.9) se simplifie-t-elle pour les cristaux 
cubiques et prend la forme 


Sijnt— hi Eci5ôun + SN Nine + ST 7 (O15Ônr — Otr sÔnn) — 
+ (S$* +285) 81 56m + + (SE — 55) (ômôye + Onôyx) + 
HSÉNS. (52.13) 


Le noneur unitaire de symétrie cubique (il faudrait le noter N° [{m3ml, 
pour le distinguer du noneur introduit plus haut N° [o/mml), 
en accord avec le $ 47, possède dans le système de coordonnées 
cristallophysique les composantes 

1 au cas de quatre indices égaux, 

N1,,= 4 —1/2 au cas de deux couples d'indices égaux, 
O dans les autres cas. 
(52.14) 

Les coefficients de décomposition (52.13) se calculent suivant les 
formules 


4 
OP + (8511 + 2542 + Sax). 
s22 ea s., (52.15) 
GO + (21: — Ds, — Six). 


Le tenseur des coefficients d'élasticité se détermine également au 
moyen de la formule (52.13), mais la place des coefficients S est 
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occupée par les coefficients C ; ces derniers se calculent suivant les 
formules (52.15) dans lesquelles au lieu de s,,, 52 et 5, on substitue 
respectivement Ci, Cie et Acus. 

L'asymétrie des tenseurs c et s par rapport aux indices se caracté- 
rise par les coefficients CŸ*? et S!**! respectivement. L'anisotropie 
élastique des cristaux cubiques se détermine d'aprés les coefficients 
CŸ} et SŸ?, l'annulation de l'un d'eux entraînant celle de l’autre. 
Puisque les constantes élastiques dépendent essentiellement de la 
température, les coefficients d’anisotropie élastique sont également 
fonction de la température. C’est ainsi que pour le sel gemme, à me- 
sure que la température s'élève, l’anisotropie élastique diminue 
jusqu'à la température 690 K, à laquelle le cristal devient élasto- 
isotrope, et avec un subséquent accroissement de la température le 
signe d'anisotropie élastique (c’est-à-dire des coefficients CŸ} et 

S{}) s'inverse. Le degré d'anisotropie élastique s’apprécie avec 
l'office d’une relation sans dimension 


42633 — 2(su—f2) (52.16) 


9 
C1 — C2 Sas 


qui caractérise la dépendance de la résistance d'un cristal cubique 


subissant une déformation de cisaillement de la direction (voir 
tabl. 53.3). 


Pour les corps isotropes et gyrotropes les tenseurs des coeffi- 
cients d'élasticité et de déformation élastique sont isotropes: 


Sign = ST Oc jônn + ST (Or5Ôn1 — ÔtiyÔnn) = 
1 À 22 22 _ 
2 ES 4 25077) 6,6 ++ (55 — 5121) (66 n+ Enôy»), (52.17) 


si ss. se2 _ 7 (Su — 35); (52.18) 


des formules analogues se déduisent pour le tenseur c. Pour des 
corps isotropes on déduit des formules (51.11) les relations sui- 
vantes *) 


(Ci — Cie) (Sin — Sie) = (C1 + 20e) (Sin + 2810) = Case = 1, 
(52.19) 
et de la formule (52.16) les relations 


Cyi — Cie = Zu 2 (S11 — Sie) = Sy. (52.20) 
Pour caractériser les propriétés élastiques des corps isotropes on se 
sert, également à côté des coefficients d'élasticité et de déformation 


*) Les formules (52.19) sont valables également pour les cristaux du systè- 
me cubique. 


22* 
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élastique, du module d’Young E = 1/s,,, du coefficient de Poisson 
V = —Si2/511, du module de compression triaxiale À — (c,, + 2c2)/3, 
du module de cisaillement G = (c,, — c,.)/2 = 1/54 et des coef- 
ficients de Lamé À = c,, et u = G. Deux coefficients indépendants 
caractérisent complètement les propriétés élastiques d’un matériau 
isotrope. Sur les propriétés élastiques voir Alexandrov et Ryjova 
(1961) ; Musgrave (1970); Auld (1973); Dieulesaint, Royer (1974); 
Krishnan (1958); Krishnan, Radha, Gopal (1971). 


$ 53. Etats de contraintes purs 


On appellera états de contraintes purs des états de contraintes 
pour lesquels le tenseur des contraintes co est linéairement dépendant 
des coordonnées cartésiennes 


oO = À +B:r, oi = Ai; + Bijntu, (53.1) 


où À et B sont des tenseurs indépendants du repère, À étant un 
tenseur symétrique de second ordre, B un tenseur de troisième rang, 
symétrique par rapport aux deux premiers indices. On peut énoncer 
le théorème suivant. 

Théorème sur les états de contraintes 
purs. Si dans un corps isotrope sous l'effet de sollicitations quel- 
conques appliquées à sa surface il se crée un état de contrainte, alors 
dans un corps anisotrope homogène de même forme il se crée, sous 
l'effet de sollicitations identiques, un état de contrainte analogue. 

La démonstration s’amorce sur la base du théorème sur l’unicité 
de solution d'équations de la théorie d’élasticité. En effet, les équa- 
tions de Beltrami-Mitchell (voir $ 51) ne comportent que les déri- 
vées secondes du tenseur des contraintes qui dans un état de con- 
trainte pur sont toutes nulles, de sorte que ces équations sont satis- 
faites identiquement. Dans les équations d'équilibre élastique de 
Cauchy, par contre (voir $ 50), il ne rentre en général aucune carac- 
téristique du matériau, et la substitution d’un corps par un autre 
(de même forme et pour des conditions aux limites identiques) 
ne modifie pas ces équations. Ainsi, un même état de contrainte 
pur constitue une solution des équations de la théorie d'élasticité 
en contraintes pour des corps élastiques homogènes (c'est 
essentiel !). En vertu du théorème de l’unicité il ne peut y avoir 
pour aucun de ces corps d'autres solutions. 

Dans ce paragraphe et le suivant on étudiera quelques exemples 
importants d'application du théorème ainsi démontré. 

Commençons par les cas de champ des contraintes homogènes, 
c'est-à-dire quand le tenseur des contraintes est indépendant des 
coordonnées. Les équations de Cauchy sont dans ces cas satisfaites 
identiquement. Aussi est-il suffisant de s’assurer que les condi- 
tions aux limites sont remplies. 
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Compression triaxiale. Si un corps élastique est soumis à une 
pression hydrostatique p, les conditions aux limites sont: 


OR — —DR, Oyÿfj = —Pn;; (53.2) 


n est le vecteur unité de la normale extérieure à la surface. (En 
cas de traction triaxiale réalisée par la force pr par unité de surface 
le signe s’inverse.) La solution évidente 


G=—pl, oi = —pü; 


vérifie toutes les équations ainsi que les conditions aux limites. 
Donc, l’état de contrainte est absolument indépendant des caracté- 
ristiques élastiques du corps. Par contre, la déformation 


e = —ps :Ï, e;; = —psijrr (53.4) 


en dépend de façon essentielle. Le tenseur symétrique de second 
ordre S;; = Sijxx est appelé éenseur des coefficients de compression. 
Il permet d'écrire la déformation sous l'effet d’une pression hydrosta- 
tique en la forme 


y = —Syjp, € = —S;p. (53.5) 


Les formules exprimant les composantes S;; du tenseur S au moyen 
des coefficients de déformation élastique s;, sont données pour toutes 
les classes cristallographiques au tableau 53.1. On y voit entre 
autres que l'influence de la symétrie des cristaux sur leur déforma- 
tion par une compression hydrostatique est identique à celle exercée 
sur toutes leurs autres propriétés décrites par des tenseurs symétri- 
ques de second ordre (constante diélectrique, dilatation calorifique, 
etc.). 

La variation relative du volume sous l'effet d'une pression 
hydrostatique AV/V = e;; = —S;,,p est caractérisée par le scalaire 
K-1= S;; = S;;,x appelé coefficient de traction triaxiale. La quantité 
inverse À est appelée module de traction triaxiale. La variation 
de forme des corps élastiques anisotropes sous l’action d’une pression 
hydrostatique est caractérisée par le déviateur des déformations 
e; = —R;;p, proportionnel au déviateur du tenseur des coeffi- 
cients de compression : 


Ri=Si5— 7 KO. (53.6) 


Traction pure. Considérons un barreau cylindrique de section 
quelconque S aux bouts duquel sont appliquées des forces de trac- 
tion So réparties uniformément suivant la surface frontale des 
bouts; la surface latérale du barreau n’est pas sollicitée par des 
charges. Désignons par q le vecteur unité dirigé le long de l’axe du 
barreau. Le tenseur des contraintes 


GO — 094, Oij = OgiQ (53.7) 
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Tableau 53.1 


Tenseur S;;—s;j:1, de toutes les classes 
cristallographiques et limites 


Système Tensecur S;J = Sijihk 
Triclinique S11 + Sai À Sie 1e (S16-F S26 + Ss6) 1/2 (S15 F S25 +: Sas) 
1/a (S16 + S2a + 536) Sao À Sio + Ses 1/e (S1a + 524 + 534) 
1/a (S15 Sas + Sas) 1/2 (S13 + S23 +533) S33 + S23 + Sa1 
Monoclinique Sun F Sa + Sie 0 1/9 (515 + S25 T Sas) 
0 So + Si  S23 0 
211X>: 1/a (515 + Sos + S35) 0 Sa3 À Ses + Sai 
S11 + Sa1 + 512 1/2 (S16 + See + Sae) 0 
2[1X5 1/2 (S18 + S2 + 534) Se À S12 À S23 0 
() 0 S33 + S23 + Si 
Orthorhombi- Sy1 + Sa1 + S 0 0 
que 0 S22 + Sie + S23 0 
0 0 Ssa À 523 + Sa 
Frs qua- Sa TT S1o + Si 0 0 
ratique et 0 2 0 
hexagonal et 0 SL es Ée +25 
textures S3s 13 
Cubique et S11 + 2512 0 0 
corps 1Sotro- 0 S11 + 251 0 
pee 0 0 Su + 21e 


satisfait évidemment aux conditions aux limites. D'où, en recou- 
rant à la loi de Hooke, on déduit la déformation 


E — 0S:4q4, Eij — OSijriQnQ 1 (53.8) 


L'allongement relatif du barreau AÏ/l = &;,q;q; = Osij1Qiq;quqr. 
Son rapport à la contrainte © est l'inverse du module d'Young E 
pour la direction gq: 


ET (q) = sijnigiqyQngi = 44: S: qq. (53.9) 


Le calcul du module d’Young peut être simplifié: en introduisant 
la notation q;g; = (qq)a, où ij + À = 1, . .., 6, les composantes 
de la contrainte prendront la forme o, = © (gq),, la déformation 
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&, — 0s,1(9q), et, enfin, l'inverse du module d’Young 


E- (q) = su (4q)1(q4 hu (53.10) 


Cette formule est plus commode que la formule (53.9), elle a beau- 
coup moins de termes et les valeurs de s;,, sont directement tirées 
des données expérimentales. 

Les formules de calcul du module d'Young sont rassemblées 
dans le tableau 53.2. 

La variation relative de l'épaisseur du barreau, plus précise 
de ses dimensions linéaires dans la direction m perpendiculaire 
à la direction de traction, est égale à Al(m)/l(m) = e;;ymim;. 
Exprimons les déformations en fonction des contraintes; alors 
Al(m)/l(m) = os;jximimjqqr Le rapport de variation de l'épais- 
seur du barreau à celle de sa longueur prise avec le signe opposé 
est appelé en théorie d’élasticité de corps isotropes coefficient de 
Poisson et noté v. Si l’on généralise cette notion à des corps anisotro- 
pes, le coefficient de Poisson devient une fonction de deux directions 
perpendiculaires entre elles q et m: 


, = — M(m)/l(m) _ _ Signimimpuegr ___ MM:S:Q 53 j4 
v(g, m) Al(q);1(q) Sn prtn9pQrqt gq:S:q4 | GS 


Pour les calculs, la forme suivante est plus commode: 


— — Sa (mm), (gqhu 

ES Spa (99) (49)o ° (5s:1) 
Il est possible de définir le coefficient de Poisson d'un milieu élasti- 
que anisotrope de manière qu'il dépende non pas de deux vecteurs 
unités mais d'un seul, en l’interprétant comme une caractéristique 
de variation d'’aires dans des plans perpendiculaires à la direction 
de traction: 


_, ___AS (g)/s (q) | 
2AT (QT (Q) * (53.13) 


Comme AS (q)/S (q) = e: (1 — qq) = e:5 (ô:5 — qigs) et la défor- 
mation se calcule d’après la formule (53.8) 


____9g:8(1— gg) __ sijriiq; (ôn1— qu) 53 
L (a) HE 29g:s:qq 2Sn prtAn9p9rqt : 14) 


Notons que (gg:s:4qq)"* est le module d'Young E (q), et gg:s:1I = 
= q-S-q la composante normale du tenseur des coefficients de com- 
pression S dans la direction g ; on obtient ainsi encore une définition 
du coefficient de Poisson pour un milieu élastique anisotrope: 


v(a)= 7 —9.S.4E (a. (53.15) 
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Tableau 53.2 


Grandeur inverse du module d'Young E-1(q) — Efhki] 
exprimée en fonction des composantes q; du vecteur unité q 
et au moyen d'indices de Miller h‘—h. k, 1 
de direction cristallographique [hk/] || q 


Formules générales 
AaiAg;h%hB 


pa lee = 4, 5). 
yn 


E”1=sinQi1Qu, où Q1i=9:q;= 


Système triclinique 


E1= 511 Qf+ 52205 + 53305 + (sas + 2523) Q203 + 
+ (585 + 2531) QsQ1 + (Ss8 + 2512) 102 + 
+2 (513 556) Q1Qa +2 (525 + 563) V2Qs + 
+2 (sse + 545) OsQ + 25150105 + 25160106 + 
| + 25260206 + 25240203 + 2534030 + 25350305, 
où 
Q1 = g$ = (ha Sin f— kb sin a cos y*)!/g, 
Qa=dE= (k/b*)2g, 
Qs ee gi = (ha cos B+ kb cos a + lc)*/g, 
Qa = 929s (k/b*) (ha cos B+ kb cos a + ic)/g, 
Qs = 9591 = (ha cos B+ kb cos a + lc) (ha sin B— kb sin a cos y*)/g, 
Qe = I192 = (k/b*) (ha sin P— kb sin & cos y*)/£, 
g=h?a3+ k2b?+ 1202 + 2klbe cos a + 2 lhca cos B + 2hkab cos ». 


Système monoclinique (2|| X;,, m L X:) 


E1= 511Qi+ 52202 + 53308 + (533 + 2523) Q209 + 
+ (s55 + 2531) QsQ1 + (588 + 2512) V1Q2 + 
| +2 (525 + 563) Q2Qs + 25150105 + 23250505; 
où 
Q=9i=(hasinB)"/g, Qs—g5—(hacos + lc)?/g, 
Q2=92= (kb) /6, @s = 391 = ha sin B (ha cos B+ ic)/g, 
g=h’a+k?b3+ Pc3+ 2ihca cos 6. 


Système orthorhombique 


E-1 = 5119% + 52299 + 53398 + (sas + 2523) 9393 + 
+ (55 + 251) 950$ + (Ses + 2512) 9595 — 
= [htais,, + kibis,a + Lctssa + KP b?e? (sas + 
+ 2503) + lhtc?at (ss “+ 2531) + 
+ h?k2a2b? (sg + 2512)]/(h°a2 + k203 + 12c2)3. 
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Tableau 53.2 (suite) 


Système quadratique 


ET = 511 (9? + 99) + 53398 + (saa + 2513) (gi + 
+ 95) 95 + (ses + 2512) 9793 + 25189192 (ai — 
— Q5)= {at [(RS + k1) s11 + RE (so6 + 2512) + 
+ 2hk (h°— Rk2) s18] + Mctsss + (h1+ 
+ K?) Pac? (sas + 2513)}/[(R? +?) @3 + Dc*]3 ; 
pour les classes 4, 4, 4/m tous les coefficients s1, sont différents de zéro; 
pour les classes 422, 4mm, 42m, 4/mmm le coefficient s,,—=0. 


Systèmes trigonal et hexagonal 
(en placement hexagonal) et textures 


EL = 511 (1— 95)? + 59398 + (saa + 2513) 93 (1 — 95) + 
+ 2514 (391 — 92) 9292 + 2525 (392 — 95) I19s = 
= (RL k— hk)atss, + lécisss + 
+ (h5+ Ki — hk) Pate? (s4a + 2513) + a5c [3 V3 hkl(h—k) s13 + 
+ L(2h—k) (2k2— h°+ hk) se8]} : [(RHk— hk) a2+ cl? > 
pour les classes 3, 3 tous les coefficients Su Sont différents de zéro; pour les- 


classes 32, 3m, 3m le coefficient s:5—0 ; pour le système hexagonal et les 
textures S1a = Sas = 0. 


Système cubique 
ET = 851 — (2511 — 2512 — 544) (9595 + 959? + 


+ 9142) = S1a — (2511 — 2512 — Ssa) (42/2 + 
+ SRE RSKE)/(hE LE RE PPT 


Corps isotropes 
Er! — S11- 


Notations. su, coefficients de déformations élastiques ; a, b,c, a, B,. 
paramètres du reseau cristallin ; b*, y*, paramètres du réseau réciproque ;. 
Aœir Eyn, Voir annexe B 

n? 0) e 


Dans une traction pure le volume du barreau varie (en général, 
il augmente). La variation relative du volume AV/V = &;; est 
dans ce cas égale à 


AVIV = OS 11919; = 6q-S:-q, (53.16) 


où S est le tenseur des coefficients de compression. En confrontant 
ce résultat à la formule (53.15) du coefficient de Poisson v (q), on cons- 
tate que la formule connue AV/V = (1 — 2v) o/E, définissant la 
variation relative du volume d’une traction pure des corps isotropes, 
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se vérifie également pour les corps anisotropes sous la forme 


AV _ 1—2v(q)  — 
FE à (23.17) 


Sur l'exemple des coefficients de Poisson v (q, m) et v (q) on se 
convainc encore une fois qu’une même grandeur caractérisant une 
propriété d'un corps isotrope peut être généralisée à des corps aniso- 
tropes par des procédés différents ; quant au choix de telle ou telle 
généralisation, il est justement fonction de la propriété qu'on a l’in- 
tention de décrire. 

Cisaillement pur. Supposons qu'aux faces latérales d’un bar- 
reau rectangulaire soient appliquées des forces tangentielles unifor- 
. mément réparties ; le barreau, sollicité par ce système de forces, de- 

meure en équilibre. Sur l'unité de surface s'exerce la force 6. Les bouts 
du barreau ne sont pas chargés. Les contraintes au sein du barreau 
sont dans ce cas dites d2 cisaillement ; elles valent 


oO — (pq + gp), Ci — © (Piqj + GiPi) (53.18) 


(p et q étant des vecteurs unités des normales aux faces latérales). 
Les déformations peuvent être représentées sous la forme 


£ — 20s -Pq; Eijf — 205$; jn1 PQ (53.19) 


(on a utilisé la symétrie du tenseur s par rapport aux deux derniers 
indices). D'un intérêt particulier est la composante de cisaillement 
du tenseur de déformation p-e-q = 20pq:s:pq — 20S;jn1PigjPaQr 
Le rapport de la force s’exerçant sur l'unité d’aire de la surface à la 
double composante de cisaillement du tenseur de déformation est 
appelé module de cisaillement G (p, g) du couple de directions perpen- 


diculaires entre elles p et g. Le module de cisaillement se définit 
par la formule 


Gp, q) = 4pq'S:pq = AsijniPiQyPrQ te (53.20) 
Pour les calculs, la formule plus commode est 
G-° (p, 4) = su (p4 + 4Ph1 (P4 + GP (53.21) 


où 
(pq + qph = pags + gps (i-hk=1,..., 6). 
Pour la déduction de cette formule voir annexe F. 
Les formules (53.20) et (53.21) montrent que le module de cisail- 
lement G (p, q) est symétrique par rapport aux directions p et g: 


Il est d’ailleurs difficile de réaliser expérimentalement de façon exac- 
te des sollicitations tangentielles réparties uniformément, cependant 
le module de cisaillement, défini par la formule (53.22), joue un 
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rôle important dans la théorie des dislocations. Ainsi, si # est un 
vecteur unité de la normale au plan de glissement et ! un vecteur 
unité de la direction de glissement, alors la caractéristique essentielle 
des propriétés élastiques du cristal pour les dislocations opérant dans 
le système de glissement donné est justement le module de cisaille- 
ment G(n, l). 

Si les éléments du glissement (le plan et la direction sont défi- 
nis par les indices de Miller (ninen:) et [!H?5S], on est en mesure de 
calculer la grandeur inverse du module de cisaillement d'après la 
formule 
Si jhmES EPA» jAsmtanpl il 


G-1(n, l) — : (53.23) 


gnensqne le 


où E® et À,; sont des éléments d'une matrice liant les vecteurs unités 


du système de coordonnées cristallophysique aux vecteurs de base 
du réseau cristallin (voir $ 16 et annexe B). Les résultats de tels cal- 
culs pour une série de cristaux sont rassemblés dans le tableau 53.3. 

À la différence des corps isotropes, les corps anisotropes subissent 
une dilatation (ou une compression) volumétrique triaxiale sous 
l’action des contraintes de cisaillement. Elle vaut À V/V = &;, — 
= 20SjiniPrQ1 = 20SxiPrgi, Où S est le tenseur des coefficients de 
compression. Les vecteurs p et q étant perpendiculaires entre eux, 
ÔxiPrq1 =0; il s'ensuit que la dilatation triaxiale due aux contrain- 
tes de cisaillement est définie par le déviateur du tenseur de trac- 
tion triaxiale: 


AV 
TV — 20R ,1PrQi. (53.24) 


$ 54. Flexion et torsion pures 


Dans le paragraphe précédent on a étudié des états de contraintes 
purs pour lesquels le tenseur des contraintes est indépendant du 
repère cartésien ; dans le présent paragraphe on étudie quelques états 
de contraintes purs se caractéristant par une dépendance linéaire des 
coordonnées *). 

Flexion pure d’un barreau cristallin de forme rectangulaire. Soit 
un barreau cristallin de forme rectangulaire de longueur 2c, de lar- 
geur 2a, d'épaisseur 2b dont les bouts sont sollicités par des moments 
de flexion M et —M respectivement. Attachons le barreau à un repère 
cartésien généralement non cristallophysique OX;X:X; comme c’est 
indiqué sur la figure 54.1. Les vecteurs unités de ce système e,, e: et 
e, seront notés m, n et g respectivement. Les moments de flexion M 


*) Voir Rovenskaïa, Sirotine et Vorochilov (1972); Sirotine et Roven- 
kaïa (1973). 
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et —M peuvent, en particulier *), ètre engendrés par un système de 
charges représenté schématiquement sur la figure 54.1 : le bout x; — 
— cest soumis aux forces P = kx.q (par unité d’aire) et le bout x; = 
= —c à des forces —P. 

Le moment de flexion des sollicitations appliquées au bout 
T2, =0€ 


© 


rin x krig dr di = <abkm; (54.1) 
b 


sat à dlois | 


| _—, 


d'où on tire 4 — 3M/4al%'en exprimant au moyen de la grandeur du 
moment de flexion M les conditions aux limites imposées aux bouts 


1! 


EE 


Fig. 54.4. Flexion d'un barreau cristallin: système de coordonnées spécial, 
sollicitations de flexion et moments. 


du barreau x; = + c. Elles sont ©- (+q) = + (3M/4abS)r:q. Ces 
conditions aux limites (ainsi que les équations d'équilibre élastique} 
vérifie le tenseur des contraintes 


3M , 
O — Zaus 7344; (54.2) 
dans le repère spécialement choisi seule une de ses composantes n’est 


pas nulle, à savoir 6; — (3M/4ab*) x. En vertu de la loi de Hooke 
les composantes du tenseur de déformation 


M , , 
= S13T,. (54.3) 


Les primes ici et dans les formules précédentes indiquent que la 
grandeur tensorielle concernée est rattachée non pas à un repère cris- 
tallophysique mais à un système de coordonnées spécialement choi- 
si **). C’est ainsi que les coefficients s:, ne coïncident nullement avec 


*) Onse sert ici du principe de Saint-Venant, voir Leibenson (1947, $ 49). 

**) Strictement parlant, les primes devraient être p'acés en haut des indices, 

comme il a été fait précédemment; ils sont placés en ’ aut des grandeurs pour 
simplifier l'écriture. 
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les valeurs des coefficients de déformation élastiques données par les 
tables, à moins que les arêtes du barreau ne soient dirigées suivant les 
axes correspondants du repère cristallophysique; ils sont liés aux 
valeurs fournies par les tables des coefficients des déformations élas- 
tiques du cristal concerné s,, par les relations s\3 = P,,Ps,s 
dont les éléments de la matrice de transformation P,., sont définis 
par les cosinus des angles entre les axes des repères spécial et cristal- 
lophysique c;; = cos (Xi, X;), comme cela est montré dans l’an- 
nexe F 

La flexion pure du barreau se caractérise par la modification 
progressive de la composante ;, du vecteur des petites rotations au 
cours du cheminement le long du barreau, c'est-à-dire dans la direc- 
tion de l’axe X': la flexion ÿ — 0p;/0r;. Selon la formule (49.17) 
4p;/ôr, = Rot &’,. En calculant ‘à l’aide de la formule (43.13) le 
second membre de cette égalité, il vient 


— Dss __ Des __ Es __ 1 dec (54.4) 


En y portant les expressions (54.3) des composantes du tenseur de 
déformation, il vient 


Ÿ — _3$ss M , (54.5) 


La relation D = M/ est habituellement appelée rigidité du barreau 
à la flexion. Notons que 1/s:, c’est le module d’Young E (q) en direc- 
tion de la longueur du barreau, et l’on obtient 


D(g)= + abE (a). (54.6) 


Il s’avère que la rigidité à la flexion est indépendante (dans la direc- 
tion donnée du vecteur gq) de l'orientation des vecteurs m et n. 

A la différence des corps isotropes, les corps anisotropes soumis 
à la flexion subissent une torsion. [l est naturel de caractériser la tor- 
sion du barreau par la variation de la composante ; du vecteur axial 
de petites rotations suivant l'axe du barreau X, c’est-à-dire par 
la dérivée © — 0p./0x;. En recourant de nouveau aux formu- 
les (49.17) et (43.13) on obtient 


pes if des __ des À (54.7) 


ôz! 6x, 2 \0x{ 6x; 


et en y portant l'expression (54.3) des composantes du tenseur de 
déformation, il vient 


b= 


3ss 
Be M (54.8) 
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En notant que s,, = 25,331 = 2qq:s:qm, attachons la torsion pure 
à un repère quelconque: 


3M 
Ÿ = — abs SithiiQ je (54.9) 


Cette formule se vérifie, en particulier, pour un repère cristallophy- 
sique. Pour pouvoir utiliser directement dans les calculs les valeurs 
fournies par les tables des coefficients des déformations élastiques 
Su, il est rationnel de transformer la formule (54.9) en la forme 


D = — ET San (99) (ame + mg); (54.10) 


(qq) = qq; (ij ++ À =, ae 0); 


Le volume du barreau dans la flexion pure ne varie pas: l’exten- 
sion de l’une de ses moitiés est compensée par la compression de 
l'autre. 

Torsion pure d’un barreau cristallin cylindrique. Soit un barreau 
cylindrique anisotrope de rayon À et de longueur 2 / aux bouts du- 
quel s'appliquent des moments de torsion 
K et —K, les surfaces latérales n'étant 
pas sollicitées par des charges. Introdui- 
sons un repère cartésien spécial, diffé- 
rent, généralement parlant, du repère 
cristallophysique, dont l'origine est au 
centre du barreau et dont l’axe X, (avec 


x 


Fe 


un vecteur unité e; = g) coïncide avec ST 
l’axe du barreau; quant aux axes quel- CR en 
conques ZX, jet X: (avec des vecteurs “e el 

° / 


unités e met e; = n), ils doivent 
être perpendiculaires au premier et en- -—— 
tre eux. Introduisons en outre en chaque D 4 
point un repère local construit sur les 
vecteurs unités e,, e, et qg dirigés suivant 
les lignes de coordonnées d’un repère cy- 
lindrique (fig. 54.2). Le système de coor- pig. 54.2. Systèmes de coor- 
données cylindrique est lié au repère données spécial et local pour 
spécial par les relations x, = r cos, la résolution du problème 
2! = r sin p. de torsion d'un barreau 
” Le moment de torsion K peut être, FyAnenaue. 
par exemple, engendré par application 
au bout x; — l des forces P = kre, à l'unité de surface. Alors, 
2 


K= | r x PdS— | | re, x kreçrdrdp=+nRikg. (54.11) 
E 0 0 | 


\ 
\ 
= 
0 
l 
/ 


23—01180 
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d’où on tire À — 2X/rxR*. Aux conditions aux limites o-q = 
= (2X/nR4) re,, 6-e, — 0 satisfait le tenseur des contraintes 


2K 
Oo TR r (e:q + qev)e (54.12) 


L] e = # e 
Pour l'exprimer dans un repère spécial, remarquons que re, = 
= 2h —zx,m. Donc, 


= [x1 (rg + qgn)— x:(mq- gm)]. (54.13) 


Pour calculer les déformations, écrivons les composantes du ten- 
seur des contraintes sous la forme 
r _ 2K ,., , 
Où = pe (Ti0in — Tedsu); (54.14) 
cette forme d'écriture se déduit directement de (54.13). Les déforma- 
tions e1 valent 


2K [4 ’ ? ’ æ 
E) — RAR (ST: — Sj5To)- (54.15) 
La torsion suivant l’axe d’une unité de longueur du barreau est 


8 — dp;/0r;. En recourant de nouveau aux formules (49.17) et 
(43.13), on obtient 


ose (  ), (54.16) 


Compte tenu de (54.15), il vient 


K , , : = 
= nr (Si + Sss)- (54.17) 


La relation € = Æ/Ÿ est appelée rigidité du barreau à la torsion; 
il est évident que 
rR1 
(Sas + ses) ° 
Pour exprimer la rigidité C en fonction des valeurs fournies par les 
tables des coefficients de déformation élastique, examinons l’expres- 
sion 


C= (54.18) 


1 La LU ’ La La U , , ’ ’ 
4 (Sas + Sss) — Sases + Sans = Sages + S1513 T Sa933 — Sasss = SRIRS — Sasss- 


Les coefficients de déformation élastique sont toujours rattaches 
à un repère spécial, mais ils peuvent déjà être exprimés au moyen du 
seul vecteur unité q dirigé suivant l’axe de coordonnées X.. Etant 
donné que dans un repère cartésien quelconque cette expression peut 
être exprimée sous forme 


SRjRi9jQi — SijrudiQjIRQi = Sijki (Ôix — QiQn) 9j9r 


& 54] FLEXION ET TORSION PURES 355 


où g; sont des composantes du vecteur unité q dans ce repère, la rigi- 
dité du barreau à la torsion vaut 
rR+ 


CODE Ga au * 


Dans un corps isotrope s,,= 555 = 1/G (G étant un module de cisail- 
lement), de sorte que sa rigidité à la torsion C = xR‘* G/2. Aussi la 
quantité 


(54.19) 


2C (g) 1 

C= RS 251 jnt (Oik — Gin) 9 j9 (54.20) 
est-elle appelée module de cisaillement d'un matériau anisotrope 
à la torsion. A l’aide d’un tenseur matériel symétrique de second ordre 
Zjr = Sajr, et de la formule (53.9) on peut représenter la quantité 
inverse du module de cisaillement G-! (g) sous une forme commode 
pour les calculs 


G-1 (q) = 2 (g-Z-q — E-! (q)), (54.21) 


où E-! (q) est l'inverse du module d’Young. La forme du tenseur Z 
est donnée au tableau 54.1 pour toutes les classes de symétrie élas- 
tique. 

Puisque en flexion les barreaux anisotropes subissent une torsion, 
on peut s'attendre qu'en torsion ils fléchiront. En effet,en calculant 


Fier vos en nie vs 
pi DE D dis _ de | K 
Ôxs Ôr, oz; hs 3€ 


on constate que l'axe de flexion est parallèle au vecteur sm + 
+ s.,# et sa valeur absolue est 


EE AONENTAE 


Et cette expression ne dépend que de l’orientation cristallographique 
de l’axe du barreau, c’est-à-dire des composantes q,; de son vecteur 
unité g. Dans un repère arbitraire, en particulier, dans un repère 


cristallophysique, 


4K A RE ee RS a 
p= er V ggg:s-(1—9g)-s: ggq . 


Les indicatrices du module d'Young E (q), des coefficients de 
traction E -! (g), de torsion G-? (q) et de Poisson v (q) pour une série 
de cristaux sont représentées sur plusieurs figures au $ 24 et sur les 
figures 54.3-54.10. Pour les cristaux du système cubique ces surfaces 


23* 


gi 
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Tableau 54.1 
Tenseur Z;;—s:8 {* pour toutes classes cristallographiques 
i 


et limites (voir formule (54.21)) 
Système Zij = Sinjh 
Triclinique Si1 Fr 1/aSs5 1/4588  1/1535 HF 1/2518 HF 1/2808  1/1563 + 1/2585 + 
+ 1/2S16 
1/3835 F 1/2818 F1/2528 Sao F1/35008 F1/45a2  1/4556 + 1/2823 + 
T 1/2S34 
1/4S84 F 1/2535 H1/2515  1/4568 F1/0S04 F1/2S33 Sas F 1/aSaa + 
+ 1/45 
Monoclinique Su F1/1555 + 1/1560 0 1/4S64 + L/2535 + 
211 Xs + 1/2818 
0 Sos + 1/4566 + 1/4544 0 
1/4S64 F 1/2538 + 1/2518 0 S33 F 1/aS44 + V/a5ss 
211 X3 S11 F L/a5s8 HF 1/68  1/45a5 + 1/25168 HF 1/2528 0 
1/4548 F1/9816 F 2898 Sas + 1/aS68 F1/4544 0 
0 (9) S3s F 1/4Ssa F 1/4858 
Orthorhombi- 511 F1/4555 + 1/3560 0 0 
que 0 S2e À 1/4580  1/4544 0 
0 0 Sss + 1/454s À 1/4585 
Quadratique S11 + 1/3S44 + 1/4566 0 0 
0 Su FT 1/4Sa4 F 1/1566 0 
0 0 833-F1/2804 
Trigonal et | S/os11 — 1/2919 HF 1/3Ss4 0 0 
hexagonal et 0 32/2511 — 1/2812 À 1/48s4 0 
textures 0 0 Sas + 1/2844 
Cubique Su+ l/sS44 0 0 
0 S11 F 1/2544 0 
0 0 S11 F 1/2544 
Corps isotropes 2811 — S1e 0 0 
0 2811 — S12 0 


0 0 2511 — S12 
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sont données sur les figures 24.4, a et b et 24.7. Si le tenseur des coef- 
ficients de déformation élastique s est écrit pour les cristaux du sys- 
tème cubique sous la forme (52.13), les équations des indicatrices 
E-! (q) et G-! (q) prennent alors la forme 


r = E1(g) — Si + SnNiniQ:930nQs (54.22) 
r = GC (g) = - (SE ST) 2SÉ IN ugigiqngn (54.23) 


où les coefficients $ se déterminent d’après les formules (52.15), tan- 
dis que le noneur N° l’est par la formule (52.14). Ainsi les vecteurs- 
lieux de ces surfaces sont composés d’un terme constant (dans (54.22) 
c'est S{*}) et de la composante normale du noneur N° [m3m], multi- 
pliée par un certain coefficient (dans (54.22) c'est SK}) On peut dire 
que les indicatrices (54.22) et (54.23) sont des combinaisons linéaires 
des indicatrices d’un scalaire unitaire (de la sphère de r = 1) et 
d’un noneur unité N° {m3m] (voir fig. 47.5). Ainsi, la surface repré- 
sentée sur la figure 47.5 est une indicatrice universelle de l’anisotro- 
pie des propriétés élastiques pour les cristaux cubiques. Elle établit, 
en particulier, que les plans {111} y sont isotropes, tandis que les 
directions (100) et (111) sont extrémales. 

Les indicatrices E-! (g) et G-1 (g) des cristaux transversalement 
isotropes par rapport à leurs propriétés élastiques sont données sur la 
figure 24.6. Si le tenseur s est écrit sous la forme (52.9), leurs équa- 
tions deviennent 


r= E1(g)= SE + SL Digg; + SN'NQiq que (54.24) 
r= Gt (g)=+ (85 —5P2)+ 


s| : 
+ 3; (SD ce S5) Diq19, S 2S NN nigi Qu Qu (54.25) 


où D° et N° sont définis par les formules (52.10) et (52.11). Ces surfa- 
ces s’avèrent donc des combinaisons linéaires de la sphère et d’indi- 
catrices des tenseurs D° [oo/mm}] et N° [oo/mml] (voir fig. 47.1, b et d). 
Le rôle de certains tenseurs irréductibles dans la formation de l’indi- 
catrice se caractérise par les coefficients de décomposition. 

Sur les figures 54.3-54.5 on a donné les projections stéréographiques 
et les sections d'indicatrices pour les propriétés élastiques des cristaux 
du système quadratique. Ces indicatrices peuvent être représentées 
sous forme de combinaisons linéaires d’une sphère et des indicatri- 
ces D° [co/mm}], N° [oo/mm] et N° [m3m]. Comme le montre la figu- 
re 54.5, pour les cristaux de la classe de Laüe 4/m la symétrie des 
propriétés élastiques est également 4/mmm, mais les miroirs des 
propriétés élastiques n'y sont pas liés aux axes du repère cristallo- 
physique. 
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Les indicatrices E -! (q) et G-! (q) des cristaux du système trigo- 
nal (voir fig. 24.8-24.11, 54.6 et 54.7) sont également des combinai- 
sons linéaires d’une sphère et des indicatrices D° [oo/mm], N° [oo/mml] 


NA 


210 Ÿcm}dyn 


c) 
Fig. 54.3. Indicatrices des propriétés élastiques du dihydrophosphate d'am- 
monium (ADP), classe 42m: a) E-1 (q), praisseoe stéréographique ; b) G-! (q), 
projection stéréographique ; en 10-13 cm?/dyn; c) G-1 (q), sections. La symétrie 
des surfaces est 4/mmm. 


et N° {m3m], mais cette dernière est prise dans un placement « rhom- 
boédrique » (voir fig. 47.5, b). Etant donné que pour toutes les com- 
posantes le plan X,%., c’est-à-dire (0001), est isotrope, il l’est égale- 
ment pour les propriétés élastiques, circonstance confirmée par toutes 
ces figures. Sur la figure 54.7, c on voit que le coefficient de Poisson 
des cristaux v (qg) peut prendre non seulement des valeurs négatives 
mais aussi des valeurs supérieures à 0,5, ce qui est impossible pour 
les corps isotropes (voir formule (63.23)). 
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Les surfaces des propriétés élastiques pour les cristaux du systè- 
me orthorhombique, données sur les figures 24.5, 54.8 et 54.9, peu- 
vent être obtenues en combinant linéairement les surfaces prises dans 


Fig. 54.4. Projection stéréograpnique de l'indicatrice du coefficient de torsion 


G-1(q) du cristal de dihydrophosphate de potassium (KDP), classe 42m. La 
symétrie de la surface est 4/mmm ; en 10-!# cm°/dyn. 


Fig. 54.5. Projections stéréographiques d'’indicatrices: a) du coefficient de 
traction E-! {q) : b) du coefficient de torsion G-! (q) du cristal de la pentaérythri- 


te, classe 4, classe de Laüe 4/m. La symétrie des surfaces est 4/mmm; en 
10-15 cm°/dyn. 


le jeu des cristaux quadratiques complété par la figure 47.6. Enfin, 
sur la figure 54.10 on a donné la surface E -! (q) du cristal du système 
monoclinique. 
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Fig. 54.8. Projections stéréographiques d'indicatrices: a) du coefficient de 
traction £-!(q); b) du coefficient de torsion G-! (q) du cristal KB,0,-4H,0, 
classe mm2. La symétrie des surfaces est mmm; en 10-13 cm°/dyn. 


Fig. 54.9. Sections par des plans de coordonnées des indicatrices du coefficient 

de traction E-1 (q) (surface intérieure) et du coefficient de torsion G-! @ (sur- 

face extérieure) du cristal de sel de Seignette, classe 222. La symétrie des sur- 
faces est mmm (Wooster, 1949). 


Fig. 54.10. Projection stéréographique 

de l'indicatrice du coefficient de trac- 

tion £-! (q) du cristal d'éthylènedia- 

minetartrate (EDT), classe 2. La sy- 

métrie de la surface est 2m; en 
10-53 cm°;dyn. 
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Les équations d’indicatrices des propriétés élastiques, en parti- 
culier les équations (54.22)-(54.25), peuvent être obtenues en combi- 
nant linéairement les équations des indicatrices de tenseurs unités 
irréductibles rassemblés dans le tableau 47.4. 


$ 55. Contraintes thermiques dans les cristaux 


Les équations d'équilibre élastique Div o = 0 et de compatibilité 
des déformations Inc & = 0 se vérifient indépendamment du fait que 
le cristal tout entier se trouve à une même température ou que cette 
dernière varie d’un point à l’autre. Dans ce dernier cas il faut toute- 
fois tenir compte des termes thermiques de la loi de Hooke 


En = SypOnu + MO, € —s:0 +a6. (55.1) 


Le théorème de Beltrami-Mitchell devient ainsi non homogène: 
à la place de (51.17), on a: 


Inc (s:0) — — Inc («®). (55.2) 


Dans les champs de température homogènes tous les corps homogè- 
nes isotropes ou non se dilatent librement à moins que les corps 
environnants ne s’y opposent. Dans des champs de température inho- 
mogènes certaines parties du corps s'opposent à la dilatation libre 
d’autres parties et, de ce fait, naissent des contraintes thermiques 
au sein du corps homogène dont la surface n'est pas soumise à des 
charges quelconques. Le théorème de l’unicité de solution des équa- 
tions de la théorie d’élasticité montre que pour l'apparition de con- 
traintes thermiques il faut que l'équation de Beltrami-Mitchell (55.2) 
soit inhomogène. Cela n’est réalisé que pour Inc (œ«0) = 0; il s'ensuit 
que les contraintes thermiques n'apparaissent non seulement dans 
des champs de température homogènes mais également dans des 
champs de température linéairement dépendant des coordonnées carte- 
siennes. 

D'autre part, la condition Inc (&0) = O0 n’est non seulement 
nécessaire mais également suffisante pour l’apparition des contrain- 
tes thermiques. En effet, si ces dernières manquent, le tenseur des 
déformations & = «6, et il doit vérifier l'équation de compatibili- 
té Inc 8 = 0. 

La surface du cristal étant libérée de charges, le tenseur moyen des 
contraintes thermiques et le moment moyen de ce tenseur sont nuls, 
ce qui s'ensuit directement des formules (50.15) et (50.16). Cette 
circonstance est souvent utilisée dans des problèmes de répartition 
des contraintes thermiques. 

Considérons le plus simple de ces problèmes, celui des contraintes 
thermo-élastiques dans une plaque cristalline d'épaisseur 2a, dont la 
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température ne varie que suivant l’épaisseur (Indenbom, Silvestrova, 
Sirotine, 1956; Béloborodova, Rovenskaïa, Sirotine, 1972). 
Introduisons un repère cartésien OX, X.X; dont l'origine se trou- 
ve dans le plan moyen de la plaque. Supposons que les axes X, et X, 
sont perpendiculaires entre eux et se situent: dans le plan moyen de 
la plaque, tandis que l’axe X: est dirigé normalement à ce dernier. 
Non seulement la température, mais également les contraintes et les 
déformations ne dépendent pas évidemment de x, comme de x. 
Les équations d'équilibre élastique prennent” donc la forme 


= (55.3) 


.(le prime marque le fait que les composantes du tenseur © sont atta- 
chées au système X,X°X.). Les solutions aboutissant à'0;, sont des 
constantes. Elles sont toutes nulles, car, en vertu de (50.15), 


Donc, 
OC, =0, =0 =0 (55.4) 


et ne sont différentes de zéro que trois composantes 6,, 6, et G4. 
À partir des équations de compatibilité, comme c’est montré 
au $ 49 (formules (49.20)), il s'ensuit que} 


ei Ai+z!B; (1=1, 2, 6), (55.5) 


où À; et B1 sont des nombres indépendants de z,. 
Compte tenu de (55.4), on peut écrire la loi de Hooke ainsi: 


Ait iBi=smoi+aÿe MA, u=1, 2,6) (55.6) 


(les trois équations restantes de la loi de Hooke généralisée ne nous 
intéressent pas).\ 

Cherchons la moyenne de l'égalité (55. 6) par rapport à la plaque, 
autrement dit, intégrons ses parties en x, de —a à a et divisons les 
résultats par 24. Compte tenu de ce que le tenseur des contraintes 
moyen est nul, il vient 


Ai= ai (@) [(A=1, 2, 6) (55.7) 


(les parenthèses angulaires indiquent que les quantités qui y sont 
insérées sont des moyennes par rapport à la plaque). Multiplions 
maintenant les deux membres de l'égalité (55.6) par x; et cherchons 
de nouveau la moyenne par rapport à la plaque. En profitant de ce 
que le moment moyen du tenseur des contraintes est aussi nul, 
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on aboutit à 


Bi=<ai(x@) (A=1, 2, 6). (55.8) 
On a ainsi trouvé trois composantes du tenseur des déformations: 
=ai((8)+:(%8)) (A=1, 2,6). (55.9) 

Les trois égalités (55.6) récrites sous forme 
suoi= aj( (8) + + z,4r9)—6), (À, u=1, 2, 6) (55.10) 


peuvent être assimilées à un système de trois équations linéaires par 
rapport à trois composantes inconnues du tenseur des contraintes 
0;, 0,, 0.. Ce système se résout sans peine en obtenant la matrice d,a 
inverse de la matrice sy: 


disiu = Ou (%5 À, mi, 2, 6). (55.11) 


Le champ des contraintes thermo-élastiques se définit par les for- 
mules 


| dia ai ((O)+-25(28)—0) (x à =1, 2, 6), 
Ox = 
0 (x=3, 4, 9). 


De là, en recourant à la loi de Hooke (55.1), on peut obtenir encore 
trois composantes non trouvées du tenseur des déformations. 

Si le champ thermique est symétrique par rapport au plan moyen 
de la plaque: 6 (—x;) = 6 (x:), alors son moment moyen (r:6) 
s'annule et, au lieu de (55.12), on a 


= | dyAUX ((8) —8) (x, À = 1, 2, 6), 
Fo 0 (x = 3, 4, 5). 


On obtient, en particulier, un champ de températures symétrique 
par rapport au plan moyen de la plaque en chauffant régulièrement 
la plaque (voir $ 33). En notations utilisées dans ce paragraphe la 
formule déduite (33.12) prend la forme 


(6-13 (#)"—1], (55.14) 


où h est la vitesse d’élévation de la température, k, — k’, les com- 
posantes du tenseur de conductibilité thermique dans le système 
X'X,X:, a la demi-épaisseur de la plaque. Ainsi, avec un échauffement 
régulier de la plaque cristalline il y naissent des contraintes thermo- 
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élastiques 
déxthhat Fi à f{zs\° y À=1 2 6 
:=| he Lt—8(8) ] GAa=L2, 6, hs 
U (4 =3, 4, 9). 


Lorsqu'on échauffe la plaque, elle se comprime marginalement, les 
compressions y étant égales à ©, (+ a) = — d,axha°;(3 k,),et 
s'étire au milieu; dans le plan moyen de la plaque les compressions 
sont 6; (0) = d'xaxha*/ (6 k;). Avec le refroidissement de la plaque 
h << 0, aussi toutes les contraintes sont-elles opposées à celles engen- 
drées avec l'échauffement *). 

Les coefficients y, — d'ax41 sont donnés au tableau 55.1 pour 
dés plaques cristallines d’orientations variées. En dimensions et mé- 
me en ordre de grandeur ils s’apparentent aux coefficients de la ther- 
mo-élasticité B; (voir $ 51), mais numériquement ils en diffèrent car 
les coefficients d:1 ne sont pas égaux aux coefficients c,1. En utili- 
sant ce tableau, il faut se rappeler que les coefficients +: sont attachés 
au système de coordonnées X: XX; spécial lié à la plaque et c est pour 
cette raison qu'ils sont marqués par des primes. Les coefficients 
Siu et @), par contre, sont attachés au repère cristallophysique, ce 
qui permet de porter aussitôt dans les formules écrites les valeurs 
fournies par le tableau. 

Pour plus ample information sur la thermo-élasticité des corps 
anisotropes, voir l'ouvrage d'Ouzdalev (1967). 


$ 56. Ondes élastiques dans les cristaux 


La propagation des ondes élastiques (sonores et ultra-sonores) 
dans les cristaux présente une série de différences caractéristiques par 
rapport à leur propagation au sein des corps isotropes. Ces diff‘ren- 
ces rappellent dans une certaine mesure celles qui existent entre la 
propagation de la lumière dans les cristaux et dans les corps iso- 
tropes. 

Une onde élastique plane (indifféremment dans un cristal ou un 
milieu isotrope) est décrite par le champ du vecteur de déplacement 


u (r, t) = Ap exp (iker — iwt). (96.1) 


A est ici l'amplitude de l’onde, p le vecteur de polarisation. autre- 
ment dit vecteur unité coïncidant en direction avec celui de dépla- 
cement, # — (2x/à) m le vecteur d'onde, w = (2x/à) la fréquence 
cyclique, À la longueur d'onde, v la vitesse de phase, m le vecteur 
unité de la normale d'onde. Les déplacements réels sont égaux à la 


.*) On a également résolu le problème des contraintes thermo-élastiques 
qui naissent avec chauffage régulier des cylindres cristallin:, voir Sirotine (1956). 
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partie réelle de cette expression complexe. Il convient de récrire la 
formule (56.1) sous la forme 


u (r, t) = Ap exp ((2xi/à) (mer — vt)]. (56.2 
Le champ de déplacements doit satisfaire aux équations d’élasto- 
dynamique 


c du] _ o?u; 
IRD Gr; 0zR TPE ? 


où ci: Sont des coefficients adiabatiques de l'élasticité du cristal 
et o sa densité. En portant l'expression (56.2) dans l'équation du mou- 
vement et en notant qu'appliquée aux fonctions exponentielles de la 
forme (56.2) la dérivation en t se réduit à une multiplication par 
—(2xi/À) v, tandis qu’en x; par (2ni/2.) m;, on aboutit à l'équation de 
base de la théorie des ondes élastiques dans le cristal, qui est l’équa- 
tion [de ‘Christoffel 


CijniM MP = PL Pi (56.3) 


Compte tenu de la symétrie interne du tenseur c, introduisons le 
tenseur de Christoffel symétrique 


Mi = CijRkIM jM ho M = m-c-m. (56.4) 


Puisque le tenseur M dépend non seulement du tenseur materiel € 
mais aussi de la direction de propagation de l'onde, il n’est pas un 
tenseur matériel et, par suite, sa symétrie externe peut être inferieu- 
re à celle du cristal *). En le portant dans (56.3), on obtient l’équa- 
tion de Christoffel sous la forme 


Mia = PUPis M°ep = pr*p. (56.5) 


On utilise souvent le tenseur réduit des coefficients d'élasticité 
Aigne = Cijna/p et le tenseur de Christoffel réduit Ayy = Aigximyimr. 
L'équation de Christoffel prend alors la forme 


Apr = pi (56.5) 


Les équations de Christoffel indiquent que les vecteurs de polari- 
sation p d’ondesélastiques, se propageant dans le cristal dans la direc- 
tion m, sont des vecteurs propres du tenseur de Christoffel M (m) ou 
A (m). Si le tenseur de Christoffel M (m) possède trois valeurs pro- 
pres distinctes, alors dans la direction donnée m peuvent se propager 
trois ondes isonormales perpendiculaires entre elles, la vitesse de pha- 
se x, de chacune d'elles se déterminant par la valeur propre **) pts) 


*) Pour les formules” déterminant le tenseur deYChristoffel pour chaque 
classe de symétrie élastique voir F. I. Fédorov (1965). 

**) Les valeurs propres des tenseurs de Christoffel sont positives pour tous 
m: c’est le corollaire des inégalités que vérifie le tenseur ce, voir 663. Pour la 
démonstration de la positivité des valeurs propres du tenseur de Christoffel 
voir F. I. Fédorov (1965). 


24° 
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qui correspond au vecteur propre donné px, (pour le tenseur de 
Christoffel réduit AÀ;, les valeurs propres sont égales aux carrés des 
vitesses de phase v,,). Le fait que le cristal ne peut ètre traversé que 
par des ondes d'une polarisation bien déterminée crée des similitu- 
des entre la cristallo-acoustique et la cristallo-optique. A la diffé- 
rence des ondes électromagnétiques, dans la direction donnée m se 
propagent trois ondes élastiques, et non pas deux. Celle d'entre elles 
dont le vecteur de polarisation forme le plus petit angle avec le 
vecteur de la normale d'onde est appelée quasi longitudinale; quant 
aux deux autres, elles sont dites quasi transversales. Il peut se produi- 
re que le vecteur de polarisation d'une des ondes coïncide avec le vec- 
teur de la normale d'onde, elle est alors longitudinale, tandis que 
les deux autres sont dans ce cas obligatoirement transversales. 
Cette direction de m est dite normale longitudinale. Il se peut que 
seule une onde soit transversale ; dans ce cas l'angle entre le vecteur 
de polarisation de l’onde quasi longitudinale et la normale d'onde est 
égal à l’angle entre le vecteur de polarisation de l'onde quasi trans- 
versale et le plan du front d'onde. Alors, m est une normale frans- 
versale. 

Si deux valeurs propres du tenseur M (mn) coincident, alors dans la 
direction m peut se propager une onde quasi longitudinale au vecteur 
de polarisation p(w, dont la vitesse de phase v,,, se définit par l'uni- 
que valeur propre pr?,,, ainsi qu’une multitude d'ondes quasi trans- 
versales de mêmes vitesses v,, dont les vecteurs de polarisation pré- 
sentent des directions variées perpendiculaires à p4,,. L'une d'elles est 
purement transversale ; son vecteur de polarisation per || (Po) X m). 
La direction m est dite dans ce cas axe acoustique. Si, en outre, m 
est aussi une normale longitudinale, c’est-à-dire si po) — M, alors 
toutes les ondes polarisées perpendiculairement à ps) sont transver- 
sales, et la direction est dite are acoustique transversal (voir Khatké- 
vitch, 1962). 

Pour calculer la vitesse de phase d’une onde élastique, il faut 
trouver les valeurs propres correspondantes du tenseur de Christoffel. 
Ce calcul laborieux n’est cependant exigé que dans le cas où la direc- 
tion du vecteur de polarisation p est inconnue. Mais si cette dernièé- 
re est connue, la vitesse de l’onde s’obtient sans peine au moyen de 
la formule 


1 1 = 
 Æ PIS EMRPE= + CiphtPiM Mr Pr, (56.6) 
au'on peut écrire sous une forme commode pour les calculs 


1 eee 
Fe v + CyuLrLy . (56. 1) 
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où 
Cyu —= Cijnt (ë, Îj— À = JL: sc 5 G; k, l — H — 1. SES b), 
: _{ pim; (ij — À =1, 2, 3). 
FU pimj-mip; (ij—h=4.5, 6). 
En particulier, la vitesse de phase de l'onde longitudinale 
v=y/ + GuNiNu, (56.8) 
Se . | mim, (ij—àh=1. 2.3). 
* | 2mim, (ij—2=84,5, 6). 


Les formules (56.7) et (55.8) sont déduites dans l'annexe F. Rappe- 
lons que pour l'application de la formule (56.7) il faut s'assurer que 
les vecteurs donnés m et p peuvent servir de normale d'onde et de 
vecteur de polarisation d’une même onde élastique. De façon analo- 
eue, on ne peut utiliser la formule (56.8) qu'une fois certain que m 
est la normale longitudinale du cristal considéré. 

Lorsqu'une onde élastique se propage dans un milieu anisotrope, 
le flux d'énergie est habituellement dévié de la normale d onde. 

La vitesse et la direction du flux d'énergie sont caracterisées par 
le vecteur vitesse radiale ou de groupe *) 


210] æ ,e 
ae = 20. 


Pour lier la vitesse radiale aux autres caractéristiques de l'onde 
élastique, multiplions scalairement les deux membres de l'équation 
de Christoffel (56.3) par le vecteur de polarisation p. On obtient 
l'égalité 

CijriPiMjMnPi = OÙ,  pPM:C:Mp = N°. (56.10) 


Multiplions ses deux membres encore par 41*/4° et il vient 


CijimPikjKiPm = 00,  pk:c:kp = pu. (56.11) 
*) Il est commode d'écrire lex expressions (56.9) sous la forme © — 
( à 
W = — , mais ces relations perdent leur sens pour les directions de la normale 


Om ; 
: dr à 0 : 
d'onde "m lorsque a 0. Puisqu'alors on a TE = tm la vitesse de groupe 
est également définie pour ces directions. Bref. dans les directions pour les- 
dv : 
quelles _ — 0 la vitesse de groupe se confond avec celle de phase. Les ondes 


pour lesquelles © = vm sont dites ordinaires (voir plus loin). 
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Dérivons (56.11) en k&, on obtient 
p-c:kp+pk:c-p—200 —. 


De là, en se servant de la formule (56.9) et de la symétrie interne du 
tenseur c, on aboutit à la vitesse radiale 


1 1 
= EE CifimPiPmhts = (P-c-p)-k: 


il est plus commode de l'écrire en forme de fonction de v et m: 


L 1 … 
W'y = CigniPiPiltrs = Pepe, (56.12) 
Appelons le tenseur symétrique de second ordre 


Pyx = CigniPiPu PP = p-c-p (56.13) 
deuxième tenseur de Christoffel. En le portant dans (56.12), il vient 


LP, w=-7P-m. (56.14) 


Si la direction de la vitesse radiale de l'onde élastique coïncide 
avec celle de la normale d'onde, cette onde sera appelée (par analogie 
avec la cristallo-optique) ordinaire, et dans le cas contraire extraordi- 
naire. Il s'ensuit clairement de l'équation (56.14) que l'onde élasti- 
que nest ordinaire que si et seulement si le vecteur de la normale 
d'onde m est un vecteur propre du deuxième tenseur de Christoffel P. 
Toutes les ondes longitudinales sont, en particulier, ordinaires. En 
effet. pour une onde longitudinale "me est un vecteur de polarisation 
et, partant, il est le vecteur propre du premier tenseur de Christof- 
fel M: mais pour la même raison pour une onde longitudinale les 
deux tenseurs de Christoffel se confondent, de sorte que m est égale- 
ment un vecteur propre du deuxième tenseur de Christoffel P. 

Il est géométriquement évident que la projection du vecteur 
vitesse radiale sur la direction de la normale d'onde est égale à la 
vitesse de phase. Cela se déduit sans peine de façon analytique. En 
multipliant scalairement les deux membres de la relation (56.12) 
par le vecteur unité de la normale d'onde m et tenant compte de 
(56.10), il vient 


w-m = L. (6.15) 
Bref, la vitesse radiale n'est égale à la vitesse de phase que pour une 
onde ordinaire, tandis que pour une onde extraordinaire elle dépasse 


celle de phase, et ceci d'autant plus que la direction du flux d'énergie 
s'écarte de la normale d'onde. L'angle + entre la direction du flux 
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d'énergie et la normale d'onde est défini par la relation 
Cost = m:s5, (56.16) 


où s — w/w est le vecteur unité du rayon. À partir de l'équation 
(56.14) on obtient w/w, et, en multipliant scalairement par m, il 
vient 

>. à 

l'm-P-P-m V PijPirmimr 

Il est nécessaire de tenir compte du fait que l'écart du rayon de la 
normale d'onde peut quelquefois atteindre des dizaines de degrés 
(voir, par exemple, fig. 56.6, 56.8, 56.11, 56.14, 56.16), on ne peut 
donc le négliger. En général, l’anisotropie des cristaux se manifeste 
en cristallo-acoustique beaucoup plus fortement qu'en cristallo- 
optique. surtout dans le domaine de la lumière visible (dans le domai- 
ne infrarouge l'anisotropie des propriétés optiques des cristaux est 
plus manifeste que dans le domaine visible). 

Dans la direction m, qui ne constitue pas un axe acoustique, peu- 
vent se propager trois ondes polarisées perpendiculaires entre elles 
aux vecteurs de polarisation Do); Pins Pi) et aux vitesses de phase 
Utor Lin Et Ut À chacune de ces ondes est associé son vecteur vitesse 
radiale &,;,, = (ot) 7! P;,:m. Par contre, dans la direction de l'axe 
acoustique peut se propager, outre l'onde quasi longitudinale 
{m, Pin}, une multitude d'ondes quasi transversales {m, P{y)}; Où 
est un angle relevé à partir d’une certaine direction du plan propre 
du tenseur M. Il leur correspond une multitude de rayons 


— P,,) nm (56.18) 


(4) — PE 


Ces rayons engendrent apparemment un cône, tandis que l’image 
entière constitue l'analogue acoustique du phénomène connu en 
cristallo-optique de la réfraction conique interne (voir $ 39) *). 

Considérons, par exemple, une onde élastique se propageant dans 
un cristal du système trigonal le long de son axe de symétrie princi- 
pal: m = e,. Alors le tenseur de Christoffel A7,, = cia3r, ce qui, pour 
les cristaux du système trigonal (voir tabl. E. 18), donne 


C;y O O0 
IMal=] 0 c&x 0 |. 
O0 O c:;, 


Ce tenseur possède une valeur propre unique c., correspondant au 
vecteur propre Po — €3 — M, C'est-à-dire à l’onde longitudinale se 
propageant à la vitesse to = V C33/p, et une valeur propre double c, 


*) Pour plus de détails sur la réfraction conique interne voir Khatkévitch 
(1962a) ; Alexandrov et Ryjova (1964); Viswanathan (1969); Alexandrov (1975). 
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correspondant à la multitude de vecteurs propres 
Pia) —= €1 COS @ + €, Sin , 


autrement dit à toutes les ondes transversales possibles (p«) _L m) 


ren 
» 


se propageant à la vitesse v,, = Vc,,/0. A chacune de ces ondes est 


associé un deuxième tenseur de Christoffel 
(q) . . 
P;; = Cie COS2 P + Cao) Sin? P + (Ciso9 + Cioyt) SI @ COS F. 


Compte tenu de la forme du tenseur e pour le cristal du système tri- 
gonal *), il vient 


(4) 
Pi (== 
Ci COS? p— cas Sin? @ (Ci — Ces) COS Sin p 2c,, Sin @ cos p 
= || (C1 — Ces) coSpSinp c;, sin p+cecos®@ ci, (cos? ç— sin? p) ||. 
2c,, cos @ sin p Ci, (cos? @ — sin?) Ces 


Aussi chaque onde transversale avec vecteur de polarisation pw) 
a-l-elle sa vitesse radiale 


W(4) — Venu no [es + (cu cu) (e, Sin 24 + e, cos 2ç)]. 


Donc chaque rayon forme avec la direction de la normale d'onde 
m — e, l'angle + = arcig (c./c,,), et, ensemble, ils constituent un 
cône circulaire. En confrontant la polarisation à la direction de 
chaque rayon, on obtient une répartition de polarisation suivant un 
cône, montrée sur la figure 96.1. 

Les directions (111) dans les cristaux du système cubique sont 
des axes de symétrie ternaires engendrant également autour d'eux 
une réfraction conique d'ondes transversalement polarisées. La dévia- 
tion des rayons de la normale d'onde dans ce cas vaut 


C1 — Cie — C4 


= arcte 
# L Æ (Ci — Cris + Cas) 


La réfraction conique en cristallo-acoustique, à la différence de 
la cristallo-optique, n’est pas un effet négligeable ; donnons l'angle 
pour quelques cristaux : 


Trigonaux: saphir quartz calcite 
p—9°05" 17710" 30°45 
Cubiques : NaCl silicium fluorine 


ÿp—8°45" 12°40°  13°40° 


*) À l’aide de la relation c;3—ci; — 2cs on a éliminé cie = C1] — 2cge- 
On admet que c;, — OU; pour les cristaux du sous-système supérieur il en est 
déjà ainsi dans le système de coordonnées cristallophysique. tandis que pour les 
cristaux du sous-système inférieur, dans le repère spécial (voir $ 52). 
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Avec la propagation d'ondes élastiques suivant des directions liées 
aux éléments de symétrie élastique du cristal, les ondes peuvent 
être longitudinales, transversales, ordinaires, etc. L'étude des possi- 
bilités qui s'ensuivent s appuie sur le fait que les axes de symétrie 
des tenseurs de Christoffel M et P se confondent avec leurs vecteurs 
propres ; les vecteurs propres du tenseur M (m) sont des vecteurs de 
polarisation des ondes élastiques à la normale m, tandis que la coïn- 
cidence d'un des vecteurs propores du tenseur P (p) avec la normale 
d'onde m est une indication que 
l'onde {m, p} est ordinaire. 

Le tenseur M — m-c-mest défini 
par le tenseur ce et la diade mm; 
selon le principe de Curie, parmi 
les éléments de symétrie de ce ten- 
seur on trouve obligatoirement ceux 
qui sont communs à c et mm: 


G(N)=C(c)NG(mm). (56.19) 


Les groupes G (c), c'est-à-dire les 
groupes de symétrie élastique du 
cristal, sont mentionnés au 52; le 
groupe de symétrie de la diade 
mmG (mm) — oco/mm, l'axe de Ssy- Fig. 56.1. Distribution des direc- 
métrie principal coïncidant avec tions de polarisation dans une 


: ; . réfraction conique autour d'un axe 
la direction m. On obtient de façon de symétrie ternaire. On a repré- 


analogue pour le tenseur P (p) senté les miroirs. Les axes binaires 
G(P)2=Gi(c) NG(pp). (56.20) trouvent au-dessous du plan de 


la figure (ce n'est pas une projec- 
Sur la base de ces relations, abor- tion stéréographique). 
dons l'analyse des cas particuliers. 

1. Soit un vecteur m coïncidant avec l’un des axes de symétrie 
d'ordre Ÿ >> 2. Cet axe est alors également un axe de symétrie du 
méme ordre pour le tenseur M. Mais comme, en vertu du théore me de 
Hermann, tous les axes d'ordre supérieur à deux servent d'axes d'or- 
dre infini pour le tenseur de second ordre, le tenseur M sera de sy- 
métrie c/mm ; deux de ses valeurs propres se confondent ; l’un de 
ses vecteurs propres suit l'axe œ (c'est-à-dire la direction m), les 
autres remplissent le plan perpendiculaire. II s'ensuit que tous les 
axes de symétrie d'ordre V >> 2 sont des axes acoustiques longitudi- 
naux du cristal. Les ondes élastiques se propageant le long de ces 
axes sont soit longitudinales, soit transversales, ces dernières étant 
de polarisation quelconque et leurs vitesses sont égales. 

Les ondes longitudinales sont en règle générale ordinaires ; 
les ondes transversales, par contre, exigent chaque fois une étude. 
Au point 2 on démontre que les ondes transversales sont ordinaires 
si la normale d'onde prend la direction de l’axe de symétrie binaire. 
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Îl va de soi que pour un axe sénaire (d'ordre infini) et quaternaire il 
en est de même. Etant donné que dans un corps isotrope toute direc- 
tion peut être assimilée à un axe , des propriétés identiques sont 
propres à toutes les ondes élastiques dans des corps isotropes. Mais 
les ondes transversales se propageant le long d’un axe de symétrie 
ternaire sont, comme on l’a montré plus haut, extraordinaires. 

2. Supposons que le vecteur m est dirigé suivant l’un des axes de 
symétrie binaires du tenseur e. Cet axe est également un axe de symé- 
trie binaire pour le tenseur M ; il s'ensuit que suivant ce dernier est 
dirigé un de ces vecteurs propres, tandis que les deux autres lüi sont 
perpendiculaires. Les axes de symétrie binaires du tenseur ç sont 
donc des normales longitudinales du cristal, mais ne constituent pas 
des axes acoustiques. Outre l'onde longitudinale, il se propage le 
long de l'axe binaire deux ondes transversales aux vitesses de phase 
différentes et aux polarisations rigoureusement déterminées p«,, L m 
et pr, L m. Si le tenseur c, en plus de l’axe 2 || m, possède un axe de 
symétrie d ordre pair qui lui est perpendiculaire. l’un des vecteurs 
de polarisation transversaux est alors dirigé suivant cet axe; dans ce 
cas la direction du second vecteur de polarisation transversal est 
aussi celle de l’axe binaire du tenseur ce. Mais si le tenseur c n'admet 
pas d’axes de symétrie d'ordre pair perpendiculaire à 2 || m, la direc- 
tion des vecteurs de polarisation transversaux se détermine alors par 
les coefficients d'élasticité du cristal ; c’est le cas, par exemple, pour 
les cristaux des systèmes trigonal et monoclinique. 

Soulignons qu'un axe binaire du tenseur ce ne l’est pas obligatoire- 
ment pour le cristal ; par exemple, un cristal de la classe m n'admet, 
généralement parlant, aucun axe de symétrie, mais son tenseur €, 
en plus du miroir m. possède un axe binaire qui lui est perpendicu- 
laire *); un autre exemple: les cristaux des sous-systèmes inférieurs 
des systèmes quadratique et trigonal n'admettent pas d'axes de sy- 
métrie binaires perpendiculaires à l’axe de symétrie principal, tandis 
que leurs tenseurs c possèdent de tels axes. Or, ce qui nous intéresse 
maintenant ce sont les éléments de symétrie du tenseur ec et non pas 
ceux du cristal. 

Non seulement l'onde longitudinale mais également les deux 
ondes transversales sont, même dans le cas général, ordinaires s'il 
n'entre pas dans G (c) d’axes d'ordre pair perpendiculaires à l'axe 
2 || =. La raison en est dans le fait que l'axe 2 || me appartient à l'in- 
tersection des groupes G (ce) AG (pwPun) et G(e) NG (poPer) 
(fig. 56.2) et, par suite, se comporte également comme un axe binaire 
pour les tenseurs P (p,,,) et P (pe). 

3. Supposons que le vecteur m est perpendiculaire à l'axe de 
symétrie binaire du tenseur c ou, ce qui revient au même. se trouve 


*) Notons que pour la diade mm toute direction perpendiculaire à m sert 
d'axe de symétrie binaire. 
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dans l’un de ses miroirs. Cet axe binaire est alors en même temps un 
axe binaire pour la diade mm et, partant, pour le tenseur M (m). 
Il s'ensuit que l’un des vecteurs propres du tenseur se confond avec cet 
axe. Mais comme cet axe est perpendiculaire au vecteur #, le vecteur 
propre du tenseur M, dirigé suivant cet axe, est le vecteur de polari- 
sation d’une onde purement transversale. Les deux vecteurs de pola- 
risation restants ne sont. en général. ni longitudinaux ni transversaux. 
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Fig. 56.2. Démonstration graphique du fait que le long des axes de symétrie 
binaires se propagent une onde Tongitudinale et deux ondes transversales et 
de ce que sont ordinaires non seulement l'onde longitudinale mais également 
les ondes transversales. a) et b) projections stéréographiques d'éléments de 
symétrie élastique G (ec) et d'éléments de symétrie de la diade de la normale 
d'onde G (mm). compte tenu de leur disposition réciproque; c) intersection de 
ces groupes ; elle appartient au groupe G (M) du tenseur M; d) éléments de symé- 
trie de G(M); suivant les axes 2 sont dirigés les vecteurs de polarisation p,, 
dont l’un (p,) coïncide avec m auquel correspond l'onde longitudinale; e) ele- 
ments de symétrie de G (p,p1); f) intersection des groupes G (p1. p:) et G (ce); 
elle appartient au groupe ci (P,); g) éléments de symétrie du tenseur P,; l'un 
des axes 2 coïncide avec m, ce qui montre que l'onde [m, p,] est ordinaire. 


Ainsi, toutes les directions perpendiculaires aux axes binaires du 
tenseur c s'avèrent des normales transversales. Dans le cas considéré 
il n’y a aucune raison de s'attendre à ce qu une onde quelconque 
(même transversale) soit ordinaire. 

Notons qu’étant donné que tous les axes de symétrie d'ordre pair 
sont également d'ordre deux, tout ce qui vient d'être dit concerne 
aussi les directions perpendiculaires à ces axes. Quant aux directions 
perpendiculaires aux axes ternaires, il va de soi que de tels raisonne- 
ments ne doivent s’y appliquer. 

&. Puisque les axes de symétrie sénaires (d'ordre infini) et quater- 
naires sont en même temps des axes binaires. les directions qui leur 
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sont perpendiculaires sont également des normales transversales. 
Mais à la différence des directions perpendiculaires aux axes de sy- 
métrie binaires. les directions perpendiculaires aux axes sénaires 
(d'ordre infini) et quaternaires possèdent d’autres propriétés remar- 
quables. Il est apparemment suffisant de considérer les directions 
situées dans le plan (001) d'un cristal du système quadratique. Pour 
ces directions, le vecteur de la normale d'onde peut être représenté 
sous forme de m — e, cos ç@ + e, sin æ. et le tenseur de Christoffel 
devient alors 


Mir = Cinrr COS E + Civer SIN + (Cinot + Cieur) Sin @ cos . 
Pour les cristaux du système quadratique cela donne 
Cyy COS? P + Ce Sin? (ci + Ces) Sin pcosp 0 
M Mall=(ci+ cu) sinpeosp cusinp+cscosp 0 
0 0 Cis 


Il s'ensuit de façon évidente que la direction du vecteur de polarisa- 
tion d'une onde transversale px, = e,3 et la vitesse de cette onde 


va = Vcu/p sont indépendantes de la direction de la normale d'onde 
par rapport au plan (001), c'est-à-dire de l’angle (ç. Ainsi, dans les cris- 
taux du système quadratique le plan (001) est isotrope pour les ondes 
élastiques polarisées perpendiculairement à ce plan: elles se propa- 
gent toutes à la même vitesse. Dans les cristaux du système hexago- 
nal le plan (0001) possède une propriété identique, dans les cristaux 
du système cubique, tous les plans du type {100}. 

Le deuxième tenseur de Christoffel de telles ondes P;, = cigar 
prend pour les cristaux du système quadratique la forme 


Cyy O0 O0 
IPal=tO cu O ||: 
O0 O0 cz 


La coïncidence de deux de ses valeurs propres indique que le plan 
X,X,.c'est-à-dire (001), est un plan propre de ce tenseur. Ainsi. pour 
toute direction du vecteur m prise dans le plan isotrope. il constitue 
un vecteur propre du tenseur P et, par suite, les ondes se propageant 
dans un plan isotrope et étant polarisées perpendiculairement à ce 
dernier s'avèrent ordinaires. 

On vient de passer en revue tous les cas où une certaine direction 
dans un cristal constitue une normale longitudinale, une normale 
transversale ou un axe acoustique par suite de sa position particuliè- 
re par rapport aux éléments de symétrie du tenseur des coefficients 
d'élasticité c. Toutefois, cette position particulière par rapport aux 
éléments de symétrie du tenseur c étant suffisante mais n'est néan- 
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moins pas nécessaire pour que la direction considérée soit une nor- 
male longitudinale ou transversale ou un axe acoustique. De fait, 
comme l’a montré F. Fédorov (1965). les normales longitudinales se 
rencontrent dans tout cristal, quelle que soit sa symétrie. La démons- 
tration découle du fait que le vecteur m. s’il est une normale longi- 
tudinale, est en même temps un vecteur propre du tenseur M, c'est-à- 
dire satisfait à l'équation 


m-c:mm = Oum, CijiMiMaMi = PL°Mi. (56.21) 
Etudions maintenant la fonction 
F(m) = mm:cimm = cijuimimpmimi. (56.22) 
où m est un vecteur unité: 
fm) = 2 (mm — 1) = 2 (mimi — 1) = 0. (56.23) 


La fonction F (m) est définie sur la surface d'une sphère mm = 1 
et. comme toute fonction continue définie sur un ensemble fermé, 
prend sur cet ensemble des va- 
leurs maximale et minimale. Pour 
des valeurs de m appropriées. les 
équations d'extremum en forme 
de Lagrange sont satisfaites : 


o 
= (F—2f) =0. 
(o) 


OM ÿ 


(56.24) 


(F—Àf) = 0. 


En portant dans (56.24) les fonc- 
tions # et f définies par les 
formules (56.22) et (56.23). on 
aboutit précisément aux équa- 
tions de la normale longitudinale 
(56.21); le facteur indéterminée Re le 
de Lagrange 1 s At égal . pu®. de loue de vent de 15 fonetion 
Ainsi. dans tout cristal il existe F (m)= c;yxims mjmym, pour le cristal 
au moins deux normales longi-  tricliniqué du vitriol bleu: en 
tudinales : l’une correspond à la 10-3 N.m°. Dans les directions cor- 


; , respondant aux points stationnaires 
plus grande valeur de la fonc- 4 “celle onction se propagent les 
tion F, l’autre à sa plus petite ondes longitudinales. 


valeur. On a représenté cette 

fonction sur la figure 56.3 pour le cristal triclinique du vitriol bleu ; 

à ses points stationnaires correspondent des normales longitudinales. 
Pour établir s il existe dans tout cristal au moins un axe acousti- 

que. il faut au préalable reconnaître la surface des vitesses de phase. 

Elle est formée par les extrémités de l'ensemble des vecteurs de vi- 

tesses de phase © — vm portés à partir d’un point quelconque pris 
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pour centre de cette surface. L'équation de cette surface 
det || CigrivjUr — PU 0 |] = 0 (56.25) 


s'obtient à partir des conditions d'existence des solutions non nulles 
pour les équations de Christoffel (56.3). L’équation (56.25) étant une 


Fig. 56.4. Surfaces des vitesses de phase (a), des vitesses inverses multipliées 
par cys/p (b) et des vitesses radiales (c) du cristal de zinc. classe 6/mmm. Sections 
par un plan passant par l'axe de symétrie principal; L — ondes quasi longitu- 
dinales, 7, — ondes transversales. T, — quasi transversales; en km/s (Mus- 
grave. 1984). 


40 60 00 
a) b) 


Fig. 56.5. Déviation des rayons (a) et du vecteur de polarisation de l’onde 

quasi longitudinale (b) de la normale d'onde dans le cristal de zinc. L'angle 8 

est relevé de [0001] a (0001); les angles A et 6 sont considérés positifs pour une 
déviation vers (0001); pour ZL. T;. T, voir fig. 56.4 (Musgrave, 1954). 


équation du 12-ième degré, elle décrit une surface d'ordre 12 *). 
Comme à chaque direction m correspondent en général trois valeurs 
de v, la surface est dotée de trois nappes. Toutefois, il peut se trouver 


*) Dans des cas particuliers. le degré de l'équation (56.25) et, par suite, 
l’ordre de la surface des vitesses de phase peut être de beaucoup inférieur. 
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des directions m pour lesquelles deux des trois valeurs de & se con- 
fondent et, partant, deux nappes de la surface des vitesses de phase 
possèdent un point commun; ces directions constituent justement les 


Fig. 56.6. Surfaces des vitesses de phase (a), des vitesses inverses multipliées 

par cas/p (b) et des vitesses radiales (c) du cristal de bérvl, classe 6/mmm. Sec- 

tions par un plan passant par l’axe de symétrie principal: L — ondes quasi 

longitudinales, 7, — ondes transversales, T, — ondes quasi transversales; en. 
km/s (Musgrave, 1954). 
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Fig. 56.7. Déviation des rayons (a) et du vecteur de polarisation de l'onde 
quas! longitudinale (b) de la normale d'onde du cristal de béryl. Pour les nota- 
tions voir fig. 56.4 (Musgrave, 1954). 


axes acoustiques (fig. 56.4-56.15). La configuration la plus répandue 
et, depuis peu, la seule connue de la surface de vitesses de phase est 
celle quand la nappe ex'érieure est une onde quasi longitudinale qui 
entoure deux nappes d ondes quasi transversales sans entrer en con- 
tact avec elles ; elle est représentée sur les figures 56.4. a, 56.6, a, 
96.8, a et d, 56.9, a, 56.11, 56.12. Sur toutes ces figures les nappes 
d'ondes quasi transversales admettent des points communs corres- 
pondant aux axes acoustiques. Dans la plupart des cas ce sont des 
directions isolées; pour les cristaux hexagonaux et trigonaux (0001 } 
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pour les cristaux cubiques (100) et (111). Toutefois, le cristal de 
béryl possède tout un cône d’axes acoustiques (sa trace avec le plan 
de section est notée sur fig. 56.6 par les lettres D). 

Le fait qu'avec une telle configuration de la surface des vitesses 
de phase le cristal, indépendamment de sa symétrie, est doté d'au 
moins un axe acoustique s'ensuit du théorème topologique génèral: si 
V (m) est un champ vectoriel continu tangent à la sphère m-m—1, 
il existe au moins une valeur m — m, telle que si V (m,) = 0 
(Steenrod, Chinn, 1966). A chaque point de la surface des 
vitesses de phase ne se trouvant pas sur l'axe acoustique est lié 


Fig. 56.9. Sections des surfaces des vitesses de phase (a) et des vitesses radia- 

les (b) du cristal KBr, classe m3m, par le plan (001). L — direction du rayon 

auquel sont associées cinq ondes aux normales differentes (voir fig. 56.10); en 
km/s (C. Alexandrov, 1958). 


un vecteur de polarisation unitaire de l'onde appropriée : aux points de 
la nappe extérieure, c'est l'onde quasi longitudinale et aux points 
de la nappe intérieure, c’est l’onde quasi transversale. Divisons cha- 


cun de ces champs vectoriels en deux : le champ p{”(m) des vecteurs 
prolongeant le vecteur correspondant ©) = v,,, (m) et le champ 


p® (m) des vecteurs perpendiculaires aux vecteurs correspondants &t“). 
Comme la nappe extérieure n'entre pas en contact avec les nappes 
intérieures, elle est homéomorphe (topologiquement équivalente) 
à la sphère. Le théorème topologique susmentionné confirme qu il 
existe au moins une valeur m — m, pour laquelle la composante tan- 
gentielle de l'onde quasi longitudinale p{(m) s'annule, car m, est 
une normale longitudinale du cristal. Mais les champs vectoriels 


p{: ” (m), situés sur les nappes intérieures de la surface des vitesses 
de phase, sont partout différents de zéro. Il s'ensuit que ces nappes ne 
peuvent être séparées l’une de l’autre, car, autrement, elles seraient 
homéomorphes de la sphère et, partant, auraient au moins un point 


commun. Le vecteur-lieu de ce point est un axe acoustique. On a ain- 
25—01180 
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si montré que pour la configuration donnée de la surface des vitesses 
de phase chaque cristal possède au moins un axe acoustique *). 

Toutefois, l'exemple de la paratellure (TeO;) montre que d’au- 
tres configurations de la surface des vitesses de phase sont également 
possibles. Sur la figure 56.14, b on a montré le point de contact des 
nappes extérieures de cette surface ; il correspond à la direction située 
dans le plan (010) et forme avec [100] un angle de 19,7°. La figu- 
re 96.15, a montre que dans cette direction il se produit une brusque 
variation de déviation des rayons de la normale d’onde. En outre, 
à l'intérieur d’un certain cône entourant la direction {100} (dans le 
plan (010) le rayon s’écarte de [100] de 19.7° et dans le plan (001) 
de 8,2°) la nappe extérieure de la surface des vitesses de phase corres- 
pond aux ondes quasi transversales et c’est seulement la nappe sui- 
vante qui correspond aux ondes quasi longitudinales. On le distigue 
sur les graphiques des déviations des vecteurs de polarisation de la 
normale d'onde (fig. 56.15, b). On voit que dans le plan (001) avec le 
passage de l’onde quasi longitudinale à l'onde quasi transversale 
(ce passage est noté par un pointillé) il ne s’observe aucune singula- 
rité. 

Revenons au problème d'existence d’axes acoustiques dans un 
cristal de symétrie quelconque. Selon le théorème d'annulation du 
champ vectoriel continu tangent à une sphère, toute nappe de la 
surface des vitesses de phase n’est démunie de points communs avec 
d’autres nappes que si l’un de ses points appartient à une onde longi- 
tudinale pure (et, partant, un certain entourage de ce point à des 
ondes quasi longitudinales). Pour qu'un cristal soit démuni d'axes 
acoustiques, il faut et il suffit que sa surface des vitesses de phase 
soit composée de trois nappes dont aucune ne présente de points 
communs avec les autres. Or, pour cela, il faut, à son tour (mais 
c'est évidemment insuffisant), que sur chacune de ces nappes il existe 
un point appartenant à une onde longitudinale pure. Bref, une 
analyse topologique n'exclut pas l'occurrence d’un cristal sans axe 
acoustique mais établit qu'un tel cristal doit posséder au moins 
trois normales longitudinales, l’onde longitudinale associée à l’une 
d’elles devant posséder une vitesse de phase supérieure à ses isonor- 
males transversales, celle associée à l’autre normale une vitesse de 
phase inférieure, tandis que l’onde associée à la troisième une vitesse 
de phase intermédiaire entre celles des isonormales transversales. Il 
faut cependant souligner qu'une analyse directe de l'équation de la 
surface des vitesses de phase (56.25) peut aboutir à des résultats plus 
précis (de façon analogue au théorème de F. Fédorov qui démontre 


*) On peut démontrer de la même façon que tout cristal possède au moins 
un axe optique. La seule différence est que les équations des surfaces optiques 
sont plus simples et l’on en déduit sans peine les directions des axes optiques. 
tandis que l’étude similaire des équations de surfaces acoustiques présente 
des difficultés. 
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l'existence dans tout cristal d’au moins deux normales longitudina- 
les, tandis que des considérations topologiques il ne résulte que l’exis- 
tence d’une normale longitudinale au moins). 

Pour une étude subséquente de la surface des vitesses ainsi que 
d’autres surfaces acoustiques du cristal, revenons à la définition de la 


Fig. 56.10. Sections des surfaces 
des vitesses de phase et radiales 
pour des ondes quasi transversales 
se propageant dans des plans po- 
Jarisés (001) du cristal KBr. L — 
direction du rayon; w1, Wo, Wa — 
vitesses radiales de trois de ces 
ondes se propageant suivant le 
rayon L; v,, Ua, vs — leurs vitesses 
de phase (normales) ; N,, Nas, Ny — 
directions des normales d'ondes: 
en km/s (C. Alexandrov, 1958). 


vitesse radiale (56.9) et dégageons la dépendance de © de la longueur 
du vecteur d'onde # = km et de sa direction m (vitesse radiale): 


06 __ d& dk dw Ôm) = 
Di hu dk 04 my oh" (56.26) 


Etudions séparément les dérivées entrant dans le développement 
(56.26). A partir de la relation © = vk on tire 0w/0k = vet Üw/m;= 
— kôv/ôm;. Les dérivées restantes valent respectivement 


Ok __ 0 V'kik: ki 


Oky ôk; SE Le | 
Omj  G(Kk;/k) 1 (x 0Kj _ ok 145 
Ok Oki  k? Ok; dk )=+( 5 Mu). 


En portant ces expressions dans (56.26), il vient *) 


dv 


W,=Um;t (0; —mim;) Om) 


, w=vm+(Il— mm). 


ov 5 

9 
n° (26.27) 
Ainsi, le vecteur vitesse radiale &æ se présente sous forme de sommedu 
vecteur vitesse de phase v — vm et de la partie de la dérivée ôr/ôm 
perpendiculaire à la normale d’onde m (voir $ 18). Ce qui est en 
accord avec la formule (56.15). 


*) L’apparente contradiction entre la formule (56.27) et celle donnée par 
F. Fédorov (1965, p. 140) w — ôv/ôm s'explique par le fait que dans cette der- 
nière la dérivation en m s'effectue sans tenir compte de ce que m-m = 1, tan- 
dis que dans (56.27) on en tient compte. 


25° 
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Il s'ensuit de la formule (56.27) que dans les directions des points 
stationnaires de la surface des vitesses (pour lesquels Oz/0m = 0, 
c'est-à-dire que le vecteur-lieu y est normal à la surface) se propagent 
des ondes ordinaires. Cette formule montre également que le rayon est 
dévié de la normale d’autant plus que plus rapidement varie avec la 
direction la vitesse de phase v, la déviation s’opérant dans le sens de 
l'accroissement de la vitesse. Ainsi, les vecteurs vitesse radiales se 
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Fig. 56.11. Sections de la surface des vitesses de phase d'ondes élastiques dans 
le cristal de quartz, classe 32, par D pans de coordonnées ; en km/s (Farnell, 
). 


« concentrent » dans les directions suivant lesquelles les nappes corres- 
pondantes de la surface des vitesses sont le plus éloignées du centre. 

On observe des points stationnaires à la surface des vitesses de 
phase du zinc (fig. 56.4, a) non seulement au pôle et à l'équateur mais 
également (sur la nappe d'ondes quasi transversales T,) entre ces 
derniers. La figure 56.5, a montre que l'écart du rayon correspondant 
de la normale d'onde devient de fait égal à zéro pour Ÿ & 37°, de 
sorte que, dans cette direction, l'onde 7’, est ordinaire. À la surface 
des vitesses de phase du béryl (fig. 56.6, a) les points stationnaires 
s’observent en dehors du pôle et de l'équateur non seulement sur la 
nappe des ondes quasi transversales (T,) mais également sur la nappe 
des ondes quasi longitudinales (ZL) et l’on voit sur la figure 56.7, a 
que l'écart des rayons L et T, s'annule, comme il se doit, pour des an- 
gles adéquats. D'autre part, l'onde quasi longitudinale, en devenant 
purement longitudinale, se transforme en même temps en une onde 
ordinaire, autrement dit avec la déviation du vecteur de polarisation 
de l’onde quasi longitudinale de la normale d'onde s’annule aussi 
l'écart du rayon de la normale d'onde (les graphiques de la fig. 56.7 
sont peu précis, mais sur la fig. 56.13 le phénomène apparaît claire- 
ment). 
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Sur les sections des surfaces des vitesses de phase des cristaux 
cubiques par les plans {001} (fig. 56.8, a et 56.9, a) les cercles carac- 
térisent le plan {001} comme un plan isotrope d'ondes transversales 


Fig. 56.12. Sections de la surface des vitesses de phase d'ondes élastiques dans 


le cristal de bismuth, classe 3m, par des plans de coordonnées d'un repère cris- 
tallophysique. Les traits interrompus correspondent aux ondes quasi longitu- 
dinales, les pointillés et les traits interrompus mixtes aux quasi transversales ; 
A — direction de la normale longitudinale; en km/s (Pace, Saunders, 1971). 
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Fig. 56.13. Déviation (en degrés) du vecteur de polarisation de l'onde quasi 

longitudinale (1) et des vecteurs radiaux de l'onde quasi longitudinale (2) 

et des ondes quasi transversales (3 et 4) du vecteur de la normale d'onde pour 

les ondes se propageant dans le plan de symétrie X,X, (comp. avec fig. 56.12) 
du cristal de bismuth (Pace, Saunders, 1971). 


polarisées perpendiculairement à ce plan. Les points stationnaires 
sur les sections des surfaces des vitesses de phase par les plans {001} 


(fig. 56.8, a et 56.9, a) et {110} (fig. 56.8, d) correspondent à des on- 
des ordinaires. Les figures montrent que dans les directions (001 ) et 


(410 ) sont ordinaires, comme il se doit, toutes les ondes, tandis que 


390 ELASTICITÉ DES CRISTAUX 


[CH VI 


dans les directions (111 ) ne le sont que les ondes longitudinales. Sur 


la section {110} on distingue les directions, non définies par la symé- 
trie du cristal, suivant lesquelles se propagent également des 
ondes ordinaires (transversales, 
P || (110)). La comparaison des 
figures 56.8, a et 56.9, a témoi- 
gne de l'influence du signe 
d'anisotropie (voir $ 52) sur la 
nature de la surface des vitesses : 
_ pour le cristal de nickel, le coef- 

ficient CÉ? = (2/5) (C1 — Cyo — 
— 2c,,) 0 et, respectivement, 
A = 2cy/ (C1 — Cie) > 13; pour 
le cristal KBr, C# >0 et 
A <1. Pour C$'=0, la vites- 
se des ondes longitudinales est 
maximale dans les directions 
{100 ) et minimale dans les direc- 
tions (111), tandis que pour 


C'Ÿ < 0 il en est inversement : 
on peut noter sans peine d’autres 
régularités semblables. Sur les 
figures 56.11 et 56.12 on a donné 
les sections des surfaces des vi- 
tesses de phase par «vs plans de 
coordonnées de deux cristaux 
trigonaux, et sur la figure 56.14, 
du cristal quadratique. Sur la 


C) 
Fig. 56.14. Sections de la surface des 
vitesses de phase d'ondes élastiques 
dans le cristal de paratellurite TeO», 
classe 422: a) par le plan (001); b) par 
le plan (010); c) par le plan (110); 
en kms (Ohmachi, Üchida, Niizeki, 

1972). 


figure 56.13 sont représentées les 
déviations de la polarisation 
d'ondes quasi longitudinales et 
de la vitesse radiale de la nor- 
male d'onde; ces dernières sont 
également représentées sur la 
figure 56.15 où elles atteignent 


73° (voir fig. 56.15, b). 

À côté de la surface des vitesses de phase, on utilise la surface de 
réfraction (F. Fédorov, 1965); elle est également appelée surface des 
vitesses inverses et surface de ralentissements (slowness surface). C’est 
le lieu géométrique des extrémités de tous les vecteurs de réfraction 


possibles 7 — m/v émanant d'un même point. Son équation 
det Il Ci NR — Oôi [| — 0, (56.28) 


comme celle de (56.25), s'obtient à partir de la condition d'existence 
de solutions non nulles pour les équations de Christoffel mais, à la 
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différence de (56.25), c'est une équation du sixième degré. Les vec- 
teurs-lieux des surfaces de réfraction et des vitesses de phase sont 
dans chaque direction réciproquement inverses: r (m) — 1/v (m): 
aussi si l’on connaît l’une d'elles il est facile de se représenter l'au- 
tre. On a montré trois de ces surfaces sur les figures 56.4, b, 56.6, b, 
56.8. b. etc. Elles sont analogues aux surfaces d'indices de réfrac- 
tion utilisées en cristallo-optique. 

Si à partir d’un point quelconque © on mène des vecteurs vitesses 
radiales quelconques &æ, leurs extrémités formeront la surface des vi- 
tesses radiales. Elle est également appelée surface d'ondes, vu qu'elle 


Fig. 56.15. Déviation en degrés du vecteur de polarisation P et du rayon 
s de la normale d'onde dans le paratellurite: a) par le plan (UU1), 


b) par le plan (110). Les indices sont ceux de la figure 56.14. Selon Ohmachi, 
Uchida, Niizeki (1972). 


représente, par définition, le lieu géométrique despoints qu'atteint 
en même temps une onde sonore émanant d'une source ponctuelle se 
trouvant en ©. Aussi la normale à la surface d'onde est-elle la nor- 
male d'onde, et le plan qui lui est tangent le plan du front d onde. 
La perpendiculaire abaissée du point © sur le plan tangent est le 
vecteur vitesse de phase c. Si en chaque point de la surface d'onde on 
construit des plans tangents, les extrémités des perpendiculaires 
abaissées sur ces derniers du centre de la surface d'onde formeront 
alors la surface des vitesses ; cela signifie que cette dernière est la 
podaire de la surface d'onde. Dans les directions de propagation des 
ondes ordinaires les nappes correspondantes de la surface d’onde et 
de la surface des vitesses se touchent et le vecteur-lieu est leur norma- 
le commune. Sur la figure 56.10 on a représenté la variation de la 
surface des vitesses de phase avec celle des vitesses radiales. 
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On ne rencontre pas en cristallo-acoustique de relations de dua- 
lité, qui sont si caractéristiques en cristallo-optique (voir $ 36) *). 
Cela se manifeste, en particulier, dans le fait que l'équation de la 
surface des vitesses radiales est beaucoup plus compliquée que celles 
des surfaces des vitesses de phase (56.25) et de réfraction (56.28) ; son 
degré et, partant, l’ordre de la surface peuvent monter à 150 (F. Fé- 
dorov, 1965). Respectivement se complique la surface même. Elle 
peut comporter, à côté des points et des lignes d’intersections mutu- 
elles (sorties d’axes acoustiques), des cassures (artères de rebrousse- 
ment), phénomène qu'on ne rencontre pas pour la surface des vitesses. 
On n’a étudié jusqu’à présent que les sections de ces surfaces par 
des plans de symétrie (F. Fédorov, 1965). Ces sections sont données 
pour des cristaux hexagonaux sur les figures 56.4, c et 56.6, c. 

Les sections des surfaces des vitesses radiales des cristaux cubi- 
ques par les plans {100} et {110} sont représentées sur les figures 
26.8, c et f et 56.9, b. Comparons-les aux sections des surfaces des 
vitesses de phase. La section par le plan {001} de la nappe correspon- 
dant dans ce plan aux ondes transversales pures est un cercle et coïn- 
cide avec la section de la surface des vitesses de phase, tandis que sa 
section par le plan {110} a la forme d’une ellipse dont les demi-axes 
sont égaux aux demi-axes de l’ovale des vitesses de phase. Les formes 
des sections de la nappe dans {100} et {110} des ondes de quasi-cisail- 
lement, comportant des cassures, sont particulièrement compliquées. 
Ainsi, dans les cristaux cubiques (comme dans les cristaux hexagonaux 
voir fig. 56.4, c et 56.6, c) il peut exister des directions suivant les- 
quelles se propagent non pas trois mais cinq ondes élastiques se dif- 
férenciant par leur vitesse : onde quasi longitudinale, onde transver- 
sale et trois ondes quasi transversales, c'est-à-dire qu’à un rayon 
s'associent cinq normales, bien qu'à une normale correspondent tou- 
jours exactement trois rayons, c'est-à-dire trois directions de propa- 
gation d'énergie. Ce phénomène a été étudié en détail (voir fig. 56.10) 
et vérifié expérimentalement par C. Alexandrov (1958) sur le cris- 
tal de KBr. 


Pour la théorie d'élasticité des cristaux et des problèmes connexes voir: 
Alexandrov (1962, 1975): Goldenblat (1969); Iliouchine (1971); Koptzik, Siro- 
tine (1961); Landau et Lifchitz (1965); Leibfried (1963); Lekhnitzki (1950); 
Lourié (1955, 1970); Love (1944); Sédov (1962 et 1970); F. Fédorov (1965); 
Auld (1973); Dieulesaint, Royer (1974); Musgrave (1970). 


*) Sur l’analogie, en général, de la cristallo-acoustique et de la cristallo- 
optique voir Alexandrov (1956, 1975) et Henneke and Green (1969). 


CHAPITRE VII 


THERMODYNAMIQUE CRISTALLINE 


$ 57. Energie interne et potentiel 
thermodynamique du cristal 


Le travail accompli par un champ électrique et des contraintes 
mécaniques par unité de volume du cristal vaut respectivement 


4 
AT 


ôRa=-— E; dD;=- ED, 


ÔRméc = O3 dei = 01 de) = 0 : de. (97.1) 


Si par esprit d'unification de formules on introduit le vecteur 


D = D/4r, alors la variation totale de l'énergie interne de l'unité 
de volume du cristal sous des contraintes thermiques, mécaniques et 
électriques infiniment petites peut être écrite sous forme 


dU =TdS+E,dD,+0;, de, (57.2) 
(T étant la température absolue, S l’entropie de l’unité de volume). 


Du point de vue rigoureusement formel, l'expression (57.2) est incorrecte. 
Le fait est qu'un solide dont les contraintes internes ne se réduisent pas à une 
traction triaxiale n’est pas en équilibre thermodynamique. En effet. le corps 
peut avec le temps se recristalliser sans impliquer de changement de forme, de 
sorte que toutes les contraintes sauf la traction triaxiale disparaissent: c’est 
alors seulement que s'établit un équilibre thermodynamique. La durée de son 
établissement étant très grande, on a souvent affaire à des solides n'ayant pas 
roue atteint cet équilibre. C’est précisément de tels corps que la formule (57.2) 

écrit. 


On convient d'appeler l’entropie, le déplacement électrique, les 
composantes de déformation coordonnées thermodynamiques générali- 
sées, tandis que la température, la tension du champ électrique, les 
contraintes mécaniques sont dénommées forces thermodynamiques 
généralisées. 
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Introduisons pour ces dernières les notations : 


S D, | D, D, CA En 3 Es | Es | Ee 
To | Zi | Zo | Ta | TZ, Ts Ta | Z= | Ty | Lo 

T | E; | E, | E3 | O1 On O3 | Os | O; | Os 
\o | X: Xo | X3a | X, Xs Xe X: Xx X9 


En ces notations la différentielle totale de l'énergie interne (57.2) 
a pour expression 


dU = X dry (57.3) 


{ici et plus loin les indices À, B, C, ... parcourent les valeurs 0, 
2:53 9) 

Les grandeurs X À et zx, peuvent être considérées comme des 
composantes des vecteurs de l’espace à dix dimensions; dans ce cas 
la combinaison X ,dxzA prend le sens d'un produit scalaire. 

La formule (57.3) autorise d'appeler l'énergie interne potentiel 
thermodynamique attaché aux coordonnées généralisées, vu que tou- 
te force généralisée est égale à la dérivée de l’énergie interne par rap- 
port à la coordonnée généralisée appropriée 


ou 
ox A 2 


X À = 


(57.4) 


si toutes les autres coordonnées généralisées demeurent constantes, 
c'est-à-dire que l'énergie interne est assimilée à une fonction de coor- 
données généralisées et non pas d’autres variables quelconques. 
Toutefois, en guise d’inconnues, il est plus commode d'utiliser non 
pas des coordonnées généralisées mais des forces généralisées : dans 
des expériences ordinaires on est en mesure de régler et de mesurer 
la température, la tension du champ électrique, les contraintes mé- 
<aniques ; par contre, il est difficile de manier directement les varia- 
tions d'entropie, du déplacement électrique, des déformations. 

Le potentiel thermodynamique exprimé en forces généralisées est 
décrit par la fonction 


D=U— TS — ED; — one, = U — Xata, (57.5) 
dont la différentielle totale vaut 


dD = — S dT — DidE, — edo, = — z4dX,: (57.6) 
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elle porte le nom de potentiel thermodynamique (au sens restreint du 
mot) ou énergie libre de Gibbs. Si cette fonction est assimilée à une fonc- 
tion des forces généralisées, toute coordonnée généralisée vaut 


7 — 09 
A OX À , 


Développons cette expression en série de Taylor au voisinage 
d’un point quelconque X 3 = X%$, c’est-à-dire à l’état de départ arbi- 
traire du cristal caractésisé par les valeurs fixées X% des forces ther- 
modynamiques généralisées, en se limitant aux termes du premier 
ordre : 


(57.7) 


de (+) —(S— 

A OX à du OX À 0 OX A 0ÀB 
—(0D/0X 1), — z4’ est ici la valeur de la coordonnée thermodyna- 
mique généralisée appropriée du cristal à l’état de départ, quand 
toutes les forces thermodynamiques généralisées valent X% et 
— (d*D/9X ,9X 3), est la valeur de sa dérivée dans les mêmes con- 
ditions. 

En guise d'état de référence il est commode de choisir l’état des 
contraintes (tous les 6, — 0) du cristal en l’absence de champ électri- 
que (tous les £; = 0). Donc, parmi les valeurs initiales des forces 
thermodynamiques généralisées n'est différente de zéro que X5°” = 
— T,, quiest la température initiale du cristal. Convenons de comp- 
ter que dans l'état de référence Île cristal n’est ni déformé ni pola- 
risé; cela revient à considérer que la température 7, est prise pour 
origine des déformations thermiques et de polarisation pyroélectri- 
que *). Notons les écarts de la température et de l’entropie de leurs 
valeurs initiales T — T, — 6, S — $S, — Z et introduisons à côté 
de ZA et X 4; 


2 pour 4 —=—0, 6 pour 4=0, 
YA = ; Ya=| ; ea 
zA pour A=1Â, ...,9; X, pour A=—1,..., 9. 


Le développement (57.8) peut maintenant s'’écrire sous forme 


}(Xs—X8 — ,.. (57.8) 


0*O = = 
va — (7), Y5= MarŸo. (57.9) 


avec Man = — (9*D/0Y 40Y p)o = — (0*UD/0X 19X 3)) comme va- 
leurs des dérivées appropriées si tous les Y, = 0. 

Le jeu des nombres M , 3 peut être assimilé à une matrice d ordre 
10 qui transforme l’ensemble des vecteurs à dix dimensions des forces 


généralisées Ÿ’ 4 en un ensemble de vecteurs à dix dimensions des co- 


*) La polarisation spontanée est ici négligée: pour des pyro-électriques 
banaux, pour des raisons exposées au $ 31; pour des ferroélectriques, parce 
que l’approximation adoptée ici est insuffisante à leur égard. 
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ordonnées généralisées y ,. Cette matrice est appelée matrice de poten- 
tiel thermodynamique ® ; étant composée de ses dérivées secondes, elle 
est apparemment symétrique : 


M 1 p = M BA: (57.10) 
Une écriture plus détailléé du developement (57.9) est : 
0°O d°®O 0°D 
E=— | A JE ( )o % 


ÔT= ÔT 6Ek ÔT 004 
= tr 92D 92© 92D pee 
Di — | 0E; 0T },8—{ ÔE; 0Eh ) Ex 0E; 004 } Gas (57.11) 
92D 92D 9°D 
A — “| 901 ÔTR ,2—{ 001 dEh Ex | dk x d0u A 


Pour éclaircir le sens physique de la dérivée (9*D/0T*),, évaluons 
la variation d’entropie de l’unité de volume du cristal avec l’éléva- 
tion de la température de © en l’absence du champ électrique et des 


contraintes mécaniques Z — — (9*D/07T*),8. Dans ce cas l'unité 
de volume du cristal absorbe une chaleur 
Q = C9, 


où C, est la chaleur spécifique rapportée à l'unité de volume du 
cristal, le champ électrique et les contraintes mécaniques demeurant 
constants. D'autre part, puisque O0/T < 1 (au cas contraire on n’au- 
rait pas pu se limiter dans les développements au premier terme de 
température), cette chaleur vaut à peu près 


Q = T2: 


En confrontant ces expressions, il vient 
9® \ _ Ch = 
(Se) +: (57.12) 


Les autres éléments de la matrice du potentiel thermodynamique 
possèdent les appellations et les notations suivantes: coefficients 
de la constante diélectrique (divisés par 4x) 


. 1 _ 92D 1 9® |. 
Han tn — (50e = (55 ),: (57.13) 
coefficients de déformation élastique 
: 920 : 92 | . 
San 00) d0y ), Ho 00 06 ), : (57.14) 


coefficients pyro-électriques 


1 9O 020 = 
Pi= — {557 Jo p= (Er Le (57.15) 
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coefficients de dilatation thermique 


Ne EL GTA 
D 001 ÔT Jo ° = 06 ÔT Jo PU 
et, enfin, coefficients piézo-électriques 


du= (ra (5). 6747 


Tous ces coefficients, à l’exception des coefficients piézo-électriques 
qu'on étudiera au $ 58, nous sont déjà connus des chapitres précé- 
dents. 


La matrice du potentiel thermodynamique M est exprimée au 
moyen de ces coefficients de la façon suivante: 


CplTo Pi P2 Ps ii 2 Gs Gi As Ge 
Pi His His Mai dus die dis du dis die 


P2 X y Yo Kos oi oo rs dx dos os 


M=| % dis dos dan Sin Si Sas Sie Sas Si 
Œ dix oo yo Sin Sa Sos Se S2s Sos 
Lg dis dos ss Say Sos Sas Sax Sss Sa 
& dix re dan Sie So Sax Ses Ses Se 
Œs dis os das Sis Sos Sas Ses S55 S5e 
(o 7 die os sg S16 Sos Sas Se S56 Ses 


Maintenant les formules (57.11) s'écrivent finalement de la fa- 
Çon suivante: 


E = (Cpl/To) 0 + PrEr — AO. (27.18) 

Di = piO + HinEn + dinOus (57.18b) 

En = 40 + din + SinOns (57.18c) 
ou sous une forme non attachée à des coordonnées 

E = (C/To) 8 + p°E + a:0, (57.18a’) 

D = pO + x-E + d:0, (57.1Sb’) 

e = aO + E-d +s:0. (57.18c') 
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La formule (57.18b) se transforme pour & = 0 en une équation 
matérielle de l’électrostatique *), tandis que la formule (57.18c) 
pour E = 0 devient la loi de Hooke aux termes thermiques. Il s’en- 
suit donc de la symétrie de la matrice du potentiel thermodynami- 
que que le tenseur de la constante diélectrique est aussi symétrique 


in = Hi (57.19) 
ainsi que les coefficients de déformation élastique 
Sju = Suns  Sijht = Shtij- "(57.20) 


Sous forme complète, avec E = 0, © 0, les formules (57.18b) 
et (57.18c) suggèrent une dépendance possible du déplacement élec- 
‘trique des contraintes mécaniques et du tenseur des déformations de 
l'intensité du champ électrique, les deux dépendances étant définies 
par le même jeu des coefficients d;,. Ils sont liés respectivement aux 
effets piézo-électrique et piézo-électrique inverse décrits au $ 58. 

La formule (57.18a) montre que l’entropie du cristal peut dépen- 
dre non seulement de la température mais également du champélec- 
trique et des contraintes mécaniques. D'autre part, de la symétrie de 
la matrice M il s'ensuit que cette dépendance est respectivement 
définie par les coefficients piézo-électriques et les coefficients de 
dilatation thermique. C’est ainsi que sous l’effet du champ électrique 
E l’entropie de l'unité de volume d'un cristal pyro-électrique varie de 


Z = PRrExr = p'E. (57.21) 


Par conséquent, l'unité de volume d'un cristal absorbe du milieu 
environnant la chaleur 


O=TS = TipE; (57.22) 


Le vocable « absorbe » est pris ici dans un sens conventionnel. Si 
l'angle entre les vecteurs p et E est inférieur à 90°, la chaleur est 
effectivement absorbée, dans le cas contraire elle est fournie par le 
cristal au milieu environnant. Le phénomène décrit porte le nom 
d'effet électrocalorique. 

L'effet électrocalorique peut également se manifester dans d’au- 
tres conditions. Les contraintes mécaniques sont toujours supposées 
absentes, mais l'échange de chaleur avec le milieu environnant est 
exclu. Il est naturel de s'attendre que, dans ces conditions, la tem- 
pérature du cristal introduit dans un champ électrique varie. Et, en 


*) Ici est absent le terme D(°) — P() caractérisant la polarisation snon- 
tanée des cristaux pyro-electriques. On a déjà vu au ch. III que l'influence de la 
polarisation spontanée est en fait totalement neutralisée par la conductibilité 
finie du cristal, d’une part,et le dépôt d’ions de l’air sur les surfaces chargées 
du cristal, de l'autre. La prise en compte de ce terme est pratiquement d’un 
intérêt mineur. Quant à l'effet pyro-électrique, il est l’objet d’etude. 
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effet, la formule (57.18a) prend dans ce cas la forme 0 = (C,/7T,)8 + 
+ p°ÆE, vu que la condition d'isolation thermique se réduit pour un 
processus inversible à Z = 0. D'où la variation de température 


8 = — (T/C,)p-E. (57.23) 


Si le champ électrique est dirigé suivant le vecteur des coefficients 
pyro-électriques, le cristal placé dans le champ électrique se refroidit ; 
dans le cas contraire, il s’échauffe. C'est, évidemment, en complet 
accord avec le comportement du cristal dans des conditions isother- 
miques. 

Poursuivons l'étude de l'égalité (57.18a). En s’assurant que le: 
champ électrique est inopérant (ou tout simplement en choisissant 
pour l’expérience un cristal non pyro-électrique), soumettons le 
cristal aux contraintes mécaniques 6. Si le processus a lieu de façon 
isothermique, le cristal absorbe alors de la chaleur 


Q = Tou,0, = Tou:o. (57.24) 


La chaleur dans ce cas est effectivement absorbée, si les contraintes 
sont dirigées dans le mème sens que les déformations thermiques, 
et est dégagée dans le cas contraire. Dans des conditions d'isolation 
thermique la variation de température du cristal soumis à l’action 
des contraintes mécaniques est égale à 


0 = — (To/Cr)ans, = — (To/C,)a:0. (57.25) 


Si les contraintes sont dirigées dans le même sens que les déforma- 
tions thermiques, le cristal se refroidit, dans le cas contraire il s'échauf- 
fe. Les phénomènes décrits sont appelés effet piézocalorique. 

La plupart des cristaux accroissent toutes leurs dimensions linéai- 
res avec l’élévation de la température : n-œ-r >> 0 (n est un vecteur 
unité). Alors toute contrainte de traction 6 = onr aboutit à un 
refroidissement du cristal thermiquement isolé, tandis qu'une con- 
trainte de compression l’échauffe. Or, le cristal de calcite, dont les 
dimensions linéaires du plan de base diminuent avec l’échauffe- 
ment (voir fig. 24.3), soumis à l’action des contraintes de traction, 
s'échauffe dans le plan de base et se refroidit étant sollicité par des 
contraintes de compression. Cependant, les contraintes de traction 
et de compression dirigées suivant son axe de symétrie principal se 
soldent par des résultats opposés. 


$ 58. Effet piézo-électrique et sa symétrie 


Dans l'étude de l’énergie interne et du potentiel thermodynami- 
que du cristal ($ 57) il s’est avéré possible de polariser électrique- 
ment le cristal par des contraintes mécaniques ainsi que de le défor- 
mer en le soumettant à l’action d’un champ électrique. Si dans les 
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formules (57.18b), (57.18c) on ne conserve que les termes décrivant 
ces phénomènes, on obtient 


D; —= ANdinOns E) — dr Er. (58.1) 


La première de ces formules décrit l'effet piézo-électrique et la secon- 
de l'effet piézo-électrique inverse. Ils sont tous les deux caractéri- 
sés par le même jeu de coefficients d;, liés au tenseur des coefficients 
piézo-électriques 


d = Z l din TT }, | ne 


par la relation (voir annexe F) 


d | din (kl+ru=1, 2, 3), 
M |2d,y (kl—u=4, 5, 6). 
Les formules (58.1) peuvent être écrites sous la forme 
D; = &ndiniOn1 D = 4sd :0:; (58.4) 
E;; = dpiyEn, e — E-d. 


En appliquant les formules (58.1) et (58.4), il faut tenir compte du rôle 
rempli par les différents indices. Dans la formule (58.1) l'indice latin d;, corres- 
pond aux grandeurs électriques et occupe toujours la première place; quant à 

‘indice grec, il correspond aux grandeurs mécaniques. Dans les formules (58.4) 
le premier indice correspond aux grandeurs électriques, le second et le troisième 
aux grandeurs mécaniques. En accord avec ce rôle des indices, on indique dans 
les formules (58.4) l’ordre à suivre dans la multiplication. 


(58.3) 


Le tenseur des coefficients piézo-électriques d est un tenseur de 
troisième rang; sa symétrie interne est V [V*]. Comme tous les ten- 
seurs matériels du type impair, il est identiquement nul pour tous les 
cristaux centrés. Ainsi, dans les cristaux centrés (et en général, dans 
les milieux homogènes à centre de symétrie indépendamment de leur 
structure) l'effet piézo-électrique est impossible. La forme acquise par 
le tenseur d des groupes non centrosymétriques peut étre obtenue en 
recourant aux méthodes décrites dans le chapitre V. Les résultats de 
cette étude sont rassemblés dans le tableau E.11. D’après ce tableau 
il découle que le tenseur d s'annule pour deux groupes ponctuels non 
centrosymétriques: groupe cristallographique 432 et groupe limi- 
te co oc *). Dans les autres 20 groupes cristallographiques et dans 
Jes 3 classes limites l'effet piézo-électrique peut se manifester. Lors de 
la détermination du nombre de classes de symétrie piézo-électrique, 
il est nécessaire de tenir compte du théorème de Hermann, selon 
lequel la symétrie des propriétés piézo-électriques, disons des cris- 


*) Notons que c'est la conséquence de la symétrie interne V {[V 2] du ten- 
seur d. Le tenseur de troisième rang de forme générale, c'est-à-dire de symé- 
trie interne V3, ne devient pas nul dans ces groupes. 
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taux des classes 4mm et Gmm et des textures de classe  m, est identi- 


que. En outre, on peut montrer que les cristaux des classes 6 et 6m2 
constituent une même classe de symétrie piézo-électrique, bien que 
la forme du tenseur d de ces classes soit différente. 

Une situation analogue est apparue avec l'étude des classes de symétrie 
élastique ($ 52), ce qui permet d'omettre les explications détaillées. La forme 


du tenseur d des cristaux de la classe 6 ne peut se « détériorer », quelle que soit 
la rotation du système de coordonnées autour de l'axe X;. car la direction des 
axes À, et X, n est pas définie dans la classe 6 par les éléments de symétrie du 
cristal. Toutefois, en pivotant le système de coordonnées autour de l'axe X, 
d’un certain angle, on peut annuler l’une des deux composantes indépendantes 


du tenseur d et aboutir à la forme du tenseur d pour les cristaux de classe 6m2. 
On démontre ainsi que la vraie symétrie de ce tenseur est 6m2. 


11 est nécessaire de souligner que l'appartenance d'un cristal don- 
né à l’une des classes piézo-électriques ne signifie aucunement que ce 
cristal possède en réalité des propriétés piézo-électriques. On connaît 
des cristaux diélectriques appartenant à des classes piézo-électriques 
et ne manifestant, dans une expérience suffisamment précise, aucune 
des propriétés piézo-électriques. C'est en quoi diffère la piézo- 
électricité des propriétés telles que l’élasticité ou la dilatation ther- 
mique, propres à tous les solides. Mais, inversement, l'appartenance 
du cristal à l’une des classes non piézo-électriques est une garantie 
sûre de l’inexistence dans ce cristal de propriétés piézo-électriques. 

Des variantes d'effet piézo-électrique autorisées à certaines clas- 
ses piézo-électriques sont interdites à d’autres. C'est le cas, par exem- 
ple, de l'effet piézo-électrique observé avec une pression triaxiale. 
A partir de l'équation (58.4), pour ox = — pôyr, il vient 


D; = — and;rrP. (58.5) 


Ainsi, la polarisation piézo-électrique n'intervient dans ce cas qu'à 
la condition que les composantes d; = di,, du vecteur d = d':I 
soient différentes de zéro. d est apparemment un vecteur matériel. 
Or, les vecteurs matériels ne sont pas nuls que s'ils décrivent les 
propriétés des cristaux des classes piézo-électriques. Aussi l'effet 
piézo-électrique se manifestant dans une pression triaxiale n'est-il 
possible que dans 10 classes cristallographiques et 2 classes limites 
parmi les 20 classes cristallographiques et les 3 limites susceptibles, 
en général, de manifester un effet piézo-électrique (tabl. 58.1). 
L'autre exemple est en rapport avec les expériences des frères 
Curie ayant permis de détecter l'effet piézo-électrique : sur la face 
d’un cristal était placé un poids et on mesurait sur cette face la 
densité de charge Paurr. L'état de contrainte se réduisant à une com- 


pression uniaxiale 6;, = — pran, (r est le vecteur unité de la norma- 
le à la face), on a 
1 & 
Put — 7 D = pdipimninnn. (58.6) 


26—01180 
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Tableau 58.1 


Vecteur d'effet piézo-électrique soumis à une pression triaxiale 
d—d:I (d; — dihk) 


Classes Vecteur & 

1 (di1 + die + dus) €1 + (dan + dos + do) ea + 
+ (ds1 + dss + das) es 

m (m L @:) (d11 + do + dis) €1 + (dar + das + dss) €s e 
m(m Les) (di1 + die + dis) 1 + (doi + das + das) € 
2(2l1ee) (dei + dos + des) € 
2(211es), mm2 (ds1 + das + das) es 
3, 4, 6, co, 3m (2d31 + das) es 


&4mm, 6mm, oom 


Il est évident que dans de telles mesures ne se manifeste que la partie 
symétrique du tenseur di::, le tenseur de l'effet piézo-électrique 
longitudinal 


| Sn ES 
fui dun = + (din = dun + dun). (58.7) 


En effet, n-d:nn = n:f:nn. Le tenseur f possède la symétrie interne 
[V3]. A la différence du tenseur d, il ne possède, en général, que 10, 
au lieu de 18, composantes indépendantes. Ses connexions avec le 
tenseur d sont indiquées dans le tableau 58.2. La coïncidence entre les 
tenseurs f et d dans certaines classes indique que dans ces classes on 
peut obtenir toutes les composantes du tenseur d en mesurant l'effet 
piézo-électrique longitudinal. Mais si, pour les cristaux d’une classe 
donnée, les tenseurs f et d se distinguent. il est a fortiori impossible 
d'obtenir toutes les composantes du tenseur d par de telles mesures. 
Dans les classes piézo-électriques 422. 622, 2 l'effet piézo-électri- 
que longitudinal est interdit. Les classes de symétrie piézo-électri- 
que longitudinale sont énumérées au tableau 58.3. On y voit que cer- 
taines classes cristallographiques appartenant à des classes de symé:- 
trie piézo-électrique différentes entrent dans une même classe de 
symétrie piézo-électrique longitudinale. Parmi ces classes la plus 
intéressante est la classe de symétrie piézo-électrique longitudinale 


43m ; elle comprend les cristaux des classes 43 m, 23, 42m, 4 et 
222, qui appartiennent à trois systèmes distincts. À ces classes 
appartiennent de nombreux cristaux piézo-électriques dont le rôle 
technique est important. Dans la classe 222 cristallise 
un matériau ferro-piézo-électrique très important, le sel de Seignette, 


dans la classe 42 m des cristaux très utilisés du dihydrophosphate de 
potassium (KDP), du dihydrophosphate d’ammonium (ADP) et toute 


la famille qui leur est isomorphe. L'intérêt que suscite la classe 43m 


8 58] EFFET PI£ZO-BLECTRIQUE ET SA SYMETRIE 403 


Tableau 58.2 


Connexion du tenseur de l'effet piézo-électrique longitudinal f 
et du tenseur des coefficients piézo-électriques pour toutes 


les classes de symétrie cristalline et 
admettant un effet 


es textures 
iézo-électrique (la disposition des 


composantes f;n; est la même que dans le tableau E. 10) 


Classes 

1 /s(d21 + d16) 
1/3(ds1 + dis) 

2 0 
(21 Xe) | 1/s(d21 go) 

2 0 

(211 3) (0 
Vs(ds31 + dis) 

mm. du 

(m L À) U 
1/s(d31 + ds) 


m dy 
(m L X 3) 1/3(do: + die) 
0 


222 U 


mm2 0 
L 


1/a(ds1 + d15) 


a(dis + d26) 


1/g(d32 + des) 


1 /9(dge + ds4) 


1/3(d12 + dre) 
U 


lg(dse + dos) 


1/8(d12 + da) 


das 
U 


() 


fini 


1/a(d13 + das) 
1/s(d23 + das) 
dss 


0 
a(des T dgs) 


0 
(Ù 


dss 


L's(dis pe das) 
dss 


1/8(d13 + d35) 
. s(des ds4) 


“e(d14 + des + d3e) 


Ve(d13 + d2s + dse) 


L/e(d13+ des + dse) 


1/a(d13 + des + dse) 


Va(ds2 + des) 


— d22 


1/3(da1 + d18) 


1/5(d51 + ds) 


26* 


D 
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Tableau 58.2 (suite) 


Classes 1 ikI 
32, 62m di1 — dy 0 0 
U 0 U 
32, 6m2 0 0 0 
(211 Xe — do2 dea (Ù 
m L 1 Ù 
(nm L X:) — do2 ds U 
1/s(ds1 + d15) 1/a(da1 + dis) das 
7 dii —d11 U 0 
6 — dos dos {) 
(4) (4) {) 
- 0 U U 1/e(2d14 + de) 
4 0 (8) (t 
1/3(da1 + dis) —Ls(ds1 + dis) 0 
Z L U 1 /6(2d13 + de) 
42m {) () Ü 
U (E 0 
4, 6, © 0 () U t 
ämm 0 (l 0 
Gmm, com] l/s(ds1 + d15) L/8(d31 + dis) dss 
23, 43m (Ù (ÿ 0 1/3 
0 0 0 dis 
0 Ô 0 


Notes. Dans toutes les classes centrosymétriques, de même que dans 
les classes coco, 432, 622, 422, oo 2 le tenseur f=0. 

Le tableau fournit les coefficients fa liés aux coefficients frs du ten- 
seur de l'effet piézo-électrique longitudinal par la règle de calcul correctif 


hold Moines 
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Tableau 58.3 


Symétrie de l’effet piézo-électrique longitudinal 


Classes de symétrie 
piézo—<lectrique 
longitudinaic 


Cristaux dont l'effet piézo<lectrique 
longitudinal est de cette symétrie 


1 | 

m 

mm2 2, mm2 

3m 3, 3m 

6m2 32, 6, 6m? 

00 m 4, 6, co, 4mm, 6mm, sm 
43m 222, 4, 42m, 23, 43m 


est dû au fait qu’elle englobe les semi-conducteurs piézo-électriques 
tels que la sphalérite, l’arséniure de gallium, l’antimoniure d'indium, 
d'indium, etc. Dans la classe 23 cristallise le germanate de bismuth 
dont les applications techniques sont nombreuses. 

Le tenseur de l'effet piézo-électrique longitudinal de ces classes ne 
possède qu’une seule composante indépendante et est multiple du 
septeur unitaire S° [43m] (voir tabl. 47.4) dont l’indicatrice, repré- 
sentée sur la figure 47.3, est une indicatrice universelle de l'effet 
piézo-électrique longitudinal de tous ces cristaux. L'effet piézo- 
électrique longitudinal se détermine dans la direction # d’après la 
projection stéréographique (fig. 47.3) au moyen de la formule 


f (n) = fisnningnr = 2f1239° (n)/V 3. (58.8) 


Le tenseur f de la classe de symétrie piézo-électrique longitudina- 
le 6m2, qui comprend les cristaux des classes 6m2 et 32, possède 
également une seule composante indépendante. Il est miltiple du sep- 
teur unitaire S° [6m2] (voir tabl. 47.3) dont l'indicatrice (voir 
fig. 47.4) est également une indicatrice universelle de l'effet piézo- 
électrique longitudinal pour les cristaux des classes appropriées. 
L'effet piézo-électrique longitudinal se calcule dans ce cas d’après 
la projection stéréographique de la figure 47.4 au moyen de la for- 
mule 


f (n) = — f2928° (n). (58.9) 
Pour la classe de symétrie piézo-électrique longitudinale © m 


fie = FvV'aôin + Fs Si (58.10) 
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où les tenseurs unités irréductibles de symétrie com (le vecteur V et 
le septeur S) sont définis par les égalités *) 


L4 — ka, (58.11) 
Shi (5kikk — 3ka 8m), (58.12) 


(4 est le vecteur unité de l’axe X.), tandis que les coefficients 
accompagnant les tenseurs unités sont : 


Fr =< (f333 + 2f113), Fs=+ (fass — 3f113)- " (58.13) 


Les indicatrices de l'effet piézo-électrique longitudinal des cristaux 
appartenant à cette classe de symétrie piézo-électrique longitudinale 


# 


X-70 unité LESE 


b) 


Fig. 58.1. Sections des indicatrices de l'effet piézo-électrique iongitudinal cons- 

tituant des surfaces de révolution: a) pour le cristal de sulfure de cadmium 

CdS, classe 6 mm; b)pour le cristal de titanate de barium BaTiO,, classe 4 mm. 

La symétrie des surfaces est oom, l’antisymétrie oo/m’m (voir $ 68) (Boutabaév 
et Sirotine, 1972). 


sont des surfaces de révolution 
f (n) = FyV0(n) + Fs S° (n), (58.14) 


où F?(n) et S° (n) sont des indicatrices du vecteur et du septeur uni- 
taires dont les sections sont données sur la figure 47.1. Suivant la 
relation liant les coefficients F.- et F$ ils sont de nature septorielle 
ou vectorielle; au premier type appartient, par exemple, la surface 
de l'effet piézo-électrique longitudinal du sulfide de cadmium CdS 
(classe 6mm) ; au second, du titanate de barium BaTiO, (classe 4mm), 
fig. 58.1. Ces deux cristaux trouvent une large application dans la 
technique. 


*) Voir tabl. 47.4 et formules (52.10) et (52.11). 
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Si l'’indicatrice de l'effet piézo-électrique longitudinal n'est pas 
une surface de révolution, il est plus commode de la représenter au 
moyen de projections stéréographiques (voir $ 24). C’est ainsi qu’on 
a représenté sur la figure 44.2 deux projections stéréographiques et 
une section de l’indicatrice de l'effet piézo-électrique longitudinal du 


Fig. 58.2. Projection stéréographique de l’indicatrice de l'effet piézo-électri- 

que longitudinal dans le cristal de sulfate de lithium Li,SO,-H,0, classe 2. 

La symétrie de la surface est mm2, l'antisymétrie mmm'; en 10-8 de l'unité 
CG 


cristal de la tourmaline (classe 3m). Sur les figures 58.2 et 58.3 on 
a donné deux projections stéréographiques d’indicatrices de l'effet 
piézo-électrique longitudinal de deux cristaux du système monocli- 
nique. On est frappé par la nature absolument différente de l’aniso- 
tropie de ces deux cristaux appartenant à la même classe 2. La sy- 
métrie de l'effet piézo-électrique longitudinal de ces cristaux est mm2 
les miroirs passant par l’axe 2 peuvent être distingués aussi bien sur 
la figure 58.2 que 58.3, mais ils s’expliciteraient mieux si l’axe 2 
était placé au centre de projection. 


En étudiant l'influence de la symétrie cristalline sur leurs propriétés piézo- 
électriques, on s’est servi des formes générales du tenseur des coefficients piézo- 
électriques d calculées pour différentes classes cristatlographiques. Or, certai- 
aes conclusions peuvent être obtenues sans calculs, uniquement sur la base du 
principe de Curie et du théorème de Hermann. Abordons donc ce problème. 

Pour que dans un cristal (et. généralement, dans un milieu homogène quel- 
conque) soumis à une action externe apparaisse une polarisation électrique, il 
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faut que dans ce cristal subissant cette action externe existe au moins une direc- 
tion polaire privilégiée; or, pour cela, il faut, à son tour (voir $8$ 3, 25 et an- 
nexe C), que le groupe de symétrie du milieu soumis à l’action externe soit com ou 
son sous-groupe quelconque 


© m 2 Gmi. act: (58.15) 


Mais le groupe de symétrie du milieu soumis à l’action selon le principe de Curie 
n’est. pas inférieur à l’intersection (partie commune) de deux groupes: le groupe 


Fig. 58.3. Projection + orapae de l'indicatrice de l’effei piézo-lectri- 
que longitudinal dans le cristal d'ethylènediaminetartrate, classe 2. La symé- 
trie de la surface est mm2, l'antisymétrie mmm’; en 10-8 de l'unité C(GSE. 


de symétrie du milieu libre G,.1 et le groupe de symétrie de l'action Gact: 


Gmi, act = GmiNGact. (58. 16) 
En confrontant les relations (58.15) et (58.16), il vient finalement 
oom = Gmi N Gact: (58.17} 


autrement dit, pour que dans un milieu homogène survienne sous l’action externe 
une polarisation électrique, il faut que l'intersection du groupe de symétrie du 
milieu et du groupe de symétrie de l’action soit le groupe com ou l’un de ses sous- 
oupes. 
sd Cette règle générale se vérifie pour toutes les formes de polarisation élec- 
trique. Pour une polarisation piézo-électrique la symétrie de l'action en fonc- 
tion de (58.17) se décrit par l’un des trois groupes : ocooom pour une compression 
triaxiale, c/mm pour une traction uniaxe, mmm dans tous les autres cas. 
Dans le cas général, quand Gyct = mmm, la condition nécessaire de l’ap- 
parition d’une polarisation piézo-electrique prend la forme 


com = Gmi f] Mmm. (58.18) 
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Le groupe mmm étant centrosymétrique et le groupe om non centrosymétrique, 
la condition (58.18) n’est satisfaite que par des groupes non centrosymétriques 
Gm1: les milieux homogènes piézo-électriques sont non centrosymétriques. 

Mais est-ce que tous les groupes de non-centrosymétrie Gm1 satisfont aux 
conditions (58.18)? L’un d'eux. à savoir coco, n’y satisfait pas en tout cas. 
En effet. co f] mmm — 222, mais ce groupe n’est nullement un sous-groupe 
de com. Ainsi, dans les milieux de symétrie co la polarisation piézo-électrique 
est exclue. 

Le problème de la polarisation piézo-électrique et de l'effet piézo-électrique 
trouve une solution différente dans les cristaux de la classe 432. On obtient 
sans peine la contrainte pour laquelle 432 MN mmm = 1; il suffit de l'appliquer 
de manière qu'aucun des axes de symétrie du tenseur des contraintes ne coïncide 
avec les axes de symétrie cristalline. Mais nonobstant le fait que la condition 
(58.18) est dans ce cas remplie. l'effet piézo-électrique linéaire dans les cristaux 
de la classe 432 est impossible. En effet, cet effet est décrit par un tenseur de 
troisième rang. Selon le théorème de Hermann les axes de symétrie quaternaire 
y jouent le rôle d’axes d'ordre infini. 11 s'ensuit de façon évidente que les cris- 
taux de la classe 432 ne diffèrent pas par la symétrie de l'effet piézo-électrique 
linéaire des milieux de la classe co; or, pour ces derniers, comme on vient 
de le voir, la polarisation piézo-électrique est interdite. Toutefois, à côte de 
l'effet piézo-électrique linéaire peut se manifester l'effet piézo-électrique qua- 
dratique, beaucoup plus faible, pour lequel la polarisation dépend quadratique- 
ment des composantes du tenseur des contraintes (voir $ 74): 


Di =410Q; jnimO jhOim - (58.19) 


Comme l'effet quadratique se définit par un tenseur du cinquième rang et l’ordre 
des axes de symétrie de la classe 432 ne peut dépasser le quaternaire, le théorème 
de Hermann n'est pas applicable à cet effet; par conséquent, cette ponts 
piézo-électrique n'est pas interdite par les aies de symétrie. Le calcul montre 
de le tenseur matériel du cinquième rang Q de symétrie interne V [[V2}j?] peut, 

e fait, posséder des composantes non nulles *) pour des cristaux de la classe 432. 

De façon analogue on peut montrer que la polarisation piézo-électrique 
longitudinale est interdite par le principe de Curie dans les milieux de symétrie 
2. En utilisant de même le théorème de Hermann, on se convainc que l'effet 
Re ut Li linéaire est également interdit dans les cristaux des classes 

et 622. 

Ainsi, les interdictions imposées par le principe de Curie et la condition 
d'annulation de toutes les composantes du tenseur matériel n’ont pas le même 
contenu. En s'opposant à la polarisation piézo-électrique dans les milieux de 
symétrie ocoo, fe principe de Curie exclut totalement l'apparition dans ces 
derniers de la polarisation électrique due à l’action des contraintes mécaniques, 
quelle que soit la nature de la dépendance fonctionnelle de la polarisation des 
contraintes (linéaire, quadratique ou encore plus compliquée). Par contre. de- 
l'égalité à zéro du tenseur des coefficients piézo-électriques pour des milieux 
de symétrie donnée il ne s'ensuit que la polarisation linéairement dépendante 
des contraintes est impossible dans ce milieu; quant à la possibilité d'une pola- 
risation piézo-électrique liée aux contraintes par une dépendance fonctionnelle 
pi compliquée (par exemple, quadratique), elle n'est nullement exclue. Ce- 
ait est illustré de façon exhaustive par l'apparition de l'effet piézo-électrique- 
quadratique dans les cristaux de la classe 432. 

Si l'on tient compte des effets piézo-électrique, piézo-électrique inverse, 
électrocalorique et piézocalorique, on aboutit à un système harmonieux d inter- 
action des phénomènes thermiques, électriques et mécaniques ayant lieu dans 
les cristaux: toute force thermodynamique généralisée appliquée au cristal 


*) Voir tabl. E. 23. La forme de ces tenseurs a été déduite pour toutes les 
classes par Koptzik (1966). 
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implique en général une modification de toutes ses coordonnées thermodynami- 
ques généralisées. Le schéma correspondant est représenté sur la figure 58.4 qui 
a été empruntée. avec quelques modifications, au manuel de Ney (1957). 
Bref, l'annulation du tenseur matériel aboutit à des interdictions plus 
concrètes mais moins générales, tandis que le principe de Curie aboutit à des 
interdictions plus générales mais moins concrètes. Toutefois, en associant le 


Cranceurs 
calortft 


ets éectrométt 


al 
29977p4210 


Fig. 58.4. Schéma d'interaction des phénomènes thermiques, électriques et 
mécaniques dans des cristaux. 


principe de Curie au théorème de Hermann, on peut obtenir des interdictions 
lus concrètes (par exemple, l'exclusion précisément de l'effet piézo-électrique 
inéaire dans les cristaux de la classe 432). Dans tous les cas il faut bien se rap- 
peler que le principe de Curie (avec ou sans le théorème de Hermann) ne fait 
qu'interdire tels ou tels effets, mais il ne postule pas que les effets qui ne le 
contredisent pas existent en réalité. 


La mise en œuvre complète des schémas d'interaction des proprié- 
tés thermiques, électriques et mécaniques des cristaux n’a lieu qu’en 
l'absence de symétrie ponctuelle, c'est-à-dire pour les cristaux de la 
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classe 1. Malheureusement on n’a rencontré jusqu’à ce jour aucun 
cristal de classe 1 pour lequel il fût possible de mesurer tous les coef- 
ficients.'La symétrie cristalline est la raison de la disparition de tel- 
les ou telles interactions. L'’illustration nous en est fournie par les 
matrices du tableau 58.4 (Ney, 1957). 


$ 59. Résolution simultanée d’équations d’électro- 
et élastostatique des cristaux 


La théorie d’élasticité et l'électrostatique ne peuvent, stricte- 
ment parlant, être appliquées isolément aux cristaux piézo-électri- 
ques. Toute variation d'état électrique d’un cristal piézo-électrique 
modifie son état mécanique et inversement, et ces modifications doi- 
vent satisfaire aux équations de l’électrostatique comme de la théo- 
rie de l’élasticité. Aussi pour déterminer l’intensité et le déplacement 
du champ électrique, les contraintes et les déformations dans un 
cristal faut-il résoudre un système d'équations 


div D =0, rot E = 0, (59.1) 
Div o—=0, Ince =0 (59.2) 


avec des conditions aux limites électriques et mécaniques appropriées 
compte tenu de la connexion entre les tenseurs de champ: 


D = x*E + 4nd:0, 
e = E-d +s:0. 


C'est précisément cette connexion qui empêche de résoudre l’un des 
systèmes (59.1) et (59.2) indépendamment de l’autre. 

La résolution du système total d'équations d'équilibre électrique 
et élastique sous forme de fonctions élémentaires n’est possible que 
dans les cas isolés particulièrement simples. On passera ici en revue 
quelques-uns de ces cas ayant des applications pratiques et permet- 
tant de saisir les particularités du problème. 

Plaque piézo-électrique sollicitée par des contraintes mécaniques 
uniformes. Soit une plaque cristalline dont l'épaisseur a est de beau- 
coup inférieure à la longueur et à la largeur a°< S ; on peut donc 
négliger les effets de bord. L'orientation de la plaque est fixée par 
le vecteur unitaire de la normale n ; posons que ce dernier est dirigé 
de la face inférieure de la plaque vers la face supérieure. Ses surfaces 
perpendiculaires à 7 sont métallisées. La plaque est sollicitée par la 
contrainte homogène ©. Cherchons la déformation et la densité des 
charges sur les armatures. 

Les surfaces métallisées constituent des surfaces équipotentielles. 
L'origine des coordonnées étant choisie quelque part sur l'armature 
inférieure, introduisons la coordonnée z = n-r. Il est évident que 


(59.3) 
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Tableau 58.4 


Matrices thermodynamiques # de toutes les classes 
cristallographiques et limites 


Système triclinique 


classe 1 classe 1 


Système monoclinique 


classe 2? classe m classe 2/m 


Système orthorhombigue 


classe 222 classe mm2 classe mmm 
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Tableau 58.4 (suite) 


Système quadratique 
classe 4 classe 4 classe &/m 


Système trigonal 


classe 3 classe 3 


Tableau 58.4 (suite) 


classe 32 classe 3m classe 3m 


Système hexzasgonal et textures 


classes 6 et classe 6 classes 6/m, 
/mmim, om et oo/mm 


Système cubique 
classes 23 et 43m classes m3, 432 et n3m 
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Tableau 58.4 (suite) 


Corps isotropes et gyrotropes 


classes 0050 m et oo 


Notations 


LS composante différente de zéro, 
@——0 composantes égales (et différentes de zéro), 
@e—0 composantes égales en valeur absolue mais de signe contraire, 


composante égale au double de la composante notée par un 


© point @ avec lequel ce signe est réuni par un trait, 
composante égale au double de la composante notée par un 

© point auquel elle est réunie par un trait, affectée d’un signe 
contraire, 

X 2 (sui — S12) = 2 (Mi — Mis). 


Toutes les matrices sont symétriques par rapport à la diagonale princi- 
pale. 


tous les plans parallèles aux armatures sont aussi des surfaces équipo- 
tentielles, le potentiel @ ne dépendant que de z, autrement dit o® — 
= @ (2). Mais alors l'intensité du champ électrique est E — —’n, 
où œ — dp/dz. 

Les armatures de la plaque sont soumises aux sollicitations 
c-n et —o-n par unité de surface, et les surfaces latérales aux solli- 
citations 6-q, où gq est une normale à l'élément considéré de la surface 
latérale. Dans ce cas sont satisfaites les équations d’équilibre élasti- 
que et les conditions aux limites des contraintes. Les équations (59.3) 
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peuvent être écrites à présent sous la forme 
D = —4x-nyp" + 4xd :0, (59.4) 
g — —n-dp" + s:0, (59.5) 


où p ne dépend que de z tandis que © est en général indépendant du 
choix des coordonnées. Donc, l'équation div D = 0 conduit à 

= (. Il en résulte que est une fonction linéaire de z. Cela signifie 
que les déformations sont homogènes et les équations de compati- 
bilité des déformations Inc e = 0 sont donc satisfaites identiquement. 

Pour des armatures court-carcuitées œ (0) — œ (a). D'où = 
— const, c'est-à-dire que l'intensité du champ dans la plaque est 
nulle. La densité des charges superficielles sur l’armature inférieure 
 aut 

Part = nr D=n.di0, (59.6) 
Sur l’armature supérieure elle est la même en grandeur, mais de signe 
contraire (à cause de l'orientation inverse de la normale extérieure 
à la surface). Les déformations dans la plaque sont dans ce cas, selon 
(59.5), £ — s:0, autrement dit identiques à celles produites en l’ab- 
sence de l'effet piézo-électrique. 

Avec les armatures coupées, la différence de potentiel U = 
= @ (0) — (a) = —ap’ n’est pas nulleet, par suite, le champ dans 
la plaque est également différent de zéro. D'autre part, avec les arma- 
tures coupées 2-D — 0. Compte tenu de ce fait, on obtient à partir 
de (59.4) 


, &an-d : © 
Be 0 (59.7) 
d’où se déduit l’intensité du champ E — — nr et la différence de 
potentiel entre les armatures U — — a’. La déformation est main- 


tenant fonction non seulement des propriétés élastiques du cristal 
mais également de ses propriétés piézo-électriques : en vertu de (59.5), 
on a 

an (r-d:0)n-d 
RAR 


E— — +s: 6. 


Cela peut être écrit sous la forme 


ef EICD lo. (59.8) 


nn 


L'expression entre crochets joue le rôle d’un nouveau tenseur de 
déformation élastique qui dépend des coefficients piézo-électriques. 
La rigidité de la plaque s'accroît, apparemment, quelque peu dans ce 
cas; et ce n'est pas étonnant, car le travail des forces appliquées 
à la surface de la plaque est maintenant dépensé non seulement à la 
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création de l'énergie de déformation élastique 


4x (n-d) (nd) É = 


2 


1 1 
Wéss = 5 a0:e=-a0: [s— n-x-n 


= po Sig o teo) 
2 2 noxn 
par { cm* de la plaque, mais également à la création d'énergie élec- 
trique *) 
À 2. 1 n-xcn { 4ran-d:œ \2? 1  4x(n-d : o)? 
We = CU 7 2 4na n-x-n | 2 n-xn 


par cm°. Ainsi, la déformation diminue exactement de la quantité 
nécessaire pour que l'apparition d'énergie électrique puisse être com- 
pensée par la diminution de l'énergie élastique ainsi impliquée. 

La relation Way/(Wéias + Wa) montre quelle partie de l’éner- 
gie mécanique Rméc = Wéias + Way dépensée à la déformation de 
la plaque piézo-électrique s'est transformée en énergie électrique ; 
la racine carrée de cette relation 


k=V Wa/Rméc (59.9) 


est appelée coefficient de couplage électromécanique. Elle peut être 
présentée sous la forme 


4n (E-d : o)° 
nr TT ICE Eee 


Cette relation ne dépend pas évidemment de la grandeur du champ 
électrique ou de la contrainte mécanique : si l’on augmente de plu- 
sieurs fois les composantes du vecteur Æ ou du tenseur 6, elle ne va- 
rie pas. Toutefois, par suite de l’anisotropie du cristal, elle dépend 
de façon sensible de la direction du champ électrique et de l’orien- 
tation du tenseur des contraintes. 

En pratique l’état de contrainte homogène d’une plaque piézo- 
électrique se réalise par une traction ou une compression pure dont 
la direction est soit perpendiculaire à la plaque (effet piézo-électrique 
longitudinal), soit à support situé dans son plan (effet transversal). 

Au cas de l’effet longitudinal, le tenseur des contraintes & — 
— onn. La densité de surface de la charge sur les armatures court- 
circuitées est 


Osurt = 02-d: nn, (59.11) 
la différence de potentil entre les armatures coupées 
U= neo ns (59.42) 
nn 


*) C'est ici la capacité par cm° de la surface de la plaque (voir $ 28). 
27—01180 
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En comparant la contrainte © à la variation relative d'épais- 
seur de la plaque 2-£-n, on aboutit au module d’Young E (n). Avec des 
armatures court-circuitées, sa grandeur est identique à celle obtenue 
en l’absence de l'effet piézo-électrique, tandis qu'avec des armatures 
coupées (comp. avec (59.8)) elle vaut 


1 4an (n-d : nn)° = 
Et =%n:snn [1 TC TS RL (59.13) 
La fraction entre crochets est apparemment le carré du coefficient 
de couplage électromécanique au cas de l’effet piézo-électrique lon- 
gitudinal (comp. avec (59.12)). Puisque dans toutes les formules 
‘décrivant l'effet longitudinal le tenseur d ne figure que sous forme 
de la combinaison #-d: nn, il peut être remplacé par le tenseur de 
l'effet piézo-électrique longitudinal f;;; = fijx, : en effet, pour tous 
nonan-d:nn = n-f: nn. La symétrie du tenseur f a été étudiée en 
détail au $ 58. 

Avec un effet transversal, le tenseur des contraintes 6 = 0qgq, 
où g est le vecteur unitaire ayant son support dans le plan de la 
plaque. Dans ce cas la densité de surface de la charge sur les armatu- 


res court-circuitées est 
Osurt = 0n-d : qq, (59.14) 


et la différence de potentiels entre les armatures coupées 


U = 4nao ET, (59.15) 


Le coefficient de couplage électromécanique pour un effet transver- 
sal vaut 


2 ____4r(n-d: gg)? 
= qn) QE & 49 ee 


et pour chaque section donnée (c'est-à-dire pour un n# fixé) dépend 
de la direction de la traction gq. 

Plaque piézo-électrique sous l’action d’une différence de po- 
tentiels. Soumettons les armatures d’une même plaque piézo-élec- 
trique à une différence de potentiels U. Un champ E = (U/a)n 
apparaît alors dans la plaque. Si la plaque est libre, c'est-à-dire si 
sur ses armatures et ses surfaces latérales aucune force n'est appli- 
quée, les contraintes sont nulles dans toute la plaque. Alors, 


D = (U]a) x-n, (59.17) 
£e — (U/a)n-d. (59.18) 
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Il s'ensuit que la densité de la charge sur l’armature inférieure est 


- nD- nn. (59.19) 
a ATu 


Psurf — 


Un analogue mécanique de la plaque à armatures coupées est 
constitué par une plaque sollicitée par une contrainte de compression 
ou de traction pure &6 = onn qui lui interdit de varier l’épaisseur, 
de sorte qu’on a toujours & : #zn — 0. A partir de l'équation 


e: nn = (U/a)n-d: nn + onn:s: nn -=- 
on obtient la grandeur de la contrainte 


FR LE ER (59.20) 


a nn:s:nn 
De là on tire la formule pour le déplacement 


| Eten en | 
= LR — ——_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—— me 
nn:s:nn 


présentée sous forme 


. An (d:an)(d:A#n). 209 
D=[x- nn:s:nn JE, (59.21) 
qui est analogue à (59.8): l'expression entre crochets joue le rôle de 
tenseur modifié de la constante diélectrique. La densité des charges 
sur les armatures 


n:D___ Un:x.n [ 4n (n-d : nn)° | (59.22) 


Psurt = 75 Ana ” (n.x-n)(nn:s:nn) 


est inférieure à celle obtenue pour une plaque libre (59.19). Comme 
dans (59.13), sa diminution est définie par le carré du coefficient de 
couplage électromécanique kX*. Ce même coefficient k® indique la 


partie responsable de création d'une différence de potentiels d'éner- 
gie électrique 


Paz Cure 
a= CU sn 


qui se transforme en énergie des contraintes mécaniques 
Î . 
Wimée = 40 :S:6 


(ces deux quantités sont rapportées à 1 cm” de la plaque). En effet, 
W #, AT (a-d:nn) È 
2 — mec st (n'd;:nn) : 
' Ra (n-x-n)(nn:s:nn)° (59.23) 


Cristal piézo-électrique sous pression hydrostatique. La solu- 
tion précise de ce problème n'est possible que pour un cristal de 
forme sphérique. Soit une sphère piézo-électrique de rayon À aux 


2i® 
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tenseurs de constante diélectrique x et des coefficients piézo-électri- 
ques d plongée dans un liquide non conducteur à constante diélectri- 
que *%, et où la pression vaut p. Le liquide remplit tout l’espace en- 
tourant le cristal. Les équations d'équilibre élastique div & = 0 et 
les conditions aux limites des contraintes (0-7 = 6,-n, où © et ©, 
sont des contraintes au sein du cristal et du liquide qui l'entoure, et 
n un vecteur unitaire de la normale à la surface du cristal) sont sa- 
tisfaites si dans le liquide et dans le cristal le tenseur des contraintes 


Er à - (59.24) 


Les propriétés piézo-électriques du matériau sont dans ce cas 
definies par le vecteur d = d: [ aux composantes d:;,, (voir $ 58). 
.C'est précisément à ce dernier que le vecteur du moment dipolaire 
piézo-électrique est colinéaire 


M = d:0—= —pd: Il = —pd, (59.25) 


qui, comme il fallait s’y attendre par analogie avec le problème 
de la sphère pyro-électrique ($ 31), permet de définir les potentiels 
du champ électrique 


Qt = —r-p-M, pe — (R/rÿr-y-. M 


dans le cristal et le liquide environnant respectivement. Les tenseurs 
constants B et y, inconnus pour l'instant, se déterminent, comme 
dans les $ 28 et 31, à partir des conditions aux limites de continuité 
du potentiel ® et de la composante normale du vecteur D à la sur- 
face de séparation entre le piézoélectrique et le liquide. 1]s’avère que 


— —"Ÿ — _—47 (x + 2%ol) 1 


De là on tire l'intensité et le déplacement *) du champ électrique 
au sein du cristal 


EG = —grad pt) = 4np (x + 24.1) -!t-d, (59.26) 
D = x) + 4nM = —24 EN. (59.27) 


Connaissant E et &, on calcule immédiatement la déformation. Cal- 
culons, en particulier, la variation relative du volume du cristal 


Teil 21 4nKd(x+2%) td], (59.28) 
où À = ([:5s: [)-!est le module de compression triaxiale (voir $ 53). 
Dans ce cas également la rigidité du cristal s'accroît sous l'effet 
piézo-électrique. Le rôle du carré du coefficient de couplage électro- 
mécanique, qui caractérise cet accroissement, est joué par l’expres- 
sion à soustraire figurant entre les crochets de la formule (59.28). 


*) Pour le calcul de l'expression (59.27) de déplacement électrique on 
utilise le même procédé déjà employé pour la déduction de la formule (28.27). 
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$ 60. Potentiels thermodynamiques invariants et 
variables et leurs matrices 


L'énergie intérieure d’un cristal U et son potentiel thermodyna- 
mique ® sont fonctions de trois grandeurs : du scalaire caractérisant 
l'état thermique du cristal, du vecteur caractérisant son état élec- 
trique et du tenseur symétrique d'ordre deux caractérisant son état 
mécanique. D'autre part, en thermodynamique on se sert d’un 
couple de grandeurs de chacune d'entre elles: les scalaires S et T, 


les vecteurs D et E, les tenseurs # et ©. L'énergie intérieure Ü consti- 


tue le potentiel thermodynamique du cristal par rapport à S, D,e, 
tandis que le potentiel thermodynamique ® joue ce rôle par rapport 
à T,E,6.11 ya en tout 2% — 8 jeux semblables et, partant, 8 po- 
tentiels thermodynamiques invariants. Ils s’établissent tous à partir 
de l'énergie intérieure par soustraction de cette dernière d'un, de 
deux ou de trois des produits: 


TS, E-D, 6:e. (60.1) 
Tableau 60.1 


Huit potentiels thermodynamiques invariants 


Notation et définition Appellation Différentielle totale 
U énergie inté| dU=TaSLE.dD0 : de 
rieure 
F=U—TS énergie libre | dF—-S4T-E.4D+0o: de 
Hy=U—E-D enthalpie élec-| dH,,=TdS—D.4E+0 : de 
trique 
His =V—6:e enthalpie méca-| dl, 4 = TdS=E-dD—e : do 
nique 
H=U—E-D—o:e enthalpie dH =TdS — D-dE—e : do 
Due =QV—TS—c:e potentiel ther-|d®,,,— —SdT+E. dD—e : do 
modynamique 
mécanique 
Du =U—TS—E-D potentiel ther-| d®,,=—S4T—D.dE—0 : de 
modynamique 
électrique 


O=U—TS—E-D—oc:e|potentiel ther- d®= —SdT — D.dE—e : do 
modynamique 
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Par contre, l'invariance de ces potentiels par rapport au groupe ponc- 
tuel G de symétrie cristalline s'ensuit du fait que l'énergie inté- 


rieure U = U (S, D, &) est invariante par rapport au groupe G, 
tandis que chacun des produits (60.1) l'est par rapport au groupe 
œo oo m>G. 


Voyons, par exemple, le potentiel H:, — U — E-D appelé en- 
thalpie électrique. Sa différentielle totale est 


dHa = dÙ — E-dD — D.dE = T dS — D.dE + o:de, * (60.2) 
d'où il,s’ensuit immédiatement que c'est le potentiel thermodynami- 
que par rapport à S,E,#æ. Et de fait, il ressort de (60.2) que 


Te, D, o =. (60.3) 


Les potentiels restants s'obtiennent de façon analogue. On les 
retrouve tous dans le tableau 60.1. I1 faut mentionner que ni les 
appellations données ni. à plus forte rai- 


son. les notations du tableau ne sont 
adoptées par tous les auteurs *). 


Ces mêmes huit potentiels sont représentes 
sur la figure 60.1 illustrant le procédé d'obten- 
tion de ces potentiels ainsi que leurs conne- 
xions mutuelles. Les potentiels occupent les 
sommets d'un rhomboëdre. Au sommet supé- 
rieur se place l'énergie intérieure, qui est un 
potentiel attaché aux coordonnées thermodyna- 
miques généralisées. Au-dessous, trois <om- 
mets sont occupés par des potentiels attachés 
à deux coordonnées et une force. Encore plus 
bas, trois sommets aux potentiels attachés 
à deux forces et une coordonnée. Enfin le som- 
met inférieur porte un potentiel thermodyna- 
mique ©, fonction des forces thermodynamiques 

énéralisées. Un sens physique déterminé peut 
également être attribué aux arêtes : la descente 
suivant l'’arête vers l'avant a le sens de sous- 
traction du produit TS, la descente à droite et 
vers l'arrière celui de soustraction du produit 


Fio. 60 Rhomboëèdre d E-D, la descente à gauche et vers l'arrière 
18 ompoereé dés celui de soustraction du produit o: e. Le mou- 
vement en directions opposées signifie évidem- 
ment l'addition des produits correspondants. 
Les sommets opposés du rhomboèdre sont occu- 
pés par des potentiels attachés aux variables thermodynamiques mutuellement 


complémentaires, par exemple, U (S, D, #) et O(T,E, o), ou F(T, D, &) 
et H(S, E, o). 
*) En particulier, le potentiel thermodynamique ® est quelquefois appelé 


énergie libre de Gibbs, tandis que l'énergie libre F est appelée énergie libre 
de Helmholtz. 


potentiels thermodynami- 
ques. 
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Il existe également des potentiels thermodynamiques variables. 
C'est. par exemple, la fonction L — ED, potentiel thermodyna- 
mique par rapport aux variables S, F;, D. Da Eps Eos Egs Ege Enr Eer 
et la fonction U — TS — ED; — 02€, potentiel thermodynamique 


par rapport à TZ, E,, D,, D3, &y, €, Egs Ex Es. Eg- 
Ces potentiels d’une manière ou d’une autre sont fonctions de la 


direction. Par exemple, le potentiel U — E,D, dépend du choix du 
vecteur unité e,: s’il est choisi différemment, le potentiel varie en 


général. Toutefois, le potentiel U/ — E,D, ne dépend pas du choix 
des vecteurs unitaires e, et e, dans le plan perpendiculaire au vecteur 


unité e,. Mais le potentiel U — TS — E,D, — o,8,, au contraire, 
dépend du choix de deux vecteurs unités e, et e,, c’est-à-dire du re- 
père tout entier. 

Les potentiels variables peuvent être assimilés à des fonctions 
non seulement d'arguments thermodynamiques courants mais égale- 
ment d’un ou de plusieurs vecteurs unitaires p. q, . .. C’est ainsi 


que le potentiel L’ — E,D, constitue la valeur particulière (pour 


P = e;) du potentiel L’ — (E-p) (D-p): tandis que le potentiel 
U — TS — E,D, — 6,e, est la valeur particulière (pour p = e;, 


g = e2) de Ü — TS — (E-p) (D-p) — (oc : gq)(e: gg). 

Soit Ÿ un potentiel quelconque (non forcément invariant) et 
E,, ..., E10 Ses arguments (y, ou Ÿ ,) relevés à partir d’un état de 
référence pour lequel toutes les forces thermodynamiques sont nulles, 
le cristal y étant non déformé et non polarisé. Dans ce cas le début 
de développement en série de Taylor prend la forme 


1 92Y 
= Ce AS .u Li 

Tee ot 2 OË A 88 ), Eaëe NE (604) 
Suivant que l'argument E, est une coordonnée ou une force thermo- 
dynamique, on a l’une des égalités suivantes 


°y 

EaA= Ya, Ya= (SE ), tr: (60.5) 
, y 

Ea=Ÿas Ya= Cr êg- (60.6) 


Appelons matrice du potentiel Y la matrice || (0*W/08 ,08), ||, 
si V est un invariant et se trouve dans la moitié supérieure du rhom- 
boëdre de la figure 60.1 ou si W est variable et obtenu par soustrac- 
tion de U au plus de cinq produits Y 4y4. Dans les autres cas on 
considère comme matrice du potentiel Y [|| — (9*W/6E , dE»), Il. 

Notons quelques propriétés de ces matrices thermodynamiques. 
Elles sont toutes symétriques. L'une quelconque d'elles peut servir 
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à la détermination approchée du potentiel approprié suivant la for- 
mule (60.4), de la force thermodynamique suivant la formule (60.5) 
ou de la coordonnée suivant la formule (60.6). Enfin, les matrices 
des potentiels Y et Q@ par rapport aux arguments mutuellement 
complémentaires &,, . . .; &10 @t G+ - + «s Go satisfont aux relations 
de la forme 


IT enr] 


Cr 9ëD | | Eco le (60.7) 


où || £ 1,8 |lest une matrice diagonale dont la diagonale est Cu nosce 
d'unités affectées du signe plus et moins: 


+ Ô AB» si Ea — YA» GA F7 Y à; 


. sd e 
— Vip S1 EA = Y 1» GA —= YA: 


eee dbc 


Exn= | 


C'est ainsi que la matrice du potentiel thermodynamique 
Mas ll = || — (0*D/0Y , 6Y »)o || introduite au $ 57 définit en 
première approximation le potentiel thermodynamique 


D =D, — + M a8Y an (60.8) 


de même que la dépendance des coordonnées thermodynamiques des 
forces thermodynamiques 


Ya = MasŸp. (60.9) 

La matrice d'énergie interne || 48 || = || (d0*U/dy À 0y »)9 I remplit 
un rôle analogue: 

U=U, ++ N'ABYAYB) (60.10) 

Ya = Nasÿs; (60.11) 


on conState immédiatement qu'elle est l’inverse de la matrice du po- 
tentiel thermodynamique: V = M-}; dans ce cas (et seulement dans 
ce cas) £ est tout simplement une matrice unitaire. 

Dans une notation plus détaillée la formule (60.11) prend la 
forme *) 


© = (To/C,) £ — (To/C) qu Dr — (To/Cs) Buëur (60.122) 
Ei = —(To/C.) qi + Ann Dr — hinës  (60.12b) 
Où = —(To/Cs) BE — hxDa + Connu (60.12c) 


*) Les lettres a, b, c dans les numéros des formules se rapportent respecti- 
vement aux grandeurs thermiques, électriques et mécaniques. 
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C, est la chaleur spécifique rapportée à l'unité de volume pour des 
déformations constantes et un déplacement constant, n;, l’imper- 
méabilité diélectrique adiabatique pour des déformations constantes, 
c, les coefficients d'élasticité adiabatiques pour un déplacement. 
constant, B, les coefficients de thermoélasticité pour un déplacement 
constant, g; et hi, le vecteur et le tenseur décrivant les propriétés 
pyro-électriques et piézo-électriques du cristal, qui ne possèdent pas 
d’appellations courants (l'appellation de « constante de Mason » 
pour h;, n’a pas été adoptée par l'unanimité de scientifiques). 

En guise de second exemple, examinons le potentiel H4, (S, E. &). 
Des formules (60.3) on tire 


2H GtH PH. 
=), =+ (=). -E+ ( TS de le :e,  (60.13a} 
: 92H 2H , Sa \. | 
D= (ris 2 (Gras LE (re) te (60.180) 


ou sous forme matricielle 


8 (02Ha'0S?), (0Ha'0S 0E), (dH4:0S de), > 

—D|| = | (0:H4/0E 0S), (9Ha4/'0E dE), (d?H4:0E 0e), ||| E 

o (02He10e0S), (0Hu:080E), (d9Ha/de de), |||| : 
(60.13} 


Le potentiel d'arguments complémentaires est Dec (T, D, 06): 
l'équation de sa matrice, analogue à (60.13), est de la forme 


D 
—E|| — 
£ 
— (92Onéc/0T2)y  —(92Dinéc/0T 0D)y  —(9-Pméc: OT 06) 
= || —(92Dcc/0D OT), — (02Dméc/0D 0D)y —(02Dméc/0 D 96), | > 
— (82Dméc/00 0T)o —(02Pméc/06 2D)5  —(0 Déc 60 00), 
6 
.D||- (60.14) 


En confrontant (60.13) et (60.14), on constate que les matrices des 
potentiels A: et D, en accord complet avec l'équation (60.7), 
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sont liées par la relation 


— (d22Dnec/OT?), — (2 Dnéc/0T 6D) —— (d2Dnec'0T 06) Sd 


— (4 Déc OD OT), — (82Dée/0D/0D)) —(62Dmée/0D 86), 
— (02Dc/00 0T)o  — (02Dinéc/00 0D))  —(8 Dméc/00 00) 
1 001! (d2Ha0S°2),  (d2Ha,0S0E)) (02H05 0e), 
— ||0 —10|| (02H:1/0E 6S), (6Ha/0E0E) (92Ha/0E 6e), | x 
0 0111 (4 Ha/0e0S), (02H,;1/0e80E), (d2H4/0e de), 


1 O0 
x [0 —10|. (60.15) 
0 o1 


Les éléments des matrices dans les formules (60.13)-(60.15) sont 
non seulement des nombres mais également des vecteurs et des ten- 
seurs ; en particulier, deux unités des trois dans les matrices £ de la 
formule (60.15) font office de tenseurs. 


$ 61. Dépendance des coefficients thermodynamiques 
des conditions dans lesquelles s'effectuent les mesures 


Les coefficients caractérisant les propriétés des substances dé- 
pendent, et parfois de façon très sensible, des conditions dans les- 
quelles ces propriétés se mesurent: la chaleur specifique mesurée 
pour un volume constant n'est pas égale à la chaleur spécifique obte- 
nue avec une pression constante ; la compressibililé adiabatique n'est 
pas égale à la compressibilité isothermique. Les cristaux ne consti- 
tuent pas en cette matière une exception; c'est ainsi que les proprié- 
tés mécaniques des cristaux dépendent des conditions électriques 
imposées (les armatures de la plaque piézo-électrique sont court- 
circuitées ou coupées), et ces dernières des conditions mécaniques 
{la plaque se déforme librement ou elle est comprimée mécanique- 
ment). 

Chaque potentiel thermodynamique engendre sa matrice thermo- 
dynamique propre et, respectivement, son système de coefficients 
thermodynamiques, qui sont les éléments de cette matrice. 

Partons d’un système de coefficients thermodynamiques engendré 
par un potentiel thermodynamique ®, c'est-à-dire défini par les 
équations *) 


Eat, (1.1) 
0 


*) Voir note p. 424. 
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D, = pO+- EE + dou. (61.1b) 
Ex =0)0 + dE, +s;u0n. (61.1c) 


Les coefficients %;x. Sin. diu Sont mesurés à une température cons- 
tante. Calculons les valeurs de ces coefficients mesurés dans des 
conditions adiabatiques au lieu d'isothermiques. 

Dans un processus adiabatique l'entropie demeure constante, 
tandis que la température varie. Ses variations se déterminent sans 
peine à partir de l'équation (61.1a) 


T, T 
= T2 Cr PrEx Cr LuOu (61.2a) 


(pour plus de généralité, on n'admet pas ici que Ÿ — 0 en posant 
que l'’entropie peut demeurer constante sans être égale à S,). Portons 
la valeur obtenue de © dans les équations (61.1b) et (61.1c): 


= T ’ 4 T, T 
D; = Tr Pi + (Tr un ae PiPu) Ey + (du 7 PiG | TE 
(61.2b) 
T T T 
Ey. =, HÈ ss (du, —# po.) Es + (su Cr day Ou- 
(61.2c) 


De là on tire les valeurs adiabatiques des coefficients 


4nT, 7; (S) To 
AO = Lin — | PiPh: SD = Sy — 7 Au, du = dut, Pau. 


C} Cp 
(61.3) 


Ainsi, les constantes diélectriques adiabatiques et les coefficients 
piézo-électriques ne diffèrent des coefficients isothermiques que pour 
les cristaux pyro-électriques. Quoique quelques coefficients adiaba- 
tiques de déformation élastique soient différents des coefficients 
isothermiques correspondants pratiquement pour tous les corps, dans 
les cristaux de symétrie suffisamment élevée une partie des coeffi- 
cients adiabatiques coïncident avec les coefficients isothermiques 
(par exemple, pour les cristaux cubiques s®) = s,,). Les formu- 
les (61.3) montrent également que les coefficients adiabatiques dia- 
gonaux de la constante diélectrique (X;,; X22, X33) et de déformation 
élastique (s1, Spor + + +» Ses) ne Sont pas supérieurs aux coefficients 
isothermiques correspondants; cette assertion, comme d’autres iné- 
galités thermodynamiques, se vérifie pour tout repère. 

Les formules (61.2) définissent en fait la matrice thermodynami- 
que de l’enthalpie À — D + TS qui est le potentiel thermodyna- 
mique par rapport aux variables S, £, o. De plus, les éléments de 
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cette matrice sont exprimés en fonction des grandeurs se mesurant 
sans peine expérimentalement, à savoir les éléments de la matrice M. 

En remplaçant une seule variable indépendante, on peut, appa- 
remment, agir toujours de cette façon. Etudions maintenant le cas 
quand au lieu d'une seule on remplace simultanément trois varia- 
bles indépendantes : calculons les coefficients C,, s;, et &1 non pas 
pour un champ électrique constant, comme dans les équations (61.1), 
mais pour un déplacement constant. A cet effet, résolvons le système 
d'équations (61.1b) par rapport aux composantes du vecteur E. 
Calculons d'abord le tenseur n* = »x-!, c’est-à-dire le tenseur d'im- 
perméabilité diélectrique mesuré au cours d'un processus isothermi- 
que et pour des contraintes constantes. A l’aide de ce tenseur on 
aboutit à 


E,= — Annaps9 + Ann D, — A7 dinOns (61.4b) 


puis portons cette expression dans (61.1a) et (61.1c), et il vient 


2 = (CT —4nnpip)O+ apr D, + (a, — 47 iPrdin) Ou» (G1.4a) 


= (a —4nntipidus) 0 + Ann dus Di + (sin — Ann id aid) Ou 


Les équations (61.4) définissent la matrice correspondant au poten- 


Le 4 

tiel thermodynamique ®,,4 — D + E-D. On constate que les 
coefficients thermodynamiques à déplacement constant ne diffèrent, 
pour un champ électrique constant. des coefficients analogues que 
pour les cristaux pyro-électriques (C, et æ;) et piézo-électriques 
(OME 

Le calcul des corrections à apporter avec le passage des coeffi- 
cients isothermiques aux coefficients adiabatiques et des coefficients 
à champ constant aux coefficients à déplacement constant montre 
que pour la grande majorité des cristaux *) elles sont très faibles. au 
plus de 1 %. La seule exception s'observe pour les coefficients pyro- 
électriques mesurés avec une déformation constante et une contrainte 
constante : la différence est de l’ordre de grandeur de ces coefficients. 
Pour l'obtenir à partir de l'équation s,,ct, = 6,,. calculons les 
coefficients cj,, qui sont des coefficients d’élasticité d'un processus 
isothermique à champ électrique constant. En résolvant à l’aide 
de ces coefficients l'équation (61.1c) par rapport à ©6,. on aboutit à 


Ou = —ChvayO — chy disEn + chve,. (61.50) 


*) Ceci ne se rapporte pas aux cristaux ferro-électriques. 
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et en portant ©, dans (61.1a) et (61.1b), on obtient 


DE (= chats ) O + (pr —chaidys) E, + chvaues, (61.5a) 


Di =(pi— d'iucuvav) O + (in — d'ucévday) En + dincävev.  (61.5b) 


Ainsi, les coefficients pyro-électriques à déformation constante sont 
égaux à 


PO = pi dincuvas- (61.6) 


Pour tous les cristaux pyro-électriques les coefficients pyro-électri- 
ques mesurés avec une contrainte constante diffèrent d'une manière 
ou d'une autre des coefficients mesurés avec une déformation cons- 
tante. vu que tous les cristaux pyro-électriques sont aussi des cris- 
taux piézo-électriques. 

Dans les conditions courantes d'une expérience physique ou 
d'application technique de cristaux on n'est pas en mesure d agir 
sur le cristal avec toutes les forces thermodynamiques pensables. Si, 
par exemple, le cristal est utilisé comme plaque diélectrique dans un 
condensateur plan, l'intensité du champ électrique y est perpendi- 
culaire au plan de la plaque. Les charges subies habituellement ne 
permettent, à leur tour, d'obtenir que quelques formes particulières 
des contraintes, par exemple, les contraintes de compression et de 
traction dirigées suivant la normale nr au plan de la plaque ou sui- 
vant une direction déterminée q perpendiculaire à cette normale 
(n et q étant des vecteurs unités). Dans ces conditions le potentiel 
thermodynamique du cristal ne dépend en fait que de trois variables 
(T, E, ©) et non pas de dix, comme dans le cas général. Il est évi- 
dent que tous les autres potentiels thermodynamiques doivent dans 
ce cas se déterminer par trois variables indépendantes appropriées, 
bien que, généralement parlant, toutes les composantes du vecteur 
déplacement et du tenseur déformation soient non nulles. C’est 
qu’en fait ne sont essentielles qu'une seule composante du vecteur 


déplacement (D-n) et une seule composante du tenseur de déforma- 
tion (27-e-n ou g-8-q); quant aux autres, elles sont définies univo- 
quement par ces dernières (par la température ou par l'entropie). 

Etudions, par exemple, l’effet pyro-électrique dans une plaque 
cristalline découpée de manière que le vecteur des coefficients pyro- 
électriques soit normal à son plan, c’est-à-dire p = pr. Si les arma- 
tures sont court-circuitées et la plaque n'est sollicitée par aucune 
contrainte, les coordonnées thermodynamiques généralisées sont alors 


E = (C,/To) 0, (61.7a) 


n.D = p6, (61.7b) 
nn: € = (nn: a) 6. (61.7c) 
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La densité des charges sur l'armature est 
Psurt — 2° D = pO, (61.8) 


d'où l’on déduit le coefficient pyro-électrique p pour des contraintes 
constantes (ou nulles). 

Appliquons maintenant à la plaque une contrainte de compression 
c—onn telle que l'épaisseur de cette dernière ne varie pas avec 
l'élévation de la température. Le champ électrique dans la plaque 
continue à demeurer nul, de sorte que 


£ = (Ch/T5) 0 + («: nn) 5, (61.9a) 
n-D = pO + (n-d: nn) 0, (61.9b) 
nn:e = (nn: a) O9 + (nn:s:nn) 6. (61.9c) 


L'épaisseur de la plaque restant constante, nn:2e — 0, et, à partir 
de (61.9c), il vient 


Dee 60) (61.10c) 


nn°s:.nn 


et, en portant © dans (61.9a) et (61.9b), on obtient encore deux équa- 
tions 


_F Cp (an : œ)° 
bel le mue srer dl Eee 
. (an: œ)(n-d:nn) -d:rn) 
nD=|p— a. re | 6. (61. 10b) 


Apparemment, dans ces conditions, le rôle du coefficient pyro- 
électrique est rempli par le coefficient associé à © dans l'équation 
(61.10b) ; il est naturel de le noter P{nn : #>. Soulignons que ce n'est 
pas un coefficient pyro-électrique obtenu avec des déformations cons- 
tantes: on a pour composantes constantes celle du tenseur de défor- 
mation nan :# et toutes les composantes du tenseur des contraintes 
différentes de nn: ©. 

L'étude d’autres expériences semblables s'effectue de façon ana- 
logue. Comme dans l’exemple donné, il faut veiller soigneusement 


aux composantes des vecteurs E et D et des tenseurs 6 et # qui restent 
constantes dans les conditions de l'expérience. 

Calculons à présent les éléments ee la matrice de l'enthalpie 
électrique F4, (on en aura besoin au $ 62ipour le calcul des correc- 
tions piézo-électriques à la vitesse de propagation d'ondes élasti- 
ques dans les cristaux). Les éléments de la matrice d’enthalpie étant 
connus (voir formules (61.2)), partons de la définition Hu = H + 
+ 01€. Aussi faut-il commencer par le calcul de la matrice inverse 
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de s$7) (voir (61.3)), autrement dit résoudre le système d équations 
[Su — (Toi Cp) aa] co — Ôx (61. { 1) 


par rapport à ce), c'est-à-dire des coefficients d’élasticité adiabati- 
ques pour une intensité constante du champ électrique. Cela nous 
permet de résoudre par rapport à 6, les équations (61.2c) : 


(S) , : 
= —(To/C}) Pa,E— {5 dDE, + ce. (61.12c) 


Les coefficients associés à ©, £,, e, composent les six lignes infé- 
rieures de la matrice d’enthalpie électrique. Ses autres éléments 
s'obtiennent en portant (61.12c) dans (61.2a) et (61.2b) et en ras- 
semblant les coefficients associés à Z, £, et &; : 


O0 = [To/C >) [1 + (To/C >) ac(Ea,.] E — 
— (To/Cp) (Pr — Ed) En —(To/Cy) &c{Pes, (61.12) 
Di = (To/Cp) (pi dRcEda,) © + 
+ (GS — dc) E, + dPEe,. (61.12b) 


Ces coefficients composent justement les quatre lignes supérieures 
de la matrice cherchée ; il faut seulement multiplier les lignes cor- 


respondant au vecteur D par —1 (voir formules (60.13)). 
Au cours d'un processus adiabatique Z = 0 et les formules 
(61.12b, c) peuvent être présentées sous forme 


D=XS0E, + ere, 
ER: (61.13) 
o= —e}1E, + ciie,; 


les coefficients thermodynamiques introduits de nouveau sont liés 
aux dérivées secondes du potentiel thermodynamique par les rela- 
tions (61.11) et 


Se 0 = gg — dix dau — (To/Cp) PiPh + 
+(To/ Ch) (pic dun + dc pr) —(T 0/ C,)? Piaf py, (61.14) 
egu = [din —(To/C») pit] CE). (61.15) 


Les exemples passés en revue montrent qu'en déterminant expé- 
rimentalement les éléments d’une quelconque matrice thermodyna- 
mique, on peut, ensuite, calculer les éléments de toutes les autres 
matrices thermodynamiques. C’est ainsi qu’en calculant le tenseur 
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n = | xS °]-1, où #5. 2 est l’ensemble des coefficients associés à E 
dans la formule (61.1b), on est en mesure d'exprimer E comme une 


fonction de Z, Det e et, en portant la valeur trouvée de E dans 


(461.1a) et (61.1b), d'exprimer comme des fonctions de Z, Det es 
également 6 et o. En comparant les relations obtenues aux formules 
(60.12), on peut exprimer les coefficients thermodynamiques T/C,, 
Min Cour Ba. gi et h:,, dérivées secondes de l'énergie interne, au 
moyen des dérivées secondes du potentiel thermodynamique C,/T;,, 
Kiks Saur Pis Ans di. Toutefois, en pratique, le problème n'est pas 
aussi simple. Les données expérimentales sont d'une précision limi- 
tée. Lorsqu'on calcule, d’après les données expérimentales, les élé- 
ments de la première matrice thermodynamique, on voit bien que 
la précision diminue sensiblement, les calculs correctifs subséquents 
n entraînant que l’affaiblissement de cette précision. Aussi dans ces 
calculs faut-il apprécier minutieusement la précision des résultats 
obtenus. Afin de minimiser les erreurs, il convient de partir non pas 
des données expérimentales par défaut mais par excès. Les calculs 
se compliquent évidemment, mais les résultats s'avèrent plus précis. 
La méthodologie de ces calculs. étudiée spécialement sur l'exemple 
des calculs cristallophysiques, est décrite par Ney (1957). 


$S 62. Ondes élastiques dans les cristaux piézo-électriques 


Pour l'étude des particularités de propagation d'ondes élastiques 
dans les cristaux piézo-électriques il est nécessaire d'examiner les 
solutions du système lié d'équations de l’élastodynamique et d’équa- 
tions de l'électrostatique. En recourant à des équations d'électro- 
statique au lieu d'électrodynamique on commet évidemment une 
erreur ; l’ordre de grandeur de cette erreur est celui du carré du rap- 
port de la vitesse du son au sein du cristal à celle de la lumière, 
autrement dit est tout à fait insignifiant. 

Le système à résoudre est le suivant: 


Div o = puy (62.1) 
div D =0. (62.2) 


Aux équations rot E = 0 et Inc g = 0 il est possible de satisfaire 
identiquement si le tenseur des contraintes © et le vecteur de dépla- 
cement électrique D sont exprimés en fonction du potentiel q et du 
vecteur déplacement u. A cet effet, il faut se servir de la matrice d'un 
potentiel thermodynamique tel qui soit fonction du vecteur inten- 
sité du champ électrique Ë£ = —grad , du tenseur des déformations 
£g — Def z et, enfin, de l’entropie S, vu que la propagation d'ondes 
élastiques est un phénomène adiabatique. Ce potentiel thermodyna- 


mique est Ha = ÜU — E-D (il a été étudié en détail au paragraphe 
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précédent). Les formules (61.13), qui y ont été déduites, deviennent 
plus commodes une fois représentées sous forme *) 


S, Ô ou : 
D; = ds e) + bem (62.3) 
Œ) OUk 29 / 
Oij = Rif A Lhe Cijk l dx Z] e (62. 1) 


Ici le tenseur s — Def u est remplacé par le tenseur Ou/ôr, car la 
multiplication par deux tenseurs cç et e, symétriques par rapport aux 
deux derniers indices, fournit dans les deux cas un résultat identi- 
que. Les composantes e;,, du tenseur e sont liées aux coefficients 
ex, par les relations (voir annexe F) 


ein = ny lp =1,..., 6). 


En portant les expressions (62.4) et (62.3) dans les équations 
(62.1) et (62.2) respectivement, on obtient un système d'équations 
différentielles en dérivées partielles d'ordre deux par rapport aux 
fonctions u; (r, t) et œ(r, t): 


OUR 0° __ d'u; 
Cijht 57 + FERij Gand Po ? (62-5) 
d*t 
—Hih = +énen see Er == (0. (62.6) 


En utilisant les notations du $ 56 et en notant par AE l’amplitude 
du potentiel, écrivons que les ondes planes des déplacements et de 
potentiel sont rigidement liées entre elles: 


a —= Ap exp [(2xi/X) (m-r — vt)], 
o = AË exp [(2xi/À) (m-r — vt)]. 
En les portant dans les équations (62.5) et (62.6), il vient 
Minpr + gs = oùpy,  M:p + ÈS = pvp; (62.7) 
—K + 4angipr = 0, —&K + 4ng-p = 0, (62.8) 
où ont été introduites des notations 
Min = eijpumims, M=me:c.m; 
Gh = CirRIMiMIy, £ = Mme m; 
K = x:imima, K = m-x-m. 


Ainsi, à côté du tenseur de Christoffel M (voir $ 56). on introduit 
ici le vecteur g et le scalaire ÆÀ qui lui sont analogues. À partir de 
(62.8) on déduit 


+ ep LP 


*) Dans les formules suivantes, au lieu de x5. 5) et cE), on écrira %x;x @t Cyjhte 


28—01180 
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qui, porté dans (62.7), donne 
47 à 47 s 
(My + gy8x) Pr — OU"P;. M TH ge) -p=pu°p. (62.9) 


Il est tout naturel d'appeler ce système d'équations équations de 
Christoffel pour un cristal piézo-électrique. Donc, la modification, 
par rapport au cas d'ondes élastiques, se réduit pour un cristal piézo- 
électrique au remplacement du tenseur de Christoffel courant M par 
le tenseur M + (4x/X) gg. - 


Etudions. par exemple, la propagation d'ondes élastiques dans un cristal 
de la classe 2 le long de l'axe binaire X.. Le calcul des composantes du tenseur M 
est beaucoup facilité par le fait que dans ce cas M}, = core. De là (voir tabl. 
E.18) il vient 


Mu = Cor  Moo = Cons Man = Cas 
Me3= 0. Mu=cuw M0. 
Quant aux composantes du vecteur g, elles sont dans ce cas égales à g; = eajs- 
Selon le tableau E.11 
= L=en LEs=0. 
Enfin, À = x... Les équations de Christoffel (62.9) prennent la forme 


CesP1 + CaePa = PP, 
(c22 + Añteñs/ Ho) Pa = Pripe, 
CaeP1 + CaaPa = PE*Ps- 


11 s'ensuit immédiatement que dans ce cas seule se modifie la vitesse des ondes 
longitudinales qui s'avère égale à 


1 47e 1 ânes 
= V +(eut E) zu (1+— - 2 |, 
P 7 Vos 2  HaoCoe 


où 4 est la vitesse calculée sans prise en compte de l'effet piézo-électrique. Le 
rapport 4ïeï./(X22022) joue ici le rôle de carre du coefficient de couplage élec- 
tromécanique. 

En guise de second exemple. plus compliqué. étudions la propagation des 
ondes élastiques dans un cristal de classe »# endirection de la normale au miroir; 
c'est toujours l’axe X,. Le tenseur M et le scalaire Æ ont déjà été calculés dans 
l’exemple précédent. Les composantes du vecteur g sont toujours égales à g; — 
= 252. Mais cette fois, selon le tableau E.11. on obtient 


81 — €0a: £a = 0, 83 — Cas. 


Pour cette raison les équations de Christoffel ont pour expression 


4 2 4: 9 œ 
(cas+ x) pit (css ans Ps = PL* Pi» 


#22 #28 
C22P2 = PU Po, 


(eue + et) + (cut 


4nes 
— | Pa = Pv?ps. 
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.… 1] devient évident que dans ce cas la correction piézo-électrique apportée 
à la vitesse des ondes longitudinales est nulle, mais les vitesses et les directions 
de polarisation des ondes transversales se modifient. 


On a montré récemment que dans les cristaux non centrés l'in- 
fluence du champ électrique peut conduire à des variations aussi 
bien linéaires que non linéaires des vitesses de phase d'ondes élasti- 
ques (Blistanov, Pétrakov, Chaskolskaïa et autres, 1977). 


$ 63. Inégalités thermodynamiques 


Dans un processus irréversible l'entropie du corps varie non seu- 
lement par suite de son transfert des corps environnants au corps 
concerné ou inversement, mais également du fait que l’entropie 
apparaît dans le corps même. Ce phénomène s'exprime par l'inégalité 


2 ee () (63.1) 


qui est l’une des formulations possibles de la seconde loi de la ther- 
modynamique. D'autre part, selon la première loi de la thermody- 
namique, la vitesse de l’apport de chaleur 


aQ _ A _ pod Go, 53 9 

WE dd 4 (63 2) 
En profitant de la positivité de la température absolue 7, on tire à 
partir de (63.1) et (63.2) l'inégalité 


dU dS dD .d… dl dr A 
ad D Qi A 0) (63.3) 
Si le système n'est pas dans un état d'équilibre thermodynami- 
que, le potentiel thermodynamique ® = U — X 1x, dépend alors 
non seulement des forces thermodynamiques généralisées, mais éga- 
lement d'autres arguments, de sorte que la vitesse de sa variation 
pour des forces thermodynamiques constantes vaut 


au dy a dr à 
(+ ).=+ (U— Xara)x = — Xa 2e. (63.4) 
En confrontant cette expression à (63.3), il vient 
dD | . 
(Tr). <0: (63 5) 


autrement dit, pour des forces thermodynamiques constantes le po- 
tentiel thermodynamique © d’un système déséquilibré diminue, tan- 
dis que celui d'un système en équilibre ne varie pas. En d'autres 
termes, l’état d'équilibre thermodynamique diffère de tous les 


28° 
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autres états de la substance, se caractérisant par des forces thermo- 
dynamiques identiques, par le fait que dans un état d'équilibre le 
potentiel thermodynamique atteint une valeur minimale, et tous les 
écarts possibles de cette valeur doivent être positifs: 


(ôD)x > 0. (63.6) 


A la confrontation du potentiel thermodynamique d'un état d’équi- 
libre aux potentiels thermodynamiques d'états de non-équilibre 
proches, il faut prendre en compte que ces derniers ne sont pas defi- 
nis par les seules 10 forces généralisées, mais dépendent également 
d’autres paramètres. Si ces paramètres sont des coordonnées généra- 
lisées. alors 


(BD) x = 8 (0 — Xaza)x = 2 ra ++ 5 ÉTAÔT D — X ab a. 


0x A A oz B 


La fonction U se développe en série jusqu'aux termes de second ordre, 
puisque les termes de premier ordre s’annulent entre eux: _— — 
— X\1 = 0. Ainsi, il s'ensuit de (63.6) l'inégalité 


TT _ Gr 673 >0. (63.7) 


Ôx A 0Z B 


Strictement parlant, pour la réalisation de la condition (63.6) il suffit 


que la forme quadratique Ôr4Aôz8 ne soit pas négative et que pour 


QU 
OZ A0ZR 
des valeurs de z4 pour lesquelles elle s’annule, c'est la forme de troisième ordre 

ui soit nulle et la forme de quatrième soit positive. Excluons ce cas de l’étude, 

e sorte que toutes les déductions subséquentes se vérifient dans l'hypothèse 
que l’état du cristal n'est pas critique. 


Si les dérivées partielles 9*U/0z1 0x, sont calculées avec y4 = 
= 0 (4 = 0, ..., 9), elles deviennent des éléments de la matrice 
thermodynamique V. C’est pourquoi, étant un cas particulier de 
l'inégalité (63.7), l'inégalité 


N'\ BÔT AÔT B > 0 (63.8) 


doit se vérifier. Vu que les accroissements Ôx, sont quelconques, pour 
la réalisation de l'inégalité (63.8) il faut que la matrice V soit défi- 
nie positivement. 

Comme on le sait, une matrice définie positivement possède tou- 
jours une matrice inverse qui est aussi définie positivement. Donc, 
la matrice est évalement définie positivement. 

Selon le théorème de Sylvestre tous les mineurs principaux des 
matrices définies positivement sont positifs. On appelle mineurs 
principaux de la matrice le déterminant de la matrice même, ainsi 
que tous les déterminants qui en sont déduits par élimination de 
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lignes et de colonnes de même nom (par exemple, de la première 
ligne et de la première colonne ou de trois dernières lignes et de 
trois dernières colonnes, etc.). En particulier, le mineur principal 
est tout élément se trouvant sur la diagonale principale de la matri- 
ce. Aussi dans des matrices thermodynamiques 7 et V tous les 
coefficients occupant la diagonale principale sont essentiellement 
positifs *) 


C>0, Ce > 0, 
#10 %92>0, %3>0, nn >0, N2>0, Ns3 > 0, 
u>0, S2>0, S33>0, cu >0, ce: >0, cs > 0, 
u>0, S: >0, Se>0, > 0, O0, ce > 0. 
(63.9) 


Les valeurs des composantes des tenseurs varient avec le passage 
d'un repère à l’autre. Puisque dans la déduction on n'a fixé aucun 
repère, ces inégalités se vérifient pour tout repère. 

[1 s'ensuit, en particulier, que les composantes normales q-x-q 
et g-n-g sont positives pour tout g. En effet, en identifiant le vecteur 
unitaire g au vecteur unité e, d'un certain système . coordonnées, on 
obtient dans ce système qg-#x-q = 1 et g-n-4= 

De façon analogue on démontre que le module d une E (q) est 
positif ainsi que le module de cisaillement en torsion G (q), quel 
que soit le vecteur unitaire gq. 

Voyons maintenant les mineurs principaux d'ordre deux. Leur 
positivité signifie que les éléments non diagonaux des matrices 
et V doivent étre limités en valeur absolue. Par exemple, de 


S11  S12 

Si2 So 
il s’ensuit que 

So  SnS00- (63.10) 
De façon analogue on a 

Aa  H11A9e. (63.11) 


Cette condition pose également des bornes à la valeur absolue des 
coefficients de dilatation thermique, des coefficients pyro-électriques 
et piézo-électriques. C'est ainsi que de 


(e S11 


*) Dans les deux premières inégalités on a utilisé la positivite de la tem- 
pérature absolue. 
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se déduit l'inégalité pour le coefficient de dilatation thermique 


ai < Tu. (63.12) 


De façon analogue se déduisent les inégalités pour les coefficients 
pyro-électriques et piézo-électriques, par exemple 


e _ Cp: 
PR: (63.13) 
di, < ss. (63.14) 


En recourant au même procédé, on obtient les inégalités pour 
les coefficients adiabatiques, éléments de la matrice Ÿ’, par exemple 


Cie € Ci1Ca2s (63.15) 
LPRSUMUE (63.16) 
p<7u, (63.17) 
i<u, (63.18) 
his <'ANNC 20. (63.19) 


Le sens physique de ces coefficients ressort immédiatement des for- 
mules (60.12), où sont données leurs appellations. 

L'application des mineurs principaux de troisième ordre à la 
déduction des inégalités thermodynamiques sera analysée sur l'exem- 
ple de propriétés élastiques des cristaux cubiques et des corps iso- 
tropes. 

Les mineurs principaux positifs de premier ordre aboutissent au 
résultat déjà connu 


Sn > 0. (63.20) 


Les mineurs principaux positifs de second ordre, qui prennent 
pour les cristaux cubiques la forme 


Sy1 S12 


> 0. 


Sie Si 


aboutissent à l'inégalité si, > s;.; compte tenu de (63.20), on est 
en mesure de l'écrire sous forme 


—$11 < S1 < S11- (63.21) 


La condition de positivité du mineur principal de troisième ordre 
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pour les cristaux cubiques est : 
Sig Si2 Sie 


Sy2 Sy Si2| > 0, 
Sy9 Sy2 S11 


ou, ce qui revient au même, 
ÿ r 9.3 2 
Si1 mc 25,2 — 311972 > 0. 


Après décomposition en facteurs du polynôme de gauche elle prend la 
forme 


(Su — 12)" (S + 2812) > 0. 


Il s'ensuit que sy — 25e >> O ou 5,3 >> —s1,/2; or, cela permet de 


préciser grandement l'inégalité (63.21) pour les cristaux du système 
cubique : 


Sn Si Sue (63.22) 


Pour décrire les propriétés élastiques des corps isotropes, on re- 
court habituellement au module d'Young Æ — 1/s, et au coeffi- 
cient de Poisson v — —5,./s,,. A partir de (63.22) on déduit l’iné- 
galité bien connue pour les coefficients de Poisson des corps isotro- 
pes : 

Here (63.23) 


Les inégalités qui s'ensuivent de la positivité des mineurs d or- 
dres deux et supérieurs peuvent également être écrites sous forme d'in- 
variants. Par exemple, de l'inégalité 4nd°, << %11511 il s'ensuit que 
pour un vecteur unitaire quelconque gq 


An (g-d : gg) <<(q-x-q) (qq : S : qq); (63.24) 


cette inégalité montre que le coefficient de couplage électromécani- 
que de l'effet piézo-électrique longitudinal est inférieur à l'unité 
dans toute direction. On démontre immédiatement que les diffe- 
rents coefficients de couplage électromécanique sont également in- 
férieurs à l’unité lorsque les orientations du champ électrique et des 
contraintes mécaniques sont quelconques. 


$ 64. Variation de symétrie des cristaux au cours 
des transformations de phase de seconde espèce 


On connaît un assez grand nombre de substances chimiques pou- 
vant exister en plusieurs modifications cristallines ; chaque modifi- 
cation est stable dans un intervalle déterminé de températures *). 


*) Plus précisément. dans un domaine du plan dont les coordonnées sont 
la température et la pression. 
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Avec la variation de la température ces substances subissent des 
transformations de phase. Dans la plupart des cas, ce sont des fransi- 
tions de première espèce au cours desquelles ont lieu des variations par 
saut de la structure cristalline, accompagnées à son tour de varia- 
tions par saut de l'état de la substance. 

Or les transformations de phase entre deux modifications cristal- 
lines différentes (c'est-à-dire possédant des symétries différentes) 
d'une même substance peuvent se dérouler d'une autre manière. Le 

fait est que pour un cas ingivi- 

duel de variation de symétrie, 

à savoir pour l'abaissement de 

son degré, il suffit d'un glisse- 

eBa ment aussi petit que l'on veut de 

particules de Îla position parti- 

OÙ culière occupée antérieurement. 

Of! C'est ainsi qu'un glissement 

aussi petit que l'on veut des 

particules se trouvant aux cen- 

Fig. 64.1. Structure de la modifica- tres de symétrie d'une structure 

tion cubique du titanate de baryum. cristalline entraîne la perte par 

cette structure de ces centres de 

symétrie. Si les particules situées sur les axes ou les miroirs glis- 

sent de ces axes ou miroirs, la structure perd ces éléments de sy- 

métrie ; elle ne les conserve que pour des glissements des particules 
sur les miroirs et le long des axes de symétrie. 

Ces transformations de phase dans lesquelles les variations de 
symétrie cristalline sont dues à des modifications infiniment petites 
de structure, les variations de l'état du corps devenant ainsi con- 
tinues et non pas par saut, sont appelées fransitions de seconde 
espèce. 

On ne peut évidemment jamais être sûr que le glissement d'’ato- 
mes ayant entraîné l’abaissement du degré de symétrie soit de fait 
infiniment petit, on ne peut qu'affirmer que sa petitesse est telle 
que les instruments dont nous disposons ne peuvent déceler un saut. 
D'ailleurs quelquefois ce saut se distingue, mais il est très petit; 
dans ces cas on dit que bien que Îa transition soit de première espèce, 
elle est néanmoins proche de la transition de seconde espèce. C'est 
précisément la transition de phase qu'on observe dans le titanate de 
baryvum. Etudions-la plus en détails. 

On a représenté sur la figure 64.1 la structure d'une modification 
cubique du titanate de baryum BaTiO.. Son groupe d'espace est 
Pm3m. ponctuel m3m. Cette modification apparaît à une tempéra- 
ture dépassant 120 °C. Quand la température s’abaisse au-dessous 
de 120 °C, les atomes de titane et d'oxygène commencent à se dépla- 
cer par rapport aux atomes de baryum dans la direction d’une des 
arêtes du cube. 
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Immédiatement avec le déclenchement de ce petit déplacement 
le degré de symétrie du cristal s'abaisse : le groupe d'espace jusqu'à 
Pämm, le groupe ponctuel jusqu'à 4mm. Ainsi, à la température 
mentionnée, il se produit une transformation du titanate de baryum 
en une modification quadratique. À des températures proches de la 
température de transition l’écartement de la structure de la struc- 
ture cubique est minime. Avec un abaissement subséquent de la 
température cet écartement grandit progressivement. mais même 
à la température ambiante, c'est-à-dire de 100 °C inférieure à celle 
du point de transition, l'écartement maximal des atomes de leur 
position « cubique » ne dépasse pas 0,03 paramètre de maille ; quant 
au rapport d'axes c/a, il diffère de l'unité encore moins. 

La transition dans le titanate de baryum conduisant à un abais- 
sement du degré de symétrie est provoquée par le déplacement 
d’atomes, aussi ces transitions sont-elles appelées transitions du type 
déplacement. Tout autre est le mécanisme d'abaissement de symétrie 
dans les transitions de phase de seconde espèce du type « ordre-dé- 
sordre ». Etudions-les sur l'exemple de transition de seconde espèce 
dans l'alliage CuZn. 

A des températures suffisamment élevées cet alliage constitue 
une structure cubique centrée (type structural a«-Fe): les atomes de 
cuivre et de zinc, avec une probabilité égale, occupent les nœuds 
du réseau cubique de Bravais centré; le groupe d espace de cette 
structure est /Zm3m. Toutefois, avec un certain abaissement de la 
température, la disposition d'atomes thermodynamiquement la plus 
stable est celle pour laquelle dans la première sphère de coordination 
de l’atome concerné l'occurrence la plus probable est l'apparition 
de l’atome de l'espèce opposée et non du même atome. C est à ce 
moment que la symétrie du cristal varie. bien que le changement 
dans la disposition d'atomes soit minime. La tendance de chaque 
atome de s’entourer d'atomes voisins de préférence d espèce opposée 
conduit à ce que si en pensée on divise une partie pas trop grande 
(mais néanmoins macroscopique) de la structure cristalline en deux 
réseaux cubiques simples insérés l’un dans l'autre, alors dans les 
nœuds d'un des sous-réseaux se rencontreront de préférence les ato- 
mes d’une espèce et dans l’autre ceux de l’autre. Or cela signifie que 
ces sous-réseaux ne sont pas symétriquement équivalents l'un à 
l’autre : la structure a perdu les translations reliant les sommets des 
cubes à leurs centres. Donc avec un changement minime dans la 
disposition d’atomes la symétrie par translation a diminué de moitie 
(de deux fois) ; le réseau de Bravais de la nouvelle structure partielle- 
ment ordonnée est une structure cubique de groupe d'espace Pm3m. 

Soulignons qu'il suffit de cette différence minime dans la pro- 
babilité de l’occurrence aux nœuds du sous-réseau donné d'atomes 
d'espèces différentes pour que l’abaissement décrit du degré de sy- 
métrie se réalise. Avec la diminution subséquente de la température, 
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ces probabilités se différencient de plus en plus, l'ordre du cristal 
se renforce en tendant vers l'ordre parfait quand l'un des sous-ré- 
seaux est exclusivement peuplé d'atomes d’une espèce et l'autre 
d'atomes de l'autre espèce. Mais la symétrie du cristal ne varie 
plus : et le cristal parfaitement ordonné et celui dont l'ordre est seu- 
lement esquissé présentent le mème groupe d'espace, Pmäm, et seul 
le cristal où le désordre est complet présente le groupe plus élevé, à 
savoir Î{m3m. 

Les exemples étudiés montrent que pour un changement de struc- 
ture par saut aussi petit que l'on veut la symétrie modifie. De plus, 
<es exemples permettent de comprendre que les modifications dues 
aux transformations de phase de seconde espèce ne sont pas équiva- 
lentes: l’une est plus symétrique que l'autre. Convenons d'appeler 
la première modification symétrique et la seconde dissymétrique. 

Ainsi, le groupe d'espace d'une modification dissymétrique est 
un sous-groupe du groupe d espace d'une modification symétrique. 
‘Outre cette exigence, les groupes d'espace des modifications cristal- 
lines engendrées par des transformations de phase de seconde espèce 
doivent satisfaire à plusieurs autres exigences (voir $ 6). 

La non-équivalence des modifications symétrique et dissymétri- 
que se manifeste de façon très explicite par le fait que la structure 
d'une modification dissymétrique à mesure que l'on se rapproche de 
la température du point de transition de phases T,, tend de plus en 
plus vers la structure de la modification symétrique et, avec l'éloi- 
gnement de 7, s’en écarte de plus en plus; par contre, dans la 
structure d'une modification symétrique jusqu'au point de transi- 
tion on ne remarque aucun changement qui la rapprocherait de la 
structure d'une modification dissymétrique *). En usant de termes 
imagés, on peut dire que la modification symétrique « éprouve de la 
honte » de sa parenté avec la modification dissymétrique, tandis que 
cette dernière ne s'en offusque pas. 

On a donné au tableau 64.1 quelques exemples de transitions de 
seconde espèce ou qui s’en rapprochent. Dans les exemples passes 
plus haut en revue, l’abaissement de symétrie n'était dû qu'à un 
déplacement d'atomes ou à une mise en ordre ; dans certaines transi- 
tions. comme il découle du tableau, les deux mécanismes agissent 
simultanément **). 

Dans la colonne indiquant l’abaissement de la symétrie de rota- 
tion est placé le nombre marquant de combien de fois cette symétrie 
a diminué au cours de la transition ; plus précisément, le sous-groupe 


*) Soulignons qu'il s’agit uniquement de la structure: dans la phase 
symétrique, à mesure que l’on s'approche du point de Curie, des indices attes- 
tant le phénomène apparaissent (voir Brout, 1965) mais ce n’est pas une varia- 
tion de structure. 

*+*) Il est admis de croire que le facteur initial dans ces transitions est la 
mise en ordre, tandis que le déplacement d’atomes n’en est que le corollaire. 
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de chaque indice est un groupe ponctuel de phase moins symétrique 
que le groupe ponctuel de phase plus symétrique. Dans la colonne 
suivante il est indiqué de combien de fois diminue la symétrie de 
translation au cours de la transition, c'est-à-dire de combien de fois 
s'accroît le volume de la maille élémentaire (plus précisément, le 
nombre d’atomes que cette dernière contient). Enfin, le nombre 
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Fig. 64.2. Modifications de la symétrie des cristaux au cours des transforma- 

tions de phase de seconde espèce se déroulant sans variation du nombre d'ato- 

mes de la maille élémentaire. Les lignes réunissent les classes cristallographiques 

autorisant la transformalion. Les lignes droites indiquent qu'avec la transfor- 

mation la symétrie varie du double, es lignes courbes — qu'elle varie plus que 

du double. les lignes doubles et triples — que la transformation peut s'effectuer 
par deux ou trois procédes (Indenbom, 1960). 


dans la troisième colonne, égal au produit des nombres placés dans 
la première et deuxième colonnes, indique l’indice du sous-groupe 
régissant le groupe d'espace de la modification dissymétrique par 
rapport au groupe d'espace de la modification symétrique. On a 
donné dans le tableau des exemples de transitions n'engendrant des 
changements que dans la symétrie de rotation (quartz, titanate de 
baryum, sel de Seignette, triglycine sulfate, dihydrophosphate de 
potassium), de translation (alliages ordonnés, salpétre de Chili) et, 
enfin, dans les deux ensembles (dihydrophosphate d’ammonium, 
trioxyde de tungstène). 

Un type de transformations de phase très répandu et aux appli- 
cations très importantes sont des transitions de seconde espèce, 
c.-à-d. celles qui s’opèrent sans changement de symétrie de translation 
(Indenbom, 19650). Sur la figure 64.2 sont représentées toutes les 
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variantes possibles de changement de symétrie au cours des transi- 
tions de ce type. Ces variantes sont en tout au nombre de 90 ; 58 d'en- 
tre elles se caractérisent par un abaissement du groupe ponctuel de 
moitié, 9 de 4 fois, 19 de six fois et 4 variantes de huit fois. 

Aux températures basses correspondent, dans la plupart des cas, 
des modifications ordonnées, moins symétriques; aux températu- 
res hautes, des modifications désordonnées, plus symétriques, mais 
cette règle empirique n’est pas toujours respectée. Par exemple, la 
modification dissymétrique du sel de Seignette se transforme en 
symétrique non seulement avec l'élévation de la température jus- 
qu'à 24 °C mais également avec son abaissement jusqu'à — 18° C. 

Si le groupe d'espace d'une modification dissymétrique relati- 
vement au groupe de modification symétrique est un sous-groupe 
d'indice n, la modification plus symétrique peut alors passer à une 
modification moins symétrique de x façons. Dans cette transition 
le cristal se divise habituellement en secteurs appelés domaines au 
sein desquels la transition s'effectue par un des procédés ; il se forme 
n types de domaines. Les opérations de symétrie incluses dans le 
groupe d'espace de la modification dissymétrique transforment cha- 
que domaine en lui-même. Quant aux opérations de symétrie inclu- 
ses dans le groupe d'espace de la modification symétrique, mais non 
incluses dans le groupe d'espace de la modification dissymétrique, 
autrement dit les opérations de symétrie que le cristal perd avec la 
transition, transforment le domaine d’un type en celui de l’autre. 

Si avec la transition la symétrie de translation du cristal se 
conserve, les domaines d’un type se transforment en domaines de 
l’autre type au cours de certaines rotations directes ou inverses, à 
savoir, de celles perdues dans la transition. Or si avec la transition 
se modifie non pas la symétrie de rotation mais seule la symétrie de 
translation, les domaines de types différents se transforment l’un 
dans l’autre non pas dans des rotations mais avec les translations, 
également celles qui ont été perdues dans la transition. On peut dire 
que dans le premier cas les domaines d’un type ont exécuté des ro- 
tations par rapport aux domaines de l’autre, et dans le second n'ont 
été seulement que déplacées par rapport au domaine de l'autre type. 
Ces cas sont représentés sur la figure 64.3. 


Les transformations de phase de seconde espèce aboutissant à l’abaisse- 
ment de la symétrie du cristal contredisent à première vue le principe de Curie. 
« Lorsque certains effets révélent une certaine dissymétrie, cette dissymétrie 
doit se retrouver dans les causes qui leur ont donné naissance », *) postule ce 
principe: or dans le cas concerné l’abaissement de la symétrie est redevable 
aux variations de température, causes apparemment dénuées de dis*ymétrie 
exigée. La solution de ce paradoxe est qu’en moyenne la symétrie du cristal n’est 
aucunement abaissée avec ces transitions. Dans un volume comportant un 
nombre suffisamment grand de domaines on retrouve tous les procédés de tran- 


*) M. Curie (1955) p. 29. 
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sition, en nombre à peu près égal. c'est-à-dire tous les types de domaines pos- 
sibles ; aussi sa symétrie est-elle après transition la même qu'avant cette der- 
nière *). Toutefois, il peut arriver qu'après transition on obtient des cristaux 
à un domaine. Après avoir fait l'inventaire d’un nombre suffisamment grand 
de cristaux soumis à des transitions. on se convainc que la symétrie de leur 
Re à la suite de changement de température. n'a pas diminuée comme 
il se doit. 

L'exemple de transformations de phase des modifications cristallines 
des plus symétriques en moins symétriques montre qu'il arrive des cas quand le 
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Fig. 64.3. Schéma de la division d'un cristal en domaines au cours des trans- 
formations de phase de seconde espèce : a) analogue bidimensionnel de la trans- 
formation dans le titanate de baryum — quatre types de domaines se trans- 
formant l’un dans l'autre avec une rotation de 90° (en réalité il se forme dans 
ce cas six types de domaines) ; b) analogue bidimensionnel de la transformation 
dans l’alliage de CuZn — deux types de domaines se transformant l'un dans 
l’autre lors des translations disparaissant au cours de la transformation (au cas 
d’une transformation réelle il se forme deux types de domaines). 


principe de Curie n’est pas applicable directement à un objet unique, mais alors 
cet objet peut être assimilé à un élément d’un certain ensemble statistique pour 
lequel le principe de Curie se vérifie pleinement. 
Le principe de Curie interdit certains phénomènes mais n'exige nullement 
ue les phénomènes permis par lui aient lieu réellement ; c’est ainsi qu’il inter- 
dit aux cristaux centrés d’avoir des propriétés piézo-électriques, mais il ne 
s'ensuit nullement que les cristaux non centrés doivent absolument manifester 
ces propriétés. Il y a une analogie avec les principes de thermodynamique qui 


*) Aussi, en parlant de la symétrie de la modification dissymétrique, on 
a toujours en vue non pas la symétrie du cristal à plusieurs domaines de cette 
modification mais la symétrie d’un seul domaine. 
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interdisent également certains phénomènes. mais. de mème. n'exigent pas que 
les phénomènes permis par ces principes se produisent réellement. L'analogie 
du principe de Curie avec ceux de la thermodynamique ne se limite pas à cela: 
l'exemple des transitions de seconde espèce nous montre que le principe de Cu- 
rie, de même que le second principe de thermodynamique. a un caractère sta- 
tistique. Mais le trait essentiel unissant ces principes est leur très grande géné- 
ralite : comme les principes de thermodynamique. le principe de Curie n'est même 
pas une loi physique, mais une des lois les plus générales des sciences naturelles. 
C'est justement pour cette raison que Marie Curie. en guise de conclusion à l'en- 
semble des travaux de Pierre Curie sur la théorie des symétries et la physique 
des cristaux, souligne « la haute portéc philosophique de ces notions de symé- 
trie qui interviennent dans tout phénomène naturel . . . » (M. Curie, 1968. p. 34). 


$S 65. Modification des propriétés physiques des 
cristaux au cours des transitions de phase 
de seconde espèce 


Pour décrire un cristal subissant une transformation de phase de- 
second espèce, L. Landau (1937) *) a introduit la grandeur 1 appré- 
ciant le degré d’écartement de la position d'atomes de la phase dissy- 
métrique de leur position dans la phase symétrique; à la phase sy- 
métrique correspond 7 = Ü, tandis que dans la phase dissymétrique. 
n acquiert des valeurs positives ou négatives différentes de zéro. On 
appellera cette grandeur paramètre de dissymétrie. Fuisque la struc- 
ture cristalline varie dans une transition de seconde espèce de façon 
continue, le paramètre de dissymétrie au voisinage du point de- 
transition peut prendre des valeurs aussi petites que l'on veut. 

Dans les transitions entraînant des déplacements d'atomes on 
peut entendre par n la grandeur de déplacement. C'est ainsi qu avec 
la transition dans le titanate de baryum il est tout naturel d'écaler 
le paramètre de dissymétrie au rapport entre le déplacement ur, de 
l'atome de titane du centre d'un prisme tétragonal (ou quadratique) 
réeulier, formé par les atomes de baryum voisins. et l'arête a de la 
maille élémentaire de la modification cubique: n = uri/a. 

Dans les transitions liées aux relations d'ordre, le paramètre de 
dissymétrie peut être égalé au degré d'ordre, c'est-à-dire à la gran- 
deur marquant de combien la probabilité de placement dans le sous- 
réseau concerné de l’atome d'une espèce est plus grande que de l’au- 
tre. Si, par exemple, lors de la transition de seconde espèce, étudiée 
plus haut, on note dans le laiton les probabilités respectives par 
Wcu €t Wzn, On aura alors n = (wcu — Wzn)/(Wuu-+ Wyn). 

On se limitera dans ce paragraphe à l'étude des transformations 
de phase de seconde espèce entraînant des réductions de symétrie de- 
moitié. [l se forme alors deux types de domaines: à l’un correspon- 
dent des valeurs positives du paramètre de dissymétrie, à l’autre 
des valeurs négatives. Le paramètre de dissymétrie est apparemment 


*) Voir également Landau et Lifchitz (1976). 
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invariant relativement à toutes les opérations de symétrie transfor- 
mant chaque type de domaine en lui-même, c’est-à-dire par rapport 
à un groupe d'espace de la phase dissymétrique. Les opérations du 
groupe d'espace de la phase symétrique qui n'entrent pas dans le 
groupe d'espace de la phase dissymétrique transforment, comme il a 
déjà été noté, les domaines d'un type en domaines de l'autre; étant 
donné que pour des domaines de types différents le paramètre de 
dissvmétrie est affecté de signes opposés, il est multiplié par —1 
sous l'effet de ces opérations. 

Il est évident que toutes les fonctions paires du paramètre de 
dissymétrie, en particulier, ses puissances paires, sont des inva- 
riants du groupe d espace de la phase symétrique. Les produits des 
fonctions paires du paramètre de dissymétrie par les expressions 
invariantes relativement au groupe d'espace de la phase symétrique, 
formées de composantes des forces thermodynamiques, sont égale- 
ment invariants relativement à ce groupe. Rappelons que par suite 
de l'invariance des forces thermodynamiques et des coordonnées par 
rapport aux translations, les expressions formées de leurs composantes 
ne sont invariantes relativement au groupe d'espace du cristal que si 
elles sont invariantes relativement au groupe ponctuel (voir $$ 25 
et 44). 

Il existe, toutefois, un autre type d'invariants: les produits du 
paramètre de dissymétrie (ou de ses fonctions impaires, en particu- 
lier, de puissances impaires) par des expressions formées de compo- 
santes des forces thermodynamiques ou des coordonnées se transfor- 
mant de la même facon que le paramètre de dissymétrie. Soient 
K,X, et L,,X,X, de telles fonctions des forces généralisées *): 
elles sont invariantes relativement aux opérations qui se conservent 
avec le passage à la phase dissymétrique, et sous l'effet d'opérations 
éliminées dans ce passage sont multipliées par —1. Ïl est tout natu- 
rel de confronter les coefficients Æ&, et L,, aux éléments de la matri- 
ce du potentiel thermodynamique HZ (voir $ 57, 58, 60) : les coeffi- 
cients L,, correspondent aux éléments A7,, de mêmes indices, tan- 
dis que Æ, aux éléments 4f,, et A7,,. Admettons qu'aux transfor- 
mations sont sujettes non pas les forces thermodynamiques X,, 
mais les coefficients À, et L,,: le problème se réduit alors à la re- 
cherche des éléments de la matrice 17, invariants par rapport au 
eroupe ponctuel de la phase dissymétrique G;, et sous l'effet d’autres 
opérations du groupe ponctuel de la phase symétrique G inversant le 
signe. Profitant du fait que dans le cas concerné la symétrie varie du 
double, il n’est pas difficile de montrer que des composantes des 
tenseurs, invariants relativement au groupe G, (en particulier, des 


*) Ici. comme dans Îles paragraphes précédents, par X on entend les forces 
thermodynamiques généralisées. mais. à la différence des indices 4. B, C, D 
affectant dix valeurs: 4. B. C. D = 0, 1, ..., 9. on a introduit les indices 
a. b, c, d qui prennent seulement neuf valeurs : a, b. c,d—" 1; 9. 
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coefficients X, et L,, également), on est en mesure de composer de 
telles combinaisons linéaires qui sont soit invariantes par rapport à 
tous les opérations du groupe G, soit invariantes seulement par rap- 
port à G, et sous l'effet d'opérations de G — G; inversent le signe *). 
En outre, le nombre total des combinaisons linéaires indépendantes 
des deux types est égal au nombre de composantes indépendantes du 
tenseur concerné qui est invariant par rapport au groupe G;,. Ainsi, 


M(32m) K,L (42m/mm 2) 


Fig. 65.1. Définition graphique des coefficients Æ, et L,, pour la transforma- 
tion de phase de seconde espèce dans le cristal de dihydrophosphate de potas- 


sium, G— 42m, Gp = mm2. 


si l'on compare la forme générale des tenseurs invariants relative- 
ment au groupe G et à son sous-groupe G,, il s'avère que les compo- 
santes (ou leurs combinaisons linéaires) qui sont invariantes par rap- 
port à G et sont multipliées par —1 sous l’action d'opération de 
G — G, complètent la forme générale du tenseur, invariant relati- 
vement à G, jusqu à la forme générale du tenseur invariant par rap- 
port à Gp. Il est évident que les coefficients À, et L,, complètent 
également la forme générale de la matrice M, invariante relativement 
à G, jusqu'à la forme générale de la matrice invariante par rapport 
à Gp (voit tabl. 58.5). Les égalités symboliques 
Ka (G/Gp) = Moa (Gp) — Moa (G) 
Los (G/Gp) = Lab (Gp) — Las (QG) 

décrivent la méthode graphique de détermination des coefficients 
K, et L,, lors de la transition de phase de seconde espèce entre les 
groupes G et G,; du schéma de la matrice M de la phase dissymétri- 
que on soustrait le schéma de la matrice de la phase symétrique : 
la « différence » constitue le schéma des coefficients X et L (fig. 65.1). 

Il faut seulement se rappeler que le schéma de la matrice d’une 
phase dissymétrique peut différer du schéma standard. Le fait est 
que le repère dans lequel est décrite la phase dissymétrique est 
prédéterminé par le choix du repère pour la phase symétrique. Si la 


*) Par le symbole G — G, on désigne l'ensemble des éléments du groupe G 
n'entrant pas dans le sous-groupe G,. Soulignons que G — G; n’est pas un 
groupe. 
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phase symétrique est décrite dans le système de coordonnées cristal- 
lophysique, comme cela se fait habituellement, le système de coor- 
données de la phase dissymétrique peut s'avérer autre que le système 
cristallophysique. Il en est ainsi dans les transitions ayant lieu dans 
le sel de Seignette et dans le dihydrophosphate de potassium. Dans 
le premier cas la dérogation au système de coordonnées cristallophy- 
sique se réduit à la rebaptisation des axes (G; = 2 || X,) et, respec- 
tivement, à la permutation de plusieurs lignes et colonnes dans la 
matrice M (Gh) qu'on déduit, cela pris en compte, sans peine à 
partir de la matrice standard. Dans le second cas le système pivote 
de 45° par rapport au système cristallophysique (G, — mm2, 
2 || X:, mL (e1 + e)/V 2), et, par suite, le schéma de la matrice 
M (G>) diffère essentiellement de la matrice standard; elle est re- 
présentée sur la figure 65.1 ; quant aux relations qui la lient à la matri- 
ce standard (tabl. 58.5), elles sont données au $ 85. 

On. considérera le potentiel thermodynamique du cristal, une 
fois déterminé le paramètre de dissymétrie n, comme une fonction 
des forces thermodynamiquesO = T — T,, F;, o, et de ce paramètre: 
O—O (6, E,5;n). Les variables indépendantes sont ici seulement 
au nombre de 10 au lieu de 11 : les forces thermodynamiques étant 
données, le paramètre de dissymétrie correspondant se détermine à 
partir de la condition d'équilibre thermodynamique, c'est-à-dire 
du minimum du potentiel thermodynamique. 

11 peut sembler que le potentiel thermodynamique pour n = 0 est 
invariant par rapport au groupe ponctuel de la modification symétri- 
que, et pour n = 0 par rapport au groupe ponctuel de la modifica- 
tion dissymétrique. Or ce n’est pas le cas. En réalité, le potentiel 
thermodynamique doit rester invariant également pour n 0 par 
rapport à un groupe ponctuel plus élevé, vu qu'il décrit non pas un 
procédé d’abaissement de la symétrie mais tous les procédés et, 
partant, tous les types de domaines. 

Dans le cas concret d’abaissement de la symétrie de deux fois, 
qui est le seul étudié ici, il se forme deux types de domaines. A l'un 
correspondent des valeurs positives de n et à l’autre des valeurs né- 
gatives, et tous les deux doivent pouvoir être décrits par le potentiel 
thermodynamique. Aussi est-il évident qu'en l'absence de champ 
électrique et de contraintes mécaniques le développement du po- 
tentiel thermodynamique en puissances du paramètre de dissymétrie, 
si ce développement est seulement possible, ne contient que les puis- 
sances paires de ce paramètre : 


D = D, + An° + Bnt + ...; (65.1) 
les coefficients de ce développement ®,, 4 et B sont des fonctions 
de la température *). 


*) Ce raisonnement n’est applicable qu’au cas particulier étudié. Pour 
le cas général, voir Landau et Lifchitz’ (1976). 
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Le point de transition de seconde espèce est, à ce qui semble, un 
point singulier du potentiel thermodynamique; aussi la possibilité 
du développement (65.1) n'est-elle pas démontrée. En maintes occa- 
sions toutefois, les déductions s’ensuivant de ce développement 
s'accordent de façon satisfaisante avec les données d’expériences. 

Les conditions d'équilibre exigent que le potentiel thermodyna- 
mique soit minimal: 


FT -2An+4Bn°—0, (65.2) 
=2A+12Bn> 0. (65.3) 


A la condition (65.2) satisfont trois valeurs du paramètre de dissy- 
métrie : 
n=0, n=+) — 4/(2B). (65.4) 


La solution n — 0 correspond à la modification symétrique. De la 
condition (65.3) il découle que pour cette modification À > 0. 

Par contre, la solution (65.4) correspond à la modification dissy- 
métrique (à ses deux types de domaines). De sa forme, il s'ensuit 
immédiatement que dans cette modification les coefficients À et B 
sont affectés de signes différents, tandis que de la condition (65.3) 
il dr que dans cette modification À < 0; par conséquent, 
B>> 0. 

De cette façon, au point de transition le coefficient À change de 
signe. En première approximation 


= a(T—T.). (65.5) 


où 7, est la température de la transformation de phase de seconde 
espèce, appelée également température ou point de Curie. Si à une 
température plus élevée correspond une modification symétrique, le 
coefficient a est positif, dans le cas contraire il est négatif. 

Au point de Curie 9*®/dn° = 0. Pour qu’en ce point le potentiel 
thermodynamique soit également minimum, il faut que soient réali- 
sées les conditions d%®/ôn° = 0, 9*®/ôn* = 0. Il s'en suit qu’au 
point de Curie B > 0. Par suite de continuité, ce coefficient est 
également positif pour la modification symétrique‘ dans un certain 
intervalle au voisinage du point de transition. Enfpremière appro- 
ximation admettons que c'est tout simplement une constante posi- 
tive. 

Ainsi, dans une modification dissymétrique 


Te—T 
nt y 02, (65.6) 


où a et B, en première approximation, ne dépendent pas de la tem- 
pérature. Cette formule définit la dépendance de température du pa- 
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ramètre de dissymétrie, caractéristique pour les transitions de se- 
conde espèce: n—|[T —T,|!/. 
Bref, le développement (65.1) a pris la forme 


D = 0, (T) + aOn° + Bn° + ..., (65.7) 


où 6 = T — T,. Si le cristal est placé dans un champ électrique ou 
est sollicité par des contraintes mécaniques, ce développement doit 
être complété par des termes dépendant des composantes du vecteur 
intensité du champ électrique Æ; — X; et du tenseur des contraintes 
O1 = X ++ et qui sont invariants par rapport au groupe ponctuel de 
la modification symétrique. Ces termes sont au nombre de trois. 

1. Les invariants formés des composantes © et X, des forces 
thermodynamiques généralisées *). De concert, ils constituent des 
sommes de la forme R#°6X, et Mi XXa. Rr' et Ma ont ici la 
même forme et satisfont aux mêmes relations que les éléments de la 
matrice thermodynamique M »p (B, D = 0, 1, ..., 9) de la classe 
cristallographique donnée (voir tabl. 58.5), R?” correspondant aux 
éléments Mo et Mo, tandis que Moa aux éléments M pa- 

2. Les produits des invariants des forces thermodynamiques gé- 
néralisées par les invariants du paramètre de dissymétrie. On n’en 
retiendra que ceux qui entrent dans la somme @Q,X,n°. Il est clair 
que les coefficients Q, sont de la même forme et satisfont aux mé- 
mes relations que R?. 

3. Les invariants formés des produits du paramètre de dissymé- 
trie par les forces thermodynamiques généralisées et leurs combinai- 
sons quadratiques. De concert, ils constituent des sommes de la for- 
me KEX pan et LidXpX an Au on a étudiées en détail plus haut. A ce 
type d’invariants appartiennent également les sommes de la forme 
H,8X,n, mais on les négligera, car à des températures proches du 
point de Curie ils ne constituent que des petits appoints aux sommes 
K Xp: 

: Ainsi, on aboutit au développement suivant du potentiel thermo- 
dynamique du cristal sollicité par des contraintes et placé dans un 
champ électrique au voisinage du point de Curie: 


DD, (T) — RSVOX, — + MÉPXLXa+ «On? + 


+ Bni— KiXon—+ LoaXsXan—QrXan?. (65.8) 


Le paramètre de dissymétrie n se détermine à partir de la condi- 
tion d'équilibre thermodynamique 


= 2a6n + 4Bn—K,X, — + LiaXrXa—2QcXsn— 0. (65.9) 


*) Comme a les paragraphes précédents, les indices a, b, c, d prennent 
ici les valeurs 1, ..., 9. 
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La valeur de ce paramètre en l'absence du champ électrique et des 
contraintes mécaniques est 


0 dans la phase symétrique, 
— a 65.10 
es +) — dans la phase dissymétrique. ) 
En dérivant l'égalité (65.9) en T et en X;,, il vient 
OR 
T 2a8 Bn3—20:xX 5? 
() +12Bn—2Q:Xer (65.41) 


ôn _ _Kitlraka+2Qon_ 
0Xp 246 F12Bn7—20 Xp ‘ 


En portant dans ces formules n = n, et en posant X, = 0, on ob- 
tient les valeurs des dérivées respectives pour des champs électriques 
et des contraintes mécaniques très faibles: 


O dans la phase symétrique, 


nm 
(7 | 0 dans la phase dissymétrique; 
K, __— (65.12) 
. TE dans la phase symétrique, 
(x), = __A5+2Qbn0 


PPT dans la phase dissymétrique. 


Calculons les coordonnées thermodynamiques généralisées du 
cristal. L'’entropie de l'unité de volume 


S=—(+) =, 09: 00 on 
EE ÔT Jtotale ÔT ôn ÔT 


Le second terme de l’addition, en vertu de la condition d’équilibre 
(65.3), est nul, de sorte que 


S=— + RÛX,— an. (65.13) 


De façon analogue on obtient les coordonnées thermodynamiques 
restantes : 


z,= R°0+ MO Xa+Kon+ LoaX an + Qon?. (65.14) 


À présent on est en mesure d'étudier la variation des propriétés 
du cristal, c'est-à-dire de ses coefficients thermodynamiques. La 
chaleur spécifique 


C,=T(+ 


LrS pes on 
ST Jrotate 7 oT sa (65.15) 


9n 07 
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Portant l'expression (65.13) dans la formule (65.15), posant X, — 
— 0et profitant des relations (65.12) et (65.10) on obtient la chaleur 
spécifique C, pour des contraintes mécaniques et un champ électri- 
que constants et nuls: 


— D dans la phase symétrique, 
C,= D . (65.16) 
Re Ton dans la phase dissymétrique. 


Ainsi, en passant de la modification symétrique à la modification 

dissymétrique, la chaleur spécifique s'accroît par saut, ce saut valant 
2 

AC, =. (65.17) 

Cette déduction s'appuie sur l'hypothèse d'absence dans le potentiel 

thermodynamique de singularités au point de Curie. Dans nombre 

de transitions de seconde espèce elle ne s'accorde pas, d’une manière 

ou d’une autre, avec les données expérimentales; le degré de ce 

désaccord souligne l'importance dela singularité subie par le potentiel 
thermodnyamique au point de Curie. 

Les coefficients pyro-électriques p; — R; et les coefficients de 
dilatation thermique «; — R3+, se calculent suivant l’une des 
formules 

4S ôn 

Ri= Sete ôn 0Xp? 
2 Ôz _on 

Ri= T + on ôn T° 


(65.18) 


Les valeurs de ces coefficients pour des champs électriques et des con- 
traintes mécaniques très faibles se calculent par le procédé déjà uti- 
lisé pour la déduction des formules (65.16) ; elles valent 


RS) dans la phase symétrique, 


R;, — ee 
” R$N + e 74 4% Gans la phase dissymétrique. 


2B6 2B 
(65.19) 


I1 s'ensuit des propriétés des coefficients X, et Q, que les coeffi- 
cients pyro-électriques et les coefficients de dialatation thermique 
non nuls dans la phase symétrique subissent avec le passage dans 
la phase dissymétrique un saut qui vaut 


AR,= —e. (65.20) 


Dans les deux types de domaines ces coefficients sont identiques. 
Au contraire, les coefficients pyro-électriques et les coefficients 
de dilatation thermique (ou leurs combinaisons), non nuls seule- 
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ment dans la phase dissymétrique, possèdent dans des types de do- 
maines différents des signes opposés ; à mesure que l’on se rapproche 
du point de Curie (du côté de la phase dissymétrique), ces coefficients 
s'accroissent suivant la loi | T — T, | -!?: 


K 
RC (65.21) 


Voyons enfin les coefficients de la constante diélectrique %x;, = 
= 4nMix (i, k = 1,2,3), les coefficients de déformation élastique 
Su = Man, stu (à, HU = 1, ..., 6) et les coefficients piézo-électri- 
ques dyx = Mn, s+s Ils peuvent tous être calculés suivant l'une des 
formules 


0x 0x fe) 
Mya= 7 + An 


_ 9X ôn dXy 
LE (65.22) 
Xe, ôn 0Xp 


Pour des champs électriques et des contraintes mécaniques très fai- 
bles ils valent 


|" miy - fofs dans la phase symétrique, 
(0) _ QoQa __KbKa —_KbQa+ KaQb 1 
Mui= Dee — Hote RO RQN/ DE (65.23) 


À + La V == — 5% ® ans la phase dissy métrique. 


Pour l'analyse de cette expression, notons tout d’abord que les 
termes avec radicaux n'entrent que dans les coefficients M,4 (ou 
leurs combinaisons) qui ne sont différents de zéro que dans la phase 
dissymétrique, et les termes sans radicaux dans les coefficients non 
nuls que dans la phase symétrique. Mais les termes avec produits 
K,K4 et Q,Q4 entrent dans différents coefficients. 

Ainsi, les coefficients W,4 non nuls aussi bien dans la phase sy- 
métrique que dans la phase dissymétrique sont identiques dans les 
deux types de domaines. Ces coefficients présentent trois types de 
comportement. 

1. Le coefficient ne varie nullement au cours de la transition 


Mya= MY} dans les deux phases. (65.24) 
2. Le coefficient subit avec la transition un saut 
AMia= %e ; (65.25) 


le saut des coefficients diagonaux (tels que #1, s11 et 54) est alors 
positif, autrement dit dans la phase dissymétrique le coefficient 
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concerné de la constante diélectrique ou de déformation élastique 
est plus grand que dans la phase symétrique. 

3. Le coefficient, en se rapprochant du point de Curie du côté 
de la phase dissymétrique, comme du côté de la phase symétrique 
croît suivant la loi | 6 | -!. De plus, au voisinage du point de Curie 


on peut négliger le terme Wa, de sorte que 


dans la phase symétrique, 
M sa = ? - (65.26) 
—-— dans la phase dissymétrique. 


Avec le passage par le point de Curie le signe du coefficient M4 ne 
‘varie pas; en particulier, les coefficients diagonaux demeurent, 
comme il se doit, positifs. En outre, la « règle de deux » se vérifie: 
à des distances égales du point de Curie le coefficient M4 dans la 
phase symétrique est deux fois plus grand que dans la phase dissy- 
métrique. 

Les coefficients Ms4a ou leurs combinaisons qui ne sont nuls que 
dans la phase dissymétrique sont égaux en valeur absolue dans les 
domaines de types différents, mais de signe opposé. Ces coefficients 
présentent deux types de comportement. 

1. Le coefficient M,4, à mesure qu'il s'éloigne du point de Curie, 
croît en valeur absolue comme | 6 | {/*°, ce type de comportement se 
manifeste quand X?Q4 + K4Q, = 0, mais Lya 7 0. Dans ce cas 


O dans la phase symétrique, 


Mia = Te 65.27 
x Æ Lya 4 5 dans la phase dissymétrique. ) 


2. À mesure que l’on s'approche du point de Curie du côté de la 
phase dissymétrique, le coefficient M,4, croît comme [6] -!=?: 


( dans la phase symétrique, 
ea Kia as, 

M ba = À 2 (65.28) 
| X ASE dans la phase dissymétrique. 


I1 faut pour cela que X,Q4 + K:Q, = 0. Dans ce cas il importe 
peu que le coefficient L,, soit non nul. 

Etudions maintenant la variation de la coordonnée thermodyna- 
mique x, avec la transition de seconde espèce. En l'absence du champ 
électrique et des contraintes mécaniques, on obtient à partir de la 
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formule (65.14) 


A6 dans la phase symétrique, 
(0) _ aQz 
= (#55 )8+ (65.29) 
E À} y -< dans la phase dissymétrique. 


La formule (65.29) suppose que la dilatation thermique et la polari- 
sation pyro-électrique se mésurent à partir du point de Curie. Les 
termes proportionnels à © se rapportent à celles des composantes de 
la déformation thermique et de la polarisation pyro-électrique qui 
ne sont pas nulles dans les deux phases et définissent les sauts des 
coefficients thermodynamiques appropriés À}. 

Les coordonnées thermodynamiques spontanées qui ne sont diffe- 
rentes de zéro que dans la phase dissymétrique sont de nature tout 
à fait autre: les composantes de la polarisation spontanée et de la 
déformation spontanée 


We +, V —S. (85.30) 


Elles sont nulles dans la phase symétrique, tandis que dans la phase 
dissymétrique elles croissent rapidement (comme | @ | 3) avec l’éloi- 
gnement du point de Curie. La coordonnée thermodynamique spon- 
tanée est proportionnelle au paramètre de dissymétrie (comp. les 
formules (65.6) et (65.30)). Aussi peut-on l'utiliser dans l'étude des 
transitions où elle apparaît en guise de paramètre de dissymétrie. 
C'est ainsi que dans l’étude des transitions seignetto-électriques la 
polarisation spontanée est souvent prise pour paramètre de dissymé- 
trie. Toutefois, nombre de transitions de seconde espèce ne s'accom- 
pagnent pas de l'apparition de coordonnées spontanées; c'est le cas, 
par exemple, des transitions dans le quartz, le salpêtre de Chili, le 
laiton, le trioxyde de tungstène, l’alliage de Geissler. 

Une classe importante de transformations de phases de seconde 
espèce est constituée par des transitions seignetto-électriques qui se 
caractérisent par l'apparition d'une polarisation spontanée *). Il 
faut pour cela que dans la classe cristallographique de la phase sei- 
gnetto-électrique le nombre de composantes indépendantes du vecteur 


*) Sur la seignetto-électricité (ferro-électricité) voir: Känzig, (1957); 
Jona et Shirane (1962); Sheludev (1968, 1973 et 1976); Smolenski et Kraïnik 
(1968); Barfoot (1967) ; Sonine et Stroukov (1970); Smolenski, Bokov, Issoupov 
et autres (1971); Vaks (1973). En particulier, sur la symétrie des modifications 
cristallines liées aux transitions seignetto-électriques voir: Sheludev et Chou- 
valov (1956), Sonine et Sheludev (1959); Indenbom (19€0a); Chouvalov (1963) 
et (1970); Lévaniouk et Sannikov (1971): Sonine (1976). 
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matériel soit plus grand que dans la classe de la phase para-électrique 
(dans les transitions seignetto-électriques on appelle habituellement 
la phase symétrique para-électrique et la phase dissymétrique seignet- 
to-électrique). Aussi la phase seignetto-électrique se rapporte-t-elle 
toujours à l’une des classes pyro-électriques, bien qu’en principe aux 
transitions seignetto-électriques peuvent être liées, par exemple, les 
modifications des classes mm2 et m, 2 et 1, m et 1. 

Dans le cas particulier de variation de la symétrie du double, qui 
æst la seule étudiée ici, la transition seignetto-électrique se caracté- 
rise par le fait qu’au moins un des coefficients Æ, (à = 1, 2, 3) est 
non nul. Mais dans ce cas, comme il a été montré plus haut (voir 
formule (65.26)), à mesure que l’on se rapproche du point de Curie, 
une au moins des composantes du tenseur de la constante diélectri- 
que croît comme | 6 |-!, et dans la phase para-électrique cette 
composante croît deux fois plus vite que dans la phase seignetto- 
électrique : 

21K;K} F , 
— 0 dans la phase para-électrique, 
= "RÉ, (65.31) 
dans la passe seignetto-électrique 
a6 ,. . 
(ë, j=1,2 3). 


Pour les transitions seignetto-électriques il est de même caractéristi- 
que l'apparition dans la phase seignetto-électrique de coefficients 
piézo-électriques s’accroissant avec le rapprochement du point de 
Curie comme | 6 | -!/?. Ces coefficients sont : 


0 ____ dans la phase para-électrique, 
d;1= ES PASSE 7:50 dans la phase seignelto-élec- (65.32) 
trique La 2, 3 À = 
— À, , 6). 


Parmi ces derniers trois au moins ne sont pas nuls, car les coeffi- 
cients @,, Q. et @, ne s’annulent dans aucune des classes cristallo- 
graphiques. 

Telles sont les propriétés générales de tous les substances seignetto- 
électriques (ferro-électriques). 

Dans certaines transitions seignetto-électriques, à côté d’une po- 
larisation spontanée, apparaît aussi une déformation spontanée: 
telles sont les transitions dans le dihydrophosphate de potassium ou 
dans le sel de Seignette. Dans ce cas, en plus de l’un des coefficients 
Ki (ë = 1, 2, 3), n’est pas aussi nul un des coefficients Æ23+, (À = 
= 1, ..., 6). Dans les domaines de types différents la polarisation 
spontanée, ainsi que la déformation spontanée sont affectées de si- 
gnes opposés ; donc le signe de la déformation spontanée est défini 
par celui de la polarisation spontanée, comme cela est montré sur 
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la figure 65.2. Dans ces transitions, avec le rapprochement du point 
de Curie s'accroît comme | 6 | -? non seulement le coefficient de la 


€ 
| 169 


| 


Fig. 65.2. Polarisation spontanée et déformation spontanée des domaines de 
la modification seignetto-électrique (mm2) du dihydrophosphate de potassium. 
A gauche, l'orientation des éléments de symétrie. La déformation spontanée 


eg” est exagérée. 


constante diélectrique mais également un des coefficients de défor- 
mation élastique 


Éssa ea dans la phase para-électrique, 
Sin —_ Ki. Ksou | ; | (G5 .33) 
Mo -EE dans la phase seignetto-électrique, 
et l'un des coefficients piézo-électriques 
Lise dans la phase para-électrique, 
d,1 = KLK (65.34) 
——{ =" dans la phase seignetto-électrique 
4a8 P Es is 


D'autre part, certains coefficients de déformation élastique non 
nuls seulement dans la phase seignetto-électrique s'accroissent avec 
le rapprochement du point de Curie comme | 6 | -1/2. 


() dans la phase para- 
électrique, 


a — : —— 65.35 
d ES VAE dans la phase sei- 


Fe gnetto-électrique. 
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Ces singularités des transitions seignetto-électriques sont également 
indiquées dans le tableau 65.1 pour le sel de Seignette et le dihydro- 
phosphate de potassium. 

Si l’on passe aux transitions seignetto-électriques engendrant des 
changements de symétrie supérieurs au double (comme, par exemple, 
la transition seignetto-électrique dans le titanate de baryum), la 
gamme des différences s'étendra davantage. Mais dans l’ensemble de 
ces différences les propriétés générales, propres à toutes les transi- 
tions seignetto-électriques, se manifestent de façon la plus apparente: 
l'apparition de la polarisation spontanée; l’accroissement comme 
| T — T,|-! de l’un des coefficients de la constante diélectrique 
avec le rapprochement du point de Curie aussi bien du côté seignetto- 
électrique que du côté para-électrique, avec la satisfaction de la 
« règle de deux » ; la présence de propriétés piézo-électriques dans la 
modification seignetto-électrique, certains coefficients piézo-élec- 
triques atteignant avec le rapprochement du point de Curie des 
valeurs très grandes. 

Des valeurs anomalement grandes des coefficients de la constante 
diélectrique et des coefficients piézo-électriques déterminent des 
applications techniques variées des substances seignetto-électriques. 

Dans maintes transitions de phase de seconde espèce les anoma- 
lies des propriétés physiques des cristaux sont moins importantes 
que dans les transitions de phase seignetto-électriques. C’est ainsi 
que dans la transition &« — B du quartz, étudiée par I. Yakovlev 
(1957), aucun des coefficients thermodynamiques n'atteint des va- 
leurs anomalement grandes; dans la phase dissymétrique (classe 32) 
apparaissent un nouveau coefficient de déformation élastique et un 
nouveau coefficient piézo-électrique, qui augmentent avec l’abaisse- 
ment de la température comme | 8] {2 (tabl. 65.1). 

Dans la transition de phase du salpêtre de Chili (voir tabl. 64.1) 
dont la théorie a été développée par Dzialochinski et Lifchitz (1957), 
la longueur de la translation élémentaire en direction de l’axe de 
symétrie principal double, tandis que le groupe ponctuel ne varie 
pas. Dans ces transitions seul un mode de changement des coeffi- 
cients thermodynamiques est possible, c'est celui du saut de plu- 
sieurs d’entre eux. C’est justement confirmé par le tableau 65.1. 
Un calcul élémentaire montre que les sauts des coefficients de dilata- 
tion thermique et de déformation élastique sont dans ce cas liés par 
la relation 


= Au De LG (65.36) 


La dilatation thermique du salpêtre de Chili est particulièrement 
anisotrope: &, Æ 0,1 &;. Dzialochinski et Lifchitz ont formulé 
l'hypothèse que les sauts de ces grandeurs sont liés par une relation 
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Tableau 65.1 


Modifications des propriétés physiques des cristaux avec 
certaines transitions de phase de seconde espèce 


mL 471 M RO RSR 
Î Ce Tres =] SC 
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Tableau 65.1 (suite) 


Notations 


Dans la phase 
dissymétrique 


Dans la phase 
symétrique 


Grandeur 


nulle — 
AT 
2 | 
[6] ] 
subit un saut dans la 
transition 
© non nuille, pas de saut 


1-polerisation spontanée, 2-déformation spontanée, 3-coefficients pyro-électriques, 
4-coefficients de dilatation HoRIqUe, s-coefficients de la constante diélectrique, 
6-coefficients piézo-électriques, 7-cocfficients de déformation élastique. Les autres 

Sotations sont celles du tableau se. 5. Tous les schémas sont symétriques par  ADDOEE à à 


la diagonale principale. 


TE É 
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à peu près semblable. Ainsi s’éclaircissent les résultats expérimen- 
taux obtenus par Cornfeld et Tchoudinov (1957) qui ont observé le 
saut du coefficient s,, sans, cependant, noter les sauts de s,, et s,2. 


$S 66. Méthodes mathématiques de la théorie 
des transitions de phase 


Comme il a été noté au $ 64, lorsque deux modifications cristallines sont 
liées par des transitions de phase de seconde espèce, le groupe d'espace de l’une 
d'elles G, s’avère le sous-groupe du groupe d'espace G de l’autre: GLE G. 
Toutefois, c'est là une condition nécessaire mais nullement suffisante; la re- 
cherche d'autres conditions que doivent vérifier les groupes de symétrie des 
modifications cristallines liées par des transitions de seconde espèce occupe 
une place importante dans les travaux fondamentaux sur la théorie des tran- 
sitions de phase (Landau, 1937; Lifchitz, 1941; Landau et Lifchitz, 1976) 
et exige l’utilisation d’un appareil mathématique assez compliqué, et en pre- 
mier chef celui de la théorie des représentations des groupes *). Il est commode 
de considérer le groupe G de modification symétrique comme donné, tandis que 
les groupes G, des modifications dissymétriques qui peuvent connecter avec la 
modification symétrique par une transition de phase de seconde espèce, sont, 
au contraire, à recherher. 

À cette fin on introduit dans l’étude une fonction de densité cristalline 
microscopique P (r1, ze. z3) au point de transition de phase; elle est invariante 
par rapport au groupe d'espace G. Dans la modification dissymétrique. la fonc- 
tion de densité vaut p + Ôp, ôp étant invariant seulement par rapport au grou- 
pe Gp, Mais non pas par rapport à G. Au moyen de la fonction on est en mesure 
de construire des fonctions réelles q@ (&œ = 1, ..., nm) linéairement indé- 

endantes et normées d'une certaine façon, telles que, d’une part, chacune d’el- 
es puisse se transformer suivant une représentation physiquement irréductible **) 
Tm de dimension nr} du groupe G et, d’autre part, que ôp puissese représenter 
sous forme d'une combinaison linéaire 


p= VS pin, (66.1) 


m 


Au point de transition tous les coefficients cx sont nuls, tandis que dans la 
modification dissymétrique un au moins des coefficients correspondant à la 
représentation non unitaire est différent de zéro. vu qu'autrement la symétrie ne 
variait pas avec la transition. Ainsi, parmi les représentations irréductibles, 
dont les fonctions de base sont comprises dans le développement (66.1), il y a 
au moins une non unitaire. 


Les coefficients c@ correspondant à des représentations non unitaires 
caractérisent la valeur des termes variables par rapport au groupe G dans l’ex- 
pression de la fonction de densité de la phase dissymétrique (66.1) et jouent 
donc le rôle d'un paramètre de dissymétrie à multicomposantes. Ils dépendent 
des conditions externes; pour concrétiser. on admettra que ces dernières sont 
données par les forces thermodynamiques généralisées T et X = (X,, ..., X:). 
Dans la théorie des transformations de phase de seconde espèce il est commode 


*) Il est admis que le lecteur est au : ourant de la théorie des représenta- 
tions des groupes d'espace (voir Landau et Lifchitz (1974) et (1976); Pétrache- 
gne et Trifonov (1967); Streitwolff (1967): Bire et Pikouss (1972). 

**) Par une représentation physiquement irréductible on entend ici une 
représentation irréductible réelle ou la somme de deux représentations irréduc- 
tibles conjuguées complexes imaginaires. 
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de considérer temporairement le potentiel thermodynamique © de la modifica- 
tion dissymétrique comme une fonction non seulement des forces thermodynami- 
ques mais également des composantes du paramètre de dissymétrie c, pour, 


ensuite, rechercher ces dernières comme fonctions de la température cœ7” = 
= ca (7) à partir des conditions 


( (T, X; c) 


= 0. (66.2 
dc) Je 0 
Les équations (66.2) s’ensuivent de la minimalité du potentiel thermodynamique 
©, les forces thermodynamiques étant fixées. Il s'ensuit également la définis- 
sabilité de la matrice 


( d°O(T, X; c) 
ocma  ]x=0 


Le potentiel thermodynamique de la phase dissymétrique, comme il a 

été éclairé au $ 65, doit être invariant par rapport au groupe d'espace G de la 
hase symétrique et, par suite, sa dépendance des coefficients cx 7” se réduit à 
a dépendance des invariants composés de ces derniers. Au voisinage même du 


point de transition ca sont petits et le rôle principal est dévolu aux invariants 

des puissances inférieures. En général, le nombre d'invariants linéairement 

indépendants de degré s, qu’il est possible de former des composantes de la gran- 

deur qui se transforme suivant une représentation quelconque Z du groupe 6G, 

est égal au nombre de représentations unitaires contenues dans la représenta- 

on B*], qui est une symétrique de degré s de la représentation B. C'est le nom- 
re 


ne. 3= 0 D ll (@. (66.3) 
8EG 


où N (G) est l'ordre du groupe G, (Xp) le degré symétrique s-ième de la nature 
de la représentation B. Toutefois, il est impossible, en général, de composer à 
partir des grandeurs se transformant suivant une représentation physiquement 
irréductible des invariants linéaires; quant à l’invariant quadratique de cha- 
cune de ces représentations, il est unique; avec un choix approprié de la base 
p,",..., ox, on peut l'écrire sous forme d’une somme de carrés des. com- 
posantes. Ainsi, en admettant la possibilité de développement du potentiel 
thermodynamique en série par rapport aux composantes du paramètre de dis- 
symétrie, on obtient le début de ce développement sous forme 


Nm 
D=D+ 2 40m) D (EME …., 
m a—=1 


où A(M) = A(m) (T, X) sont des fonctions des forces thermodynamiques. 
Dans la modification symétrique, le potentiel thermodynamique doit 


être minimal si tous les c&”” sont nuls, tandis que dans la modification dissymé- 
trique, seulement au cas où au moins l’un de ces derniers est différent de zéro. 
Vu que les sommes des carrés sont essentiellement positives, la première condi- 
tion est vérifiée si tous les A(®) sont positifs, et la seconde, si au moins certains 
d’entre eux sont négatifs. Au point de transition ces derniers deviennent évi- 
demment nuls. Mais comme il est physiquement incroyable que sans des causes 
spéciales plusieurs fonctions indépendantes A(") (7, X) deviennent nulles 
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exactement pour les mèmes conditions T? = T,, X = 0, il est naturel de s’at- 
tendre qu’une d’entre elles seulement s'annule et la transition ne soit liée qu'à 
une représentation F physiquement irréductible qui est justement celle pour 
laquelle s’annule le coefficient À. C'est par rapport à cette représentation que 
se transforment les composantes c« du paramètre de dissymétrie caractérisant 
la transition considérée. En accord avec le précédent, la variation de la fonc- 
tion de densité (66.1) peut être écrite sous forme 


n 
Ôp = pa CaPa: (66.4) 
a—1 
dans le: conditions (66.2) on peut négliger les indices "=. 

Au point de transition mème le premier terme non éliminé dans le dévelop- 
pement du potentiel thermodynamique est, à ce qu'il semble. la combinaison 
d'invariants cubiques du paramètre de dissymétrie. Or les invariants au cube 
sont particulièrement alternés, de sorte que, pour la minimalité du potentiel 
thermodynamique au point de transition, il faut qu'ils soient absents. Mais 
comme. d'autre part, il n'y a aucune raison de s'attendre que les coefficients 
associés s’annuleront précisément à la même température que le coefficiect À, 
il ne reste qu’à exiger que la représentation T ne permette absolument pas la 
présence d'invariants au cube, c'est-à-dire, que. conformément à (66.3) elle 
satisfasse à la condition 


DS (xx) =0. (66.5) 
geG 


Elle a été posée par L. Landau (1937). 
Aiusi, le développement du potentiel thermodynamique prend la forme 


nr 


D=Di+A À (ca)?+ à Bifi (c)+... (66.6) 


a=1 î 


où f;' (c) sont des invariants linéairement indépendants de quatrième degré 
formés des composantes du paramètre de dissymétrie, et B; certaines fonctions 
des forces thermodynamiques généralisées qui. en première approximation, sont 
considérées comme constantes (comp. les développements (65.1) et (65.7)). 

Les exigences imposées à la représentation T ne se limitent pas à la condi- 
tion de Landau (66.5) suivant laquelle aurait dû se transformer le paramètre de 
dissymétrie. C'est qu’en réalité les représentations irréductibles des groupes 
d'espace se numérotent à l’aide d’un paramètre continu, le vecteur k de la 
première zone de Brillouin du réseau réciproque; et seulement au cas où à un 
vecteur À correspondent plusieurs représentations irréductibles. elles se numé- 
rotent. en surplus, au moyen du nombre m. Donc, les coefficients À = 4 (k: T, 
X). En posant que À sont des fonctions suffisamment lisses du vecteur k, il vient 


A (ko + 6k) == À Go) + 2 Ce) 5 ++ 24 Co : skôk + … (66.7) 


Soit la représentation T (k,) liée à une transition. Alors, dans la modifica- 
tion symétrique tous les À (k, -- Ôk) d'un certain voisinage du vecteur k, sont 
positifs: à mesure que l'on se rapproche de la température du point de Curie, 
ils décroissent et, enfin, au point de transition même À (k,) s’annule. tandis 
que -4 (k,  Ôk) sont toujours positifs. Mais il faut alors que pour k == k, la 
fonction 4 (k) possède un minimum, autrement dit, que le développement (66.7) 
ne contienne pas de termes linéaires et les termes quadratiques soient positifs. 
L'annulation pour k — k, de la dérivée 94/ôk peut être la conséquence de la 
symétrie du vecteur k,. En effet. cette dérivée est le vecteur invariant par 
rapport au groupe ponctuel de symétrie H (k,) du vecteur k,. Si cette dernière 
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ne conserve invariante aucune des directions, c’est-à-dire si elle appartient aux 
22 groupes ponctuels cristallographiques non pyro-électriques, la dérivée 94 /ôk, 
our k = k,, s’annule infailliblement. Un autre cas imaginable, celui d'annu- 
ation simultanée de À (k,) et de 04 (k,)/0k due non pas à la symétrie du vec- 
teur k, mais à des propriétés spéciales de la fonction À (k), doit être élimine de 
l'étude, car dans ce cas k, varie continüment avec la modification des conditions 
externes (par exemple, de la pression), c’est-à-dire que la phase dissymetrique 
n’est plus un cristal. Donc une représentation physiquement irréductible F (4), 
liée à une transition de seconde espèce, doit se caractériser par le vecteur # à 
poupe de symétrie À (k) non pyro-électrique. De plus, de la nature réelle de 
a représentation T (k) il s'ensuit que l'étoile du vecteur 4 doit également com- 
prendre le vecteur —k, même si la symétrie cristalline ne l’impose pas. Or. cela 
signifie qu’en définissant le groupe # (k) il faut substituer à la classe cristalline 
cristallographique la classe de Laüe (c’est-à-dire si le cristal n'est pas centré, 
il faut ajouter à ses éléments de symétrie un centre de symétrie). 

La condition décrite a été introduite par E. Lifchitz (1941) comme corol- 
laire d’une condition plus générale; aussi l’appellera-t-on condition atténuée 
de Lifchitz *). 

Dzialochinski (1964) a remarqué qu'il serait plus correct d'exiger l'égalité 
identique à zéro du terme linéaire en ôk dans le développement du potentiel 
thermodynamique en puissances de ôk, or ce dernier peut comprendre, à côté 
des termes déjà étudiés 


A 
ko) 5 (cu), 
y 2 


au cas où la représentation T (k,) n’est pas homogène, le terme de forme 
ôk-v (c1, . Ch: 


où west une grandeur quadratique en composantes c;. se transformant comme 
un vecteur dans toutes les transformations du groupe G,,. Donc, la représenta- 


tion FL (k) doit vérifier la condition 


D Xv (8) Lxr] (g)=0, (66.8) 
FA 


qui définit l'absence dans le développement du potentiel thermodynamique de 
termes linéaires par rapport à ôk et quadratiques par rapport à c.. On a utilisé 


ici la formule (66.3); y.: est le caractère de la représentation vectorielle, [x] 


le carré symétrique de la dre r. Il est naturel d’appeler la condition 
(66.8) condition de Dzialochinski ; elle est quelque peu renforcée par rapport à 
la condition atténuée de Lifchitz. 

La condition générale de Lifchitz exige que les composantes du paramètre 
de dissymétrie c, soient indépendantes des coordonnées spatiales. 11 faut pour 
cela que le potentiel thermodynamique ®, considéré comme fonction de dc4/ôx:;, 
on minimal pour ôcs/0x; = 0. Le développement correspondant est de la 
orme 


oc ac ac 
O= D a ( cp a ) 
o+ DEC FEYÈLE > ba,p.t DETTE dz; + 
x, i æ,B,i 
+ Br da.p.i. (ca oz; ‘PB 0x; ] es (66.9) 
œ,p,i 


. *) En l'exposant, on a aussi utilisé l'article de Dzialochinski (1964). A la 
même conclusion, mais en s'appuyant sur d’autres considérations, a abouti 
Khatchatourian (1965). 
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OÙ Au, bapts dapi Sont des coefficients constants, le jeu bp; étant symétrique 
et le jeu dep; antisymétrique par rapport à la permutation des indices « et f. 


Le potentiel thermodynamique, c'est-à-dire l'intégrale \ OdV, étant étudié 


pour tout le cristal. on aboutit à la conclusion qu'il n’est essentiel que le der- 
nier terme de développement (66.9); les autres termes. après application du 
théorème de Gauss-Ostrogradski, se réduisent à des intégrales de surface en 
Ca et cacs. Donc, des propriétés de la représentation l doit s’ensuivre l'annula- 
tion de ce terme. Lescoefficients deg; se transforment suivant la représentation 
Y {T2}, autrement dit, suivant le produit de la représentation vectorielle V du 
groupe G et du carré antisymétrique {12} de la représentation l. D'autre part, 
puisque deg; entrent dans le développement du potentiel thermodynamique, 
ils doivent être invariants par rapport au groupe G. Le nombre de ces invariants 
est égal à celui des représentations unitaires dans Ja représentation réductible 
V {T°}, et pour que la transition puisse se réaliser, ce nombre doit être nul: 


NS xv (8) {4} (g)= 0. (66.10) 
kEG 


On a utilisé ici la formule (66.3); 4.. est le caractère de la représentation vecto- 
rielle du groupe G, {4r} le carré antisymétrique du caractère de la représen- 


tation T. L'égalité (66.10) est justement la condition générale de Lifchitz; la 
condition atténuée de Lifchitz est son corollaire, voir Lifchitz (1941); Landau 
et Lifchitz (1964). 

Les conditions (66.8) et (66.10) sont considérées comme renforçant la con- 
dition atténuée de Lifchitz; cette dernière est une des pierres de touche de la 
théorie. déterminant pour une grande part la nature de son appareil mathéma- 
tique. Les vecteurs & satisfaisant à cette condition sont soit égaux à zéro. soit à 
un demi, un tiers ou un quart de l’un des vecteurs du réseau réciproque. Dans 
le premier cas, étudié en détail par Indenbom (1960). le groupe des translations 
T de la phase symétrique est compris dans le noyau d'homomorphisme de la 
représentation T. de sorte que cette dernière est une représentation du groupe 
ponctuel de la modification symétrique; en outre, la symétrie de translation 
dans ce cas ne se modifie pas en genéral. Dans les autres cas. le noyau d'homo- 
morphisme de la representation l comprend sinon le groupe même des transla- 
tions, du moins son sous-groupe 7 ,,, à indice relativement petit ; il est composé 
de toutes les translations £ € 7 pour lesquelles £-k vaut zéro ou un entier pour 
tous les k de l'étoile {k}. La représentation ll est de nouveau une représenta- 
tion d’un groupe‘d'ordrefini non supérieur au produit de l’ordre du groupe ponc- 
tuel de lu phase symétrique par l'indice T,,, par rapport à 7. Cette circons- 
tance autorise justement de formuler les propriétés de la représentation F du 
groupe infini G dans la langue de la théorie des groupes finis. 

Si l'étoile {k} comprend plusieurs vecteurs, les groupes de translation 
caractérisant les réseaux de Bravais possibles de phases à basse symétrie peu- 
vent alors être engendrés non pas par tous les vecteurs k,, .... k, formant 
cette étoile, mais par l’un d’eux (par exemple, 7 k,), Par un couple de vecteurs 
(Tune Tr,xar €tCe) <.., Par un jeu de g — 1 vecteurs. À la différence des 
groupes T{,, décrivant des réseaux de Bravais de la même syngonie que celle 
de référence, à ces groupes correspondent des réseaux de Bravais de syngonies 
plus basses. 

Toutes les modifications possibles du réseau de Bravais d'un cristal ont été 
énumérées par Lifchitz (1941); on les a données au tableau 66.1. En utilisant 
ce tableau, il faut prendre en considération qu'avec la symétrie de translation 
du cristal peut également s’abaisser la symétrie de rotation donnant ainsi naïis- 
sance à une légère déformation du réseau. Comme on ne tient pas compte de 
cette circonstance dans le tableau. les réseaux de Bravais s’y rapportent à un 


30° 
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Tableau 66.1 


Modifications du réseau de Bravais dans les transitions 
de phase de seconde espèce 


P1 P1 24,, &., &s 2 
P2/m P2;im 24;, 2, &s 2 
P2iIm Gj. 2@:, &3 ; 2 

C2'm 24,. 24a,. as; a, +a. 2 

C2/m C2im dj. Gr. As; A+: 2 
P2;m y, G+. a 2 

P1 dj +, 1/2 (4 —@). Ga 2 

C2:m 241; 24, Gs ; da +a: 4 

Pmmm Pmmm 241. Ge, 3 2 
Cmmm 24. 24», &;;, A+: 2 

Fmmm 24, 245. 243; Goes, Aya, A+ 2 

Cmmm Cmmm (gs ss 23 5 1/2 (4y+ as) 2 
Pmmm Œ. Œ, a 2 

Immm Œy, Go. 23; 1/2 (4j + As +24s) 2 

P2'm y, yo 1/9 (Gi — Co 2 

C2im 24, 243, 1/2 (Gi +0); Mm+as 2 

Cmmm 241. 2, A M +: 4 

Fmmm 24;, 20e, 23; As ts, As LE, A + VA 

Fmmm Cmmm y. Go, Ass Ait: 2 
P1 1/2 (41+ 2). 1/2 (@1 + @3). ar + as 2 

C2im 241, 42, 1/2(41+@3); 4 +a: 4 

Fmmm 241. 24, 243; A+ @z. Aa Lay, A +: 8 

Immm Pmmm Œj. Gr. A3 2 
CZlm 241, 2e, 1/2 (4 +@2:+ as); + 2 

Cmmm 20, 2@:, ds; a +a: 4 

Fmmm 241, 243, 23; A+, As +; + & 

P&/mmm P4lmmm | a. a., 24; 2 
Päimmm |a+a., «,—a, a; 2 

T4/mmm Œts, A, 24; tas 2 

Pmmm 24;. &:, & 2 

Cmmm 24,. 243. a ; a, +4; 2 

Pä/mmm 2: 2 ». 3 & 

I4:mmm | 24a,, 2a., 2a,; a ta.,+as 4 

Tälmmm Päfmmm | «a. a, a; 2 
Cmm Ge As, Gi — 2; 1/2 (41 FO +03) 2 

C2/m ue Ga Ts Mr — si 1/2 (4 +: +03) z 

Pésmmm | ira, a) —@:, as LA 

Cmmm 24:, 243, 5; a+: 4 

Piim 2j, Mr, 1/2 (& +2 +03) 4 

Iä/mmm +, Ad 24 ; A+ As FA 

T3immm 241. 2G». 243 , Gta +a; 8 
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Tableau 66.1 (suite) 


! 


Pm3m P4/mmm Gi, Go, 243 2 
Pä/mmm ŒyFGo, Ay— ss. Os 2 
Fm3m 24, 202, 243; a; tas. a3 +4, a Fa 2 
Pä/mmm 1» 2@», Gs 4 
Im3m 241: 24», 243; a;j+a:+as 4 
Pm3m 241, 2a:, 24as 8 
Im3m Pm3m Œj, Go, Gs 2 
Cmmm y. Go Fas, do — QG; 1/: (4; — a+) 2 
Pä/mmm a; +, G— Gs. &s PA 
P2/m 243. 2@2, 1/2: (&y +: + a) à 
Fm3m 241. 2a:, 243; a: Fas, 43 + @1. ay La 4 
Im3m 241, 24o, 243; Aya +as 8 
Fm3m P4/mmm 1/a (a; + a), 1/0 (a; —@2). G3 2 
R3m Gi + 1/2 (Get @s). Gr 1/2 (a3 + a), 2 
d3 + 1/9: (1 + @) 

Pmim Gi: do. G3 4 
P2/m Gi TG, Ge. 1/2 (GT As) 4 
Iä/mmm Gi, Go. 2üs; As +12 (Gi + Ga) à 
Fm3m 241: 2; 243; a: + Gs;, as+a:. a; Fa & 
P4/mmm 241; 2&:;, G3 16 
Pm3m 24;, 24:, 24s 52 
Rèm R3m G:Fas, as +1, 41 +02 2 
C2/m Gr Go GA — Ge, 243; 2 
P2/m Gy fs Œj — Go. O3 2 
C2/m 2(a+ae), 2(a —@), &; 24: 4 
R3m Gi +3 —Qy, As G, — Go, A +Fa—0Gs 4 
R3m 241 202, 1243 8 
P6/mmm P6/mmm | a;, a. 24as 2 
Pmmm Gif @s:, A — Go. Gs 2 
Cmmm a;+@, 1 Go. 2as ; &, —Gs 2 
P6/mmm a; + 243, GG — Go, Gs 3 
P6/mmm 241, 2e, Gs $ 

Fmmm 2 (a, + a), 2 (a, — @>), 24: , 24:;; 
Gt TGs, A — Ga tas 4 
C2/m 24; 2&s; 24: ; G+as 4 
P6/mmm Gt 242 GE — Go, 23 6 
P6/mmm 241: 24, 243 8 


système le plus symétrique admis en général par ces derniers. Mais quelle que 
soit la symétrie réelle du réseau obtenu, elle ne comporte que les nœuds indi- 
qués dans le tableau et seulement ces derniers. 

Dans la première et la seconde colonne du tableau 66.1 sont respective- 
ment placés les réseaux de Bravais des modifications symétrique et dissymétri- 
que. Dans la troisième colonne, la dernière nommée est décrite au moyen des 
vecteurs de base a; du réseau primitif de la phase symétrique ; la maïlle à base 
centrée de la phase de référence est décrite par les vecteurs &, a, a, et 
1/, (a + &s); celle à faces centrées par les vecteurs a, &, &»; 4/2 (as + as), 
1/, (as + &) l/, (a, + @2); la maille centrée par les vecteurs «a, @:, as, 
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1/, (& + d: < &@s3); dans un réseau rhomboédrique les vecteurs a; sont choisis 
suivant les arêtes du rhomboëdre élémentaire. Dans la quatrième colonne on 
indique de combien de fois augmente le nombre d’atomes dans la maille élé- 
mentaire avec la transition, ou, ce qui revient au même, de combien de fois 
diminue la symétrie de translation; notons ce nombre NW. 

Le tableau 66.1 montre que les périodes du réseau doublent dans la plupart 
des cas. dans les réseaux centrés et à faces centrées certaines périodes peuvent 
même quadrupler, tandis que dans le réseau hexagonal elles triplent. Quant 
au volume de la maille, il peut s’accroître de V; = 2, 3, 4, 6, 8, 16 et 32 fois. 
Rappelons qu'il existe des transitions (et elles sont très courantes) pour lesquel- 
les la symétrie de translation ne varie absolument pas (voir $ 64). 

Revenons à l’analyse de la représentation l. Comme il a déjà été- noté, le 
groupe 7,,, entre dans le nœud d’homomorphisme G. de cette représentation 


et son indice [T:7T,;; ] par rapport au groupe des translations 7 de la modifi- 


cation symétrique, comme il s'ensuit du tableau 66.1, ne dépasse pas 32 *). 
Introduisons dans l'étude, F — G/G.. qui est le groupe-quotient **) du groupe 
d'espace du cristal G suivant son sous-groupe invariant G-. L'ordre du groupe 
F ne dépasse pas le produit de l'indice [T:T,,,] par l'ordre du groupe 
ponctuel du cristal À, c'est-a-dire en tout cas n'est pas supérieur à 
32-48 — 1536. La représentation l' du groupe G est en même temps la 
représentation du groupe F, et remarquons que c’est une représentation précise: 
aux différents f € F sont associées des matrices différentes dans FF. La représen- 
tation l étant réelle, on peut choisir dans son espace support L une base vecto- 
rielle 6,. ..., 6, (r est la dimension de la représentation l) de manière que 
les matrices correspondantes soient orthogonales. Ainsi, un groupe abstrait F 

eut être réalisé comme un groupe de transformations orthogonales d’un espace 
a n dimensions, un sous-groupe © (nr) d’un groupe orthogonal à r dimensions. Si 
le proune d'espace G est simorphique, les ordres des éléments de F sont alors 
obligatoirement cristallographiques: 1, 2, 3, 4, 6. Toutefois les représenta- 
tions des groupes G non simorphiques peuvent donner naissance à des groupes F 
avec quelques éléments d'ordre non cristallographique. par exemple 8 ou 12. 
La dimension nr de la représentation T (de même que de l’espace L) ne doit appa- 
remment pas dépasser 24%*%%*), 

On considérera les composantes ec, ..., c, du paramètre de dissymétrie 
comme des composantes du vecteur de l'espace L. attachées à la base déjà men- 
tionnée é,, . . .. én dans laquelle les matrices de la représentation l sont ortho- 

onales. Le paramètre de transition est ainsi un vecteur de l’espace L. Les trans- 
ormations incluses dans le groupe F, en agissant sur le vecteur de dissymétrie, 
engendrent une étoile de vecteurs de dissymétrie {c}. Si aucune des transforma- 
tions du Fou F ne laisse le vecteur c en place, le nombre de vecteurs de l'étoile 
{c} est alors égal à l’ordre du groupe F. Mais si un sous-groupe F4. du groupe F 
laisse le vecteur c en place, le nombre de vecteurs de l'étoile {c} est alors égal 
à l'indice [F : F,.] du groupe F4 relativement à F. Les vecteurs composant l'étoi- 
le {c} correspondent aux différents domaines formés avec la transition. Le 
groupe F. définit de façon univoque le groupe d'espace de la modification dis- 
symétrique 6: elle constitue la réunion des classes associées du groupe d’es- 
pace G suivant son groupe invariant Gk, qui correspondent au sous-groupe F4 


*) Les valeurs possibles de l’indice [T: T,;,] sont égales aux valeurs W: 


du tableau 66.1 pour les cas où les deux réseaux de Bravais appartiennent à la 
même syngonie. 
**+) Pour la définition du groupe-quotient voir Wigner (1964). 
***) La dimension des représentations irréductibles satisfaisant à la condi- 
tion atténuée de, Lifchitz ne dépasse pas 12, cependant certaines d’entre elles 
peuvent s'avérer complexes. 
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du groupe-quotient F = G/G-: 
Gp = à &iGr. (66.14) 


où g, € Gest un représentant quelconque de la classe associée du groupe G sui- 
vant le sous-groupe Cr, qui correspond à l’élément /; du groupe Fe; la somma- 


tion s'effectue par rapport au groupe Fe. Si, en particulier, le groupe F4 se réduit 
à l'unité. c’est-à-dire aucune représentation non unitaire du groupe F ne laisse 
le vecteur donné c en place, le groupe G, coïncide alors tout simplement avec 
le noyau d’homomorphisme G-. Apparemment. l'indice [G: G,] du groupe G2 


ar rapport au groupe G, c'est-à-dire l’abaissement total de la symétrie avec 
a transition. est: 
N=1(G:GL=1IF: F4]. (66.12) 


L'abaissement de la symétrie de rotation N, = N/N.. 

De cette façon, le dénombrement de tous les groupes d'espace G,, de la 
modification dissymétrique, liés à la modification symétrique donnée par une 
transition de phase de seconde espèce, s’est réduit, en premier lieu, à l’établis- 
sement de toutes les représentations irréductibles L du groupe G de la modifica- 
tion symétrique satisfaisant à la condition atténuée de Lifchitz et, en second 
lieu, à la recherche pour chaque groupe-quotient F — G/G; de tous les sous- 


groupes pouvant servir de groupes Fe. Le premier problème se résout sans peine 
au moyen de tables de représentations irréductibles des groupes d'espace (Kova- 
lev 1961; Faddéev. 1961). Quant au second problème, il consiste a rechercher 
dans le groupe F des sous-groupes laissant en place au moins un vecteur; ces 
sous-groupes sont des analogues de dimension n des classes pyro-électriques *). 
Toutes les matrices comprises dans de tels sous-groupes possèdent au moins une 
valeur propre égale à l'unité. D'autre part, toutes les matrices composant en 
commun un tel sous-groupe possèdent au moins un vecteur propre commun corres 
pondant à la valeur propre valant l'unité. 

L'étape suivante de l'étude aurait dû consister dans l'élimination de tou- 
tes les transitions « de trop ». À côté des transitions auxquelles correspondent 
les représentations ne vérifiant pas les conditions (66.5). (66.8) ou (66.10) il 
y a aussi des transitions ne pouvant être obtenues qu'avec la prise en compte 
des termes suivants du développement (66.6). Pour éliminer ces transitions (el- 


les comprennent, en particulier, celles correspondant aux groupes F. et cons- 
tituant des sous-groupes d’autres groupes semblables, on peut vérifier si le 
groupe donné G, s'obtient par la résolution ordinaire : en portant le développe- 
ment (66.6) dans l'équation (66.2), en résolvant ces équations et en détermi- 
nant les groupes d'espace G, par rapport auxquels l'expression (66.4) demeure 
invariante après qu'on y a porté les solutions obtenues. 

D'autre part, à côté des transitions de seconde espèce, les transitions de 
première espèce, qui sont proches des transitions de seconde espèce, présentent 
également un interêt. L'étude théorique de ces dernières s’effectue en faisant 
appel à des méthodes utilisées dans la théorie des transitions de seconde espèce 
en y apportant quelques modifications (voir, par exemple, l'étude réalisée par 
Guinsburg (1949) des transitions seignetto-électriques de première espèce. 
Il est évident qu’une séparation exacte de ces transitions est impossible : c’est 
plutôt la possibilité même d’une description de la symétrie et des proprictés 
cristallines au voisinage de la température de transition au moyen d’une modi- 
fication quelconque de la théorie des transitions de seconde espèce qui établit 
que la transition étudiée est proche des transitions de seconde espèce. Sous ce 


*“) Ainsi, ce problème est une généralisation au cas de dimension n d’un pro- 
blème analozue résolu pour un cas ternaire par Sheludev et Chouvalov (1956) 
lors du dénombrement de toutes les transitions seignetto-électriques possibles. 
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rapport. la liste des groupes G , obtenus à l'aide de la formule (66.11) peut être 
considérée comme une liste qui comprend également des transitions de première 
espèce. Remarquons que les considérations mises en œuvre pour démontrer que 
le paramètre de dissymétrie c de la transition de seconde espèce se transforme 
suivant une représentation physiquement irréductible deviennent, au cas d’une 
transition de première espèce, beaucoup moins catégoriques. Puisque l’annula- 
tion de deux coefficients 4(") dans un intervalle étroit de températures est peu 
probable. mais non absolument exclue. on peut s’attendre à ce que de nombreu- 
ses transitions de première espèce puissent être définies par des représentations 
physiquement irréductibles *). On peut confronter la liste des transitions 
de se onde espèce (Alexandrov. Zinenko. Mikhelson. Sirotine, 1969) à la liste 
comp _enant également des transitions de première espèce définies par des repré- 
sentat ions physiquement irréductibles (Vinberg, Goufan, Sakhnenko, Sirotine, 
1974) pour le groupe d'espace Pm3m (Oh). 

Telle est la méthode géométrique de dénombrement des groupes d'espace 
Gn des modifications dissymétriques liées à la modification symétrique (G) 
par la transition de phase de seconde espèce ou par une transition de première 
espèce (Sirotine. 1967; Sirotine et Mikhelson, 1969; Goufan, 1971; Vinberg, 
Goufan, Sakhnenko, Sirotine, 1974). L'étude des groupes F et F., opérant dans 


un espace abstrait de la représentation Let démunis, semble-t-il, de sens physi- 
que, se justifie par le fait que chacun de ces groupes unit de nombreuses transi- 
tions, tandis que l'appartenance des transitions à un groupe définit leurs nom- 
breuses proprietés communes échappant/à une étude superficielle. C’est justement 
le cas des transitions dans le sous-groupe d'indice 2 décrites au $ 65: bien que 
ar leurs manifestations elles soient très variées, la plus grande partie de 
’étude théorique se prête à une analyse générale en décelant ainsi des traits 
généraux à toutes ces transitions. En principe, une étude analogue peut. semble- 
t-il, être entreprise pour des transitions caractérisées par d’autres groupes F 
et F,. En attendant, cette méthode a été utilisée pour l’étude des transitions 
isolées (Sirotine, 1967; Sirotine et Mikhelson, 1969; Goufan et Sakhnenko, 
1972), des modifications des propriétés physiques, pour l’analyse de la structure 
de domaine engendrée par les transitions, etc. **). En outre, on a dégagé une 
série de proprietés générales propres aux transitions liées à des représentations 
bi- et tridimensionnelles, et on a dénombre tous les groupes possibles F et F. 


de ces représentations (Goufan et Sakhnenko, 1972a). 

Les modifications des propriétés physiques du cristal avec la transition 
sont définies qualitativement par des groupes ponctuels des phases symétrique 
et dissymétrique. C'est ainsi que la transition devient seignetto-électrique, 
c'est-à-dire liée à l'apparition d’une polarisation spontanée, si et seulement 
si les nombres des composantes indépendantes du vecteur des groupes ponctuels 
des pue symétrique et dissymétrique sont différents (voir de même Sheludev 
et Chouvalov 1956). De façon analogue. pour l'apparition d’une déformation 
spontanée avec la transition, il faut et il suffit que pour ces groupes ponctuels 
on obtienne des nombres différents pour les composantes indépendantes du 
tenseur symétrique de second ordre. Ces résultats peuvent être grandement 

récisés si l’on tient compte de la place occupée par la représentation l dans 
e système des représentations du groupe ponctuel Æ. La polarisation spontanée 
apparaît avec la transition aussi bien dans le cas où la représentation vectoriel- 
le V du groupe À comprend Ja représentation T même, qu'au cas où V ne con- 
tient qu’une puissance symétrique [l'P] de cette représentation. Toutefois. dans 
le premier cas la dépendance de la température de la polarisation spontanée 


*) 11 se peut qu’au nombre de transitions définies par des représentations 
réductibles Al faut ranger la transition Pm3m-Pnma observée dans maints 
cristaux (en particulier, dans CaTiOz:) (Cochran, Zia, 1968). 

**) Voir de même les études anal es menées à l’aide de méthodes ordi- 
naires (Levaniouk et Sannikov, 1970, Dvoïak, 1971; Dvoïak, Petzelt, 1971). 
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et de la constante diélectrique ‘est définie par les formules (65.30) et (65.31). 
Dans le second cas, la polarisation spontanée avec l'éloignement du point de 
transition s'accroît comme | @ JP, tandis que la constante diélectrique pour 
6 —+ 0 ne tend pas vers l'infini ; ces transitions sont dites impropres. leur possi- 
bilité a été, pour la première fois, notée par Indenbom (1960a) (pour une étude 
pe détaillée voir Levaniouk et Sannikov (1974)). De façon analogue. on divise 
es transitions s’accompagnant de l'apparition d’une déformation spontanée en 
transitions propres. quand dans la représentation [V2] du groupe À est incluse 
la représentation l même, et transitions impropres, quand dans [V2] n'entrent 
que ses puissances symétriques. Si dans une transition la symétrie de trarsition 
u cristal se modifie. elle s'avère alors impropre par rapport à toutes les pro- 
priétés physiques, puisque dans toutes représentations du groupe ponctuel À 
ne peuvent entrer que les puissances symétriques de la representation F et non 
pas cette dernière. 

L'analyse théorique des groupes permet également de déterminer si la 
transition concernée s'accompagne de déséquilibres des positions d’'atomes ou 
non : dans le premier cas la représentation T entre dans la représentation vibra- 
toire du groupe d'espace G. dans le second elle n’y entre pas. Cette propriété de 
la transition est essentiellement fonction du type structural du cristal. car 
c'est justement ce dernier qui détermine la composition de la représentation 
vibratoire du groupe d'espace considéré. En particulier. dans les structures 
comprenant des atomes et leur arrangement général, toute transition doit s'ac- 
compagner d’un déplacement d’atomes. Au contraire, dans une structure mono- 
atomique la transition ne s'accompagne de déplacements d'atomes qu'à Ja 
condition que la représentation du groupe ponctuel X (k). engendrée par une 
petite représentation l,.. soit incluse dans la représentation vectorielle du 


groupe H (k). Toutes les transitions seignetto-électriques s’accompagnent de 
éplacements d'atomes. Au nombre des transitions ne s’accompagnant pas de 
déplacements d’atomes citons, par exemple, les transitions de phase dans Je 
salpêtre de Chili et l'alliage CuZn, voir fig. 64.2 et tabl. 64.1. Pour une étude 
plus détaillée voir Sirotine et Mikhelson (1968); Mikhelson et Sirotine (1969). 

Sur les questions abordées dans ce chapitre voir Barfoot (1967) Brout 
(1965) ; Vaks (1973) ; Sheludev (1968, 1973, 1975, 1976) ; Jona et Shirane (1962); 
Käntzig (1957); Cady (1964); Landau et Lifchitz (1957 et 1976) ; Mason (1950); 
Smaguine et Jaroslavski (1970): Smolenski. Bokov, Issoupov et autres (1971); 
A et Kraïnik (1968): Sonine et Stroukov (1970); Khatchatourian 
(1974). 


CHAPITRE VIII 


SYMÉTRIE MAGNÉTIQUE EN CRISTALLOPHYSIQUE 


$ 67. Renversement de l’écoulement temporel 
et antisymétrie 


Les débuts de l'étude de la symétrie magnétique des cristaux 
peuvent être remontés à 1951, l’année de la publication du Cours de 
physique théorique de L. Landau et E. Lifchitz la « Physique sta- 
tistique » et de la monographie de A. Shubnikov « Symétrie et anti- 
symétrie des figures finies ». Il a été noté en « Physique statistique » 
que dans l'étude de la symétrie magnétique des cristaux il fallait 
tenir compte du renversement de l'écoulement temporel et de son 
association avec les translations, ordinaires et à plans de glisse- 
ment. ainsi qu'avec les axes helicoïdaux. Landau et Lifchitz ont 
indiqué qu'il se forme dans ce cas de nouveaux groupes dont le 
nombre est très grand et dont l'inventaire n’a pas encore été fait; 
ce sont les groupes d'espace de symétrie magnétique des cristaux. 
Eclairons. sous ce rapport, l'opération de renversement de l’écoule- 
ment temporel. 

La cristallophysique s'appuie sur les lois de la mécanique classi- 
que et de l’électrodynamique. Elles sont invariantes relativement 
aux groupes de rotations : la rotation du système de coordonnées par 
rapport auquel elles sont formulées ne modifie pas la forme de ces 
lois. Elles sont également invariantes relativement au groupe ortho- 
gonal, c'est-à-dire par rapport à l’ensemble de toutes les rotations 
intrinsèques et non intrinsèques; il faut seulement tenir compte 
qu'avec les rotations non intrinsèques les vecteurs du champ électri- 
que et magnétique se transforment différemment : les premiers com- 
me des vecteurs ordinaires (polaires), les seconds comme des vec- 
teurs axiaux (pseudo-vecteurs). 

Maïs. en outre, les lois de la mécanique et de l’électrodynamique 
sont également invariantes par rapport à la transformation {" — —f, 
c'est-à-dire par rapport au renversement de l'écoulement temporel si 
seulement en même temps on modifie les signes des composantes 
du vecteur magnétique: H;j — — H;. Cette loi de transformation 
s'ensuit tout naturellement de l’image physique du phénomène: 
avec le renversement de l'écoulement temporel la direction de tous 
les courants s’inverse, et, par suite, s’inversent de même les directions 
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de tous les champs magnétiques; les champs magnétiques ne sont, 
comme on le sait, engendrés que par des courants. 

La transformation {” — —t s'appelle également renversement du 
temps. On la désignera par 1’; quant au groupe composé de l’élé- 
ment unité et du renversement du temps, il sera noté 1’. Il est vrai 
que le renversement du temps est physiquement irréalisable, mais 
c'est également le cas de l’inversion tout court. Il est non seulement 
impossible d'obliger le temps de s’écouler en arrière, mais on ne peut 
de même transformer un cristal de quartz en son énantiomorphe: 
il faudrait pour cela démonter le cristal en atomes puis les ranger 
suivant un ordre différent *). La définition d’une transformation 
par symétrie ne doit pas tout simplement inclure l'hypothèse de 
réalisation physique de cette transformation. : 

Si l'on ajoute au groupe orthogonal **) o 1 l'opération de 
renversement du temps 7’ et diverses combinaisons de celui-ci avec 
les rotations directes et inverses, on obtient le groupe orthogonal 


élargi > oo 11’. Par rapport à ce groupe les lois physiques fonda- 
mentales sont invariantes. Elles sont également invariantes par 
rapport aux translations. Les combinaisons variées des translations 
avec les opérations du groupe orthogonal élargi constituent ensem- 
ble le groupe euclidien élargi. 

Toutes les transformations de symétrie cristalline constituent 
ensemble un groupe de symétrie du cristal. S'il n’est constitué que 
de transformations qui conservent invariantes les lois physiques, 
il est naturel de l'appeler groupe de symétrie physique du cristal. Tels 
sont tous les groupes cristallographiques ponctuels et d'espace, 
ainsi que tous les sous-groupes cristallographiques des groupes élar- 
gis orthogonal et euclidien. 

Voyons maintenant les idées suggérées par l’antisymétrie. La 
première est la généralisation de la notion d'égalité: à côté des 
figures égales on conçoit des figures antiégales. Un des plus simples 
exemples de figures antiégales est celui de figures géométriquement 
égales mais à coloration opposée : une figure noire est antiégale à 
une même figure blanche, et la figure blanche à la figure noire. 
C'est ainsi que sur le dessin d’Eschère « Le jour et la nuit » (fig. 67.1) 
la ville sombre (de nuit) est antiégale à la ville claire (de jour), le 
fleuve sombre au fleuve clair, les oiseaux noirs aux oiseaux blancs. 

On peut, en général, considérer antiégales, comme l'indique 
Shubnikov, des figures de mêmes dimensions mais opposées suivant 


*) Dans le cas général, il s’agit de diviser un corps énantiomorphe en 
parties non énantiomorphes et d'en composer à nouveau son énantiomorphe. 
L'existence de ces parties non énantiomorphes à un niveau quelconque de divi- 
sion est la condition nécessaire de la possibilité même de réalisation, au moins 
en principe, de cette opération. : 

**) Dans ce contexte la notation coc1 est plus commode que la notation 
équipotente et plus habituelle om. 
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une propriété quelconque: la coloration, le signe de la charge élec- 
trique, la direction du moment magnétique, etc. C'est ainsi que la 
coloration noire ou blanche de la figure n’est qu’une convention par 
laquelle on note qu'outre des propriétés géométriques la figure est 
douée d'une propriété qui peut être caractérisée par une grandeur 
ne possédant que deux valeurs, disons +4 et —1. Dans le caëre de 
l’antisymétrie on peut concevoir des propriétés qui se caractérisent 


Fig. 67.1. Eschère « Le jour et la nuit ». 


par une grandeur pouvant acquérir trois valeurs +1, —1 et 0. Y 
correspond la prise en compte, à côté des figures noires et blanches, 
également des figures « grises » ou, à côté des figures de charges po- 
sitives et négatives, des figures dénuées de charges, des figures neu- 
tres. 

Outre les opérations de symétrie, on introduit des opérations 
d'antisymétrie. Si les opérations de symétrie transforment une figure 
en une figure égale, identique, l’opération d’antisymétrie la trans- 
forme en figure antiégale. Ainsi on introduit dans l'étude l'opération 
d'antiidentification, ainsi que toutes ses combinaisons avec des trans- 
formations orthogonales. 

L'opération d'antiidentification 1° (Shubnikov utilise dans ce 
cas la notation 1, mais, en général, les notations qu'il utilise diffe- 


rent des notations internationales, voir $ 5) dans le cas des figures 
noires et blanches se réduit à une récoloration: tout ce qui était 
avant blanc devient après l'opération noir et inversement. Si les 
figures, au lieu d’être colorées, sont munies de charges, l’action de 
l'opération d'’antiidentification aboutit au remplacement des char- 
ges par les charges opposées. 
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Aucune figure blanche, comme aucune figure noire, ne peut rester 
invaciante relativement à l'opération d'antiidentification. Aussi à 
côté des figures noires et blanches introduit-on des figures « grises » 
qui, par définition, se transforment en elles-mêmes sous l'effet de 
l'antiidentification. Si l’on adopte l'interprétation électrique de 
l'antisymétrie, c'est-à-dire si l'on considère que l’antiidentification 
transforme le corps en lui-même mais de charge opposée. il devient 
clair alors que tous les corps non chargés, électriquement neutres, 
sont invariants par rapport à l’antiidentification. 

Les combinaisons de l’antiidentification avec des rotations di- 
rectes et des miroirs perpendiculaires à un axe de symétrie sont ap- 
pelées antirotationset sont notées par des symboles de rotations appro- 
priées munis d'un prime (selon Shubnikov, par le signe moins sous 
le symbole de la rotation). L'antirotation est une transformation 
constituée d'une rotation et d’une récoloration ; la succession de leur 
accomplissement n'entache pas le résultat. 

On appelle groupes d’'antisymétrie ponctuels (au sens général du 
mot) le groupe composé de rotations directes, de miroirs perpendicu- 
laires à un axe de symétrie et d'antirotations et tous ses sous-grou- 
pes. Parmi ces derniers on rencontre également des groupes de symé- 
trie ordinaires G ; ils ne comprennent que les rotations banales, ro- 
tations directes ou miroirs perpendiculaires à un axe de symétrie. 
Ces groupes sont représentés par des figures monocolores ou, selon 
Shubnikov, par des figures polaires (généralement elles sont blan- 
ches mais elles peuvent également être noires). Les groupes compor- 
tant l'opération antiidentification même sont notés Gl’ et sont re- 
présentés par des figures identiques à G mais grises ; Shubnikov appel- 
le ces figures neutres. Enfin, les groupes essentiellement nouveaux, 
c'est-à-dire les groupes G' composés de quelques antirotations mais 
ne comportant pas d'antiidentification sont représentés par des 
figures contenant des parties blanches et noires, des figures de po- 
larité mixte. Ces appellations sont transmises aux groupes : G — po- 
laires ou groupes blancs; G1° — neutres ou groupes gris; G” — de 
polarité mixte ou groupes blancs et noirs. Remarquons que fort 
souvent on entend par groupes d’antisymétrie les seuls groupes de 
polarité mixte. On a donné sur la figure 67.2 quelques types de ces 
groupes. 

Quand Tavguer et Zaïtzev (1956), en s'inspirant des idées expri- 
mées dans la « Physique statistique », ont déduit les groupes ponc- 
tuels de symétrie magnétique des cristaux, il s'est avéré que ces 
derniers sont isomorphes aux groupes ponctuels d'’antisymétrie 
décrits dans le livre de Shubnikov. Ainsi, les groupes de symétrie 
magnétique des cristaux ne diffèrent des groupes d’antisymétrie 
que par leur interprétation. Plus précisément, parmi les nombreuses 
interprétations pensables des groupes ponctuels d’antisymétrie, il 
est possible de concevoir les groupes de symétrie magnétique, or 
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c'est justement cette interprétation qui aboutit aux groupes de sy- 
métrie physique des cristaux. En tenant compte de cette interpré- 
tation, nous avons noté l’antiidentification du même symbole 7° 
que le renversement de l'écoulement temporel. 

Une fois que Shubnikov a exprimé l’idée de la possibilité, et 
même de la nécessité, de la généralisation de la théorie classique 


b) 


Fig. 67.2. Les figures simples symétriques (a. b, c) et antisymétriques (d, e, f) 

d’après A. Shubnikov. Symétrie des figures : a) miroir m, b) axe de symétrie 2, 

c) centre de symétrie 1, d) miroir d’antisymétrie m', e) axe d’antisymétrie 2’, 
f) centre d’antisymétrie 1’. 


sur la symétrie et a fait les premiers pas dans cette voie en construi- 
sant les groupes ponctuels d'antisymétrie, ces recherches ont attiré 
l’attention de nombreux scientifiques. On a bientôt déduit les grou- 
pes d'espace d’antisymétrie (Zamorzaev, 1957; Bélov, Néronova, 
Smirnova, 1955, 1957) et on a proposé une généralisation ultérieure 
de la symétrie classique : la symétrie des couleurs (Bélov et Tarkho- 
va, 1956: Indenbom, Bélov, Néronova, 1960; Zamorzaev, 1967, 
1970). Les diverses généralisations de la théorie classique de la sy- 
métrie peuvent ètre classées et déduites sur une base unique en se 
servant des méthodes de la théorie d'extensions de groupes (Shubni- 
kov et Koptzik, 1972). 
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$ 68. Groupes ponctuels de symétrie magnétique 


On appelle groupes ponctuels de symétrie magnétique le groupe 
orthogonal élargi ainsi que tous les sous-groupes. Le groupe orthogo- 
nal élargi est composé de toutes les transformations orthogonales g 
possibles, ainsi que de ces mêmes transformations multipliées par 
le renversement du temps ; notons-les g’. Du fait que le renversement 
du temps commute avec toutes les transformations orthogonales 
et que son carré est une transformation identique, il résulte des 
règles de multiplication suivantes: 

si 


8185 = hr 8j8i = Eu 
alors 
Big = Eh EjE = Eh 
gigi = Eh gigi = Eh (68.1} 
GIE = Eh  Ligi = Li. 


Etudions les groupes de symétrie magnétique cristallographiques 
(c'est-à-dire ne comportant que des rotations et des antirotations 
d'’angles x/2, x/3 et leurs multiples) et limites. On les appelle aussi 
parfois classes de symétrie magnétique. 

Tout d’abord ils comportent évidemment les 32 groupes cristal- 
lographiques et les 7 groupes limites ordinaires. Ces groupes peu- 
vent être considérés comme des groupes de symétrie magnétique dé- 
munis absolument d’antirotations, y compris le renversement du 
temps. Ce sont les groupes blancs, ou polaires, G. 

Ensuite, dans le nombre de groupes ponctuels de symétrie magné- 
tique entrent les 39 groupes gris (neutres) G1”: ce sont les 32 groupes 
cristallographiques et les 7 groupes limites. Chacun d'eux comprend 
un renversement du temps, et toute rotation g, avec l’antirotation 
correspondante g’, y est incluse. 

Enfin, le troisieme type de groupes de symétrie magnétique est 
constitué par des groupes blancs et noirs ou groupes de polarite 
mixte G’. Le renversement du temps est exclu de leur composition, 
mais à côté des rotations directes ou inverses À,, . . .. hk, on y trouve 
obligatoirement des antirotations g,, ..., g. Puisque le groupe ne 
contient pas Z”, aucune des opérations g, ne coïncide avec une opé- 
ration quelconque h;. Les rotations =; donnent le groupe , qui 
est un sous-groupe cristallographique (c'est-à-dire non magnétique} 
2 groupe G’, tandis que les antirotations constituent l'ensemble 

— H. 

En fixant une antirotation g;, étudions les produits variés gjh;, 

où À; parcourt tout le groupe }H. Ils sont tous différents, et, en vertu 
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de (b6S.{). appartiennent à l'ensemble G’ — H. Aussi le nombre 
d'éléments y est-il non inférieur à celui du groupe Æ. D'autre part, 
après avoir étudié tous les produits gigi avec gi fixé et gi parcourant 
tout l'ensemble G° — H, on trouve qu'ils sont aussi tous différents 
et en vertu de (68.1) appartiennent au groupe H, de sorte que le 
nombre d'éléments n’y est pas inférieur à celui de G° — H. Il est 
évident que ces nombres sont égaux, et H est un sous-groupe de G’ 
d'indice 2. 

En ôtant les primes aux éléments g’, on peut obtenir à partir 
d’un groupe blanc et noir quelconque G’ un groupe cristallographique 
G = {h,. ..., hy, g1, . .., gr}. Et inversement, de tout groupe 
cristallographique G contenant le sous-groupe # d'indice 2 on peut 
obtenir un groupe blanc et noir G’ en multipliant les éléments g; 
hou inclus dans le sous-groupe A par le renversement du temps. L'en- 
semble des rotations h; et des antirotations g; constitue le groupe 
blanc et noir G’ cherché, et, par cette méthode, ilest possible d'obte- 
nir tous les groupes semblables. 

Déterminons, par exemple, quels groupes blancs et noirs peut- 
on obtenir à partir du groupe 42 m. C’est un groupe d'ordre huit. Il 
présente trois sous-groupes d'indice 2, à savoir 4, 222 et mm2. Etu- 


dions-les successivement. Parmi les éléments du groupe 42m 


ceux qui entrent dans le sous-groupe 4 sont: 7, 2,, 4, 4: 


n’y entrent pas: Des Zyr Mur Ro) 
entrent dans le sous-groupe 222: 15252888 
n'y entrent pas: 4,, 43, Mus Me: 
entrent dans le sous-groupe mm? : 1, 225 Mys Me: 
n'y entrent pas: D 2 dir 


En substituant les antirotations appropriées aux transformations 
orthogonales n'entrant pas dans les sous-groupes H, on aboutit à 
trois groupes blancs et noirs suivants: 


{1, 2,, 4, 45, 24, 25, mu, me}=42'm'; 
{1, 2, Der 2ys Le 8, Mu M} =4 2m"; 


9 9? 1 431) L'9'm : 
{1, = Mu) My) A 2 y 4, 4, }= 4 2 m F1 


qu'on à représentés sur la figure 68.1. 
Les autres groupes cristallographiques blancs et noirs s’obtien- 
nent sans peine par la même méthode (voir par exemple fig. 68.2). 
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On a énuméré dans le tableau 68.1 tous les groupes cristallogra- 
phiques et limites *) G ainsi que leurs sous-groupes H d'indice 2 et 
les groupes blancs et noirs appropriés G’. Le calcul montre qu il y 


VX 


Fig. 68.1. Figures composées de tétraèdres blancs et noirs. appartenant au 
groupes ponctuels d'antisymétrie et associées au groupe cristallographique 
= 49m: a) G'—42"m". b) G' = 42m’, c) G' = 42! 


a 58 groupes cristallographiques blancs et noirs et 7 groupes limites. 


Quant au nombre total de groupes ponctuels de symétrie magnétique 
de types différents, il se monte à 


143: 122 groupes cristallogra- 

phiques et 21 groupes limites. 

Les notations internationa- 

les des groupes  cristallogra- 

phiques de symétrie magnétique 
a) b) c) 


sont régies par les règles suivan- 
tes : 

1) le groupe G polaire (blanc) Fig. 68.2. Figures composées de tétra- 
se note idenliquement au groupe  èdres blancs et noirs. appartenant aux 
crislallographique composé des £roupes ponctuels d'antisymétrie et 


À à associées au groupe cristallographique 
mêmes transformations ; G= %m: a) G = Um’, b}g = 2m, 
2) le groupe neutre (gris) G1' c) G = 2'/Im’. 


se note par le symbole du groupe 

cristallographique approprié G avec l’adjonction de 1”, par exemple, 
321’, m3ml1'; la neutralité du groupe est également marquée par la 
présence dans le symbole du signe 3”; c'est ainsi qu’au lieu de 321” 
et m3m1i’ on peut écrire 3°2 et m3’m respectivement ; 


*) La déduction la plus simple des groupes limites blancs et noirs s'appuie 
sur le théorème suivant: si un groupe ponctuel G est muni d’une représentation 
alternée (c'est-à-dire une représentation composée des nombres 1 et —1)., on est 
alors en mesure de construire le groupe noir et blanc G”’, en ne variant pas les 
éléments du groupe G, auxquels dans la représentation alternée donnée corres- 
pond {et en multipliant les autres par le renversement du temps (Indenbom 
1959). 


31—0118n 
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3) la notation du groupe de polarité mixte G’ (groupe blanc et 
noir) ne diffère de la notation internationale du groupe cristallo- 
graphique G approprié que par l'affectation des primes aux antio- 
pérations incluses, par exemple, m'3m signifie que le renversement 
du temps y est associé à la réflexion dans les plans {100}, m3m° 
dans les plans {110}, et m'3m’ dans les deux types de plans *). 

Les groupes cristallographiques de symétrie magnétique sont 

utilisés pour la description de la symétrie des cristaux avec la prise 
en compte de l’ordre magnétique imposé à leur structure; quant aux 
groupes limites, ils peuvent, en particulier, être appliqués à la ca- 
ractéristique de la symétrie des grandeurs figurant dans le système 
d'équations de Maxwell. 
_ Charge électrique e. C’est un scalaire qui ne varie pas de signe 
avec le renversement du temps. Il est donc invariant relativement à 
toutes les transformations du groupe orthogonal élargi ooc 11’, 
qu'on doit donc intérpréter comme son groupe de symétrie. La même 
symétrie possède évidemment la masse de la particule m. 

Intensité du champ électrique E. C'est un vecteur polaire qui ne 
Varie pas sa direction avec le renversement du temps. Son groupe de 
symétrie magnétique comprend le groupe de symétrie du vecteur 
polaire © m et le groupe 1’ qui est le groupe limite oo m1’. La sy- 
métrie du vecteur Æ est également propre au vecteur-lieu r. 

Intensité du champ magnétique H. C'est un vecteur axial qui, avec 
le renversement du temps. inverse sa direction. La réflexion dans le 
plan parallèle à l’axe principal inverse également la direction du 
vecteur axial. Il va de soi que la combinaison de cette réflexion avec 
le renversement du temps ne modifie pas la direction du vecteur H 
et, par suite, constitue pour ce dernier un élément de symétrie. Aussi 
le groupe de symétrie du vecteur intensité du champ magnétique 
comprend-t-il en guise de sous-groupes le groupe de symétrie du 
vecteur axial co/m et le groupe m”’ (ce miroir étant parallèle à l’axe 
oo). Tel est le groupe limite co/mm.. 

En guise d’exercice, déterminons la symétrie de la charge magné- 
tique, si ces charges pouvaient exister en fait. Ce serait alors un 
pseudo-scalaire variant son signe avec le renversement du temps. Il 
est évident qu'une telle grandeur devrait demeurer invariante par 
rapport à une inversion dans l’espace-temps (antiinversion). Sa sy- 
métrie est donc oocoÂ’. 


*) Avec les notations internationales des groupes ponctuels de symétrie 
magnétique. on utilise aussi les notations de Shubnikov (voir $ 5 et tabl. 6.1). 
On les obtient à partir des notations de Shubnikov des groupes cristallographi- 
ques en appliquant des règles presque identiques. La seule différence est l’utili- 
sation au lieu de la prime d’un trait au-dessous du symbole correspondant, par 


exemple, les groupes 42’ m’. 42m” et 4’2°m en notations de Shubnikov donnent 
respèctivement 4:2, 4: 2 et 4: 2. 
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Tableau 68.1 


Groupes cristallographiques blancs et noirs 
et groupes limites de symétrie magnétique 


| — _— 4jm 4 4'/m' —m2 3m 6’m2’ 
4 1 1’ 422 229 429! 6m2 6 6m'2' 
9 4 2’ 422 4 422? 6/mmm | 3m |6’/m'mm' 
m 1 m’ ämm | mm2 4'mm’ 6/mmm | 6/m 6/mm'm"’ 
2/m { 2’ im’ Amm 4 4m'm’ G/mmm | 622 | 6/m'm'm’ 
2/m 2 2m’ 42m 299 4'2m" G/mmm | Gmm | 6/m'mm 
2,;m m 2'jim 42m | mm2 42m 6/mmm | 6m2 | 6’ /mmm” 
222 2 22'2° 42m 4 42m’ 93 ee 
mm2 2 m'm'2 | 4:mmm| mmm| 4’ /mmm m3 23 m'3 
mm2 | m mm' 2’ | 4/mmm | 4,/m 4imm'm' 432 23 "32° 
mmm | 2jm | mm'm’ | /mmm]| 422 | 4jm'm'm’ 43m 23 4'3m°’ 
mmm | 222 |m'm'm°|\4/mmm | 4mm 4;m'mm m3m m3 m3m’ 
mmm | mm2 | mmm' |£/mmm|\ 42m | 4°’ m'm'm m3m 432 m'3m” 
3 — — 6 3 6 mim 43m m'3m 
3 | 3 3 | & 3 6’ co ee es 
32 3 32’ Gim 3 6’ /m° co/m CO 0m” 
3m 3 3m” Om 6 6;,m” 002 co oo 2’ 
3m 3 3m’ 6;m 6 G'/m co m CO co m° 
3m 32 3m" 622 32 6’ 22° co /mm | co/m| comm’ 
3 m 3m 3°m 622 6 62'2’ coimm | oo 2| co/m'm” 
4 2 4° Emm 3m 6'mm’ co/mm | oo m oo m°'m 
4 2 4° Grnm 6 Em’m'’ O0 00 _— — 
kim | 2/m 4" /m Em2 32 6b'm'2 00 00 mr | coco 00 00 m° 
4/m 4 4/m° 


Les groupes ponctuels de symétrie magnétique des cristaux, 
interprétés comme des groupes d'antisymétrie, peuvent être appli- 
qués à la description de la symétrie (plus précisément, de l’antisy- 
métrie) des tenseurs matériels de type impair (voir & 44). Les rai- 
sonnements suivants justifient cette application. L'effet de l'inver- 
sion sur les tenseurs de type impair se réduit à une multiplication 
de toutes les composantes par —1, et il est naturel d'interpréter cette 
opération comme une antiidentification: 1 — 1’. Cette opération 
est évidemment absente dans les groupes d’antisymétrie des tenseurs 
de type impair, mais ses produits par les opérations incluses dans 
le groupe de symétrie du tenseur définissent son antisymetrie. 


31* 
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Supposons, par exemple, que le miroir m entre dans le nombre 
d'éléments de symétrie du tenseur de type impair. Vu que m = 2-1 
et {—>1", m—2:1" — 2°, autrement dit, la présence d'un miroir 
dans le tenseur de type impair implique également celle d’un axe 
d’antisymétrie binaire perpendiculaire au miroir. Cela signifie 
qu une rotation du tenseur (ou du système de coordonnées) de 180° 
autour de la direction perpendiculaire au miroir inverse le signe 
de toutes ses composantes. En effet, une des projections stéréogra- 
phiques de l'indicatrice de l'effet piézo-électrique longitudinal du 
cristal de la tourmaline (classe 3m). représentées sur la figure 44.2. 
est construite de manière que le plan de projection X,X, coïncide 
avec le miroir du cristal. L'axe X,, perpendiculaire à lui, doit par 
suite servir d’anti-axe binaire : 2” || X,. ce qui est justement repré- 
senté sur la projection. 

Un autre exemple : soit un tenseur de type impair possédant un 
axe de symétrie binaire. Vu que 2 = m-1. on a 2— m’, c'est-à-dire 
la présence dans un tenseur de type impair d’un axe de symétrie 
binaire implique de plus celle d’un antimiroir perpendiculaire à 
cet axe. Cela s'ensuit des figures 58.2 et 58.3 des projections stéréo- 
graphiques d’indicatrices de l'effet piézo-électrique dans les cristaux 
de l’éthylènediaminetartrate et le sulfate de lithium (classe 2). 
L'axe 2 || X, ne se distingue pas sur ces projections (il permet de 
se limiter au cercle de projection de premier plan). tandis que l'anti- 
miroir qui lui est perpendiculaire m' 1 X, se voit très bien. 

Etant donné que le groupe d’antisymétrie comprend, à côté du 
miroir, un antiaxe binaire qui lui est perpendiculaire, et, à côté 
de l'axe binaire, un antimiroir perpendiculaire à cet axe, le groupe 
d’antisymétrie doit également comprendre le produit de ces éléments, 
l’anticentre de symétrie (ou le centre d'antisymétrie) 1”. Il est in- 
clus dans le groupe d'antisymétrie de tout tenseur de type impair: 
en effet, si le tenseur est multiplié par —1, il est invariant par rap- 
port au produit 1” des opérations d'inversion 1! et d’antiidentifica- 
tion {’. Ainsi, si les tenseurs de type pair sont centrosymétriques, 
les tenseurs de type impair sont anticentrosymétriques. 

Cela facilite l'établissement des groupes d'antisymétrie G'(T) 
des tenseurs de type impair T: pour construire le groupe G' (T), 
il suffit d’ajouter au groupe de symétrie G (T) un centre d’antisy- 


métrie 1” et ses produits par tous les g € G(T). Tous les groupes 
G’ (T) obtenus de la sorte sont apparemment des groupes noirs et blancs. 

Les groupes limites d'’antisymétrie s'obtiennent de façon ana- 
logue. C’est ainsi que le groupe de symétrie du vecteur G (V) = om; 
son groupe d'’antisymétrie G’ (V) = o/m'm se voit distinctement 
sur la figure 22.3 représentant son indicatrice. Le groupe de symé- 
trie du tenseur de troisième rang e antisymétrique par rapport à tous 
les indices (voir $ 42) G (e) — oc. son groupe d'antisymeétrie 
G’ (e) — © om. 
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Tableau 68.2 


Groupes d'antisymétrie des tenseurs de type impair 
(G — groupe de symétrie, G’ — groupe d'antisymétrie) 


G | G° G | G° | G G° 
1 1” A ä' im" 22 m'3 
: . . ’ # 
2 2m’ 429 4im'm'm° 432 m'3m 
m 2'im mm 4" m'mm 13 m'm 
29 m'm'm 7 
HR Re 42m 4'jm'mm > com 
2 m 6 G'm' oo 2 oim'm’ 
3 3’ G 6m C0 m oo m'm 
Dr Es A oO 00 00% m’ 
32 3 22 6m mm 
3m 3’ 6Emm 6/m'mm 
4 4m’ 6m2 6’ /mmm' 


Dans le tableau 68.2 on indique comment se présente le groupe 
d’antisymétrie G’ de tout tenseur de type impair dont le groupe de 
symétrie est G. 


$ 69. Groupes d'espace de symétrie magnétique — 
groupes de Shubnikov 


Les groupes d'espace de symétrie magnétique. appelés en l'hon- 
neur de l’académicien A. Shubnikov, fondateur de la théorie de 
l’antisymétrie, groupes de Shubnikov, ce sont des sous-groupes dis- 
crets du groupe euclidien élargi. Ainsi, les groupes de Shubnikov 
sont une généralisation toute naturelle des groupes de Fédorov qui 
constituent des sous-groupes discrets du groupe euclidien trivial. 

Les groupes de Shubnikov comprennent, en premier lieu. les 
transformations communes aux groupes d'espace ordinaires: trans- 
Jations, rotations inverses ordinaires et rotations hélicoïdales d'an- 
gles x/2, x/3 et leurs multiples, miroirs et plans de glissement ainsi 
que des inversions et, en second lieu, les mêmes transformations avec 
renversement du temps: antitranslations, antirotations inverses 
ordinaires et hélicoïdales, antimiroirs et antiplans de glissement 
et antiinversions. 

De la même façon qu'à chaque groupe d'espace n'est associé 
qu'un groupe ponctuel définissant la classe des cristaux entrant dans 
le groupe d'espace considéré, à chaque groupe de Shubnikov nest 
associé qu un groupe ponctuel cristallographique de symétrie magné- 
tique définissant la classe de symétrie magnétique de tous les cristaux 
entrant dans le groupe concerné de Shubnikov. En substituant dans 
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les transformations incluses dans le groupe de Shubnikov l'identi- 
fication à toutes les translations et l'antiidentification aux anti- 
translations, on aboutit au groupe ponctuel de symétrie magnétique 
correspondant au groupe de Shubnikov considéré. 

À chaque classe de symétrie magnétique correspondent. en géné- 
ral. plusieurs groupes de Shubnikov : le nombre de classes de symé- 
trie magnétique dépasse quelque peu la centaine, tandis que celui 
des groupes de Shubnikov est supérieur à mille cinq cents. 

Dans le nombre des groupes de Shubnikov sont d'abord compris 
les 230 groupes d'espace (de Fédorov) ordinaires. Rangés dans les 
groupes de Shubnikov, ils constituent des groupes démunis d’anti- 
opérations, c’est-à-dire sont des groupes blancs ou polaires; on les 
notera par le symbole ®. Ne contenant pas d’anti-opérations, ils 
ne peuvent faire partie des groupes ponctuels de symétrie magnéti- 
que correspondant à ces groupes de Shubnikov. Donc aux 230 groupes 
® blancs ou polaires de Shubnikov correspondent 32 groupes ponc- 
tuels G également blancs. 

Dans le nombre des groupes de Shubnikov entrent ensuite les 
230 groupes comprenant, avec chaque opération, également l'anti- 
opération associée : avec les translations figurent des antitranslations 
d'espèces absolument identiques, avec les rotations des antirotations 
de mème nature et de mêmes angles, etc. ; on les appellera gris ou 
neutres en les notant O1’. À chaque groupe de Shubnikov neutre 
correspond, apparemment, un groupe ponctuel de symétrie magné- 
tique également neutre et, à tous les 230 groupes de Shubnikov neu- 
2 D1", 32 groupes ponctuels de symétrie magnétique neutres 

1”. 

Enfin, entre les 460 groupes de Shubnikov mentionnés obtenus, 
en fait, sans déduction, il existe encore des groupes de Shubnikov 
UD” de polarité mixte, ou des groupes noirs et blancs. Dans la composi- 
tion de chacun d eux le renversement du temps par lui-même n'entre 
pas. mais ils comprennent obligatoirement des antiopérations. Ces 
groupes ont été déduits par Zamorzaev (1957. 1967) et, indépendam- 
ment de ce dernier. par Bélov, Néronova et Smirnova (1955, 19:57). 
Ces groupes se sont avérés au nombre de 1191. 

Les opérations dans les groupes de ce type ne correspondent 
jamais à des antiopérations : si le groupe D” comprend une rotation 
d'un angle ou une translation d'un vecteur, il ne pourra contenir 
d’antirotations du même angle ou d'antitranslations du même vec- 
teur. Les opérations ordinaires constituent le sous-groupe de Fédorov 
F d'indice 2 du groupe de Shubnikov ®” considéré. Si l’on remplace 
toutes les antiopérations du groupe D” par des opérations ordinaires 
correspondantes. on obtient alors de groupe de Fédorov © ; par rap- 
port à ce dernier F est le sous-groupe d'indice 2. Aussi la méthode 
de déduction des groupes d'espace noirs et blancs de symétrie magné- 
tique ne diffère-t-elle pas en principe de la déduction de groupes ponc- 


8 69] GROUPES D'ESPACE DE SYMÉTRIE MAGNÉTIQUE 487 
————— 


tuels noirs et blancs: il faut pour cela passer successivement au 
triage tous les sous-groupes d'indice 2 des groupes de Fédorov ©. 
En conservant les opérations entrant dans le sous-groupe F sans les 
modifier, on substitue aux autres opérations du groupe ® des anti- 
opérations correspondantes. La collection d'opérations et d'anti- 
opérations obtenue ainsi est un groupe de Shubnikov ®". C'est de 
cette façon qu’on déduit tous les groupes de Shubnikoy de polarité 
mixte. 

Les groupes de Shubnikov de polarité mixte se divisent en deux 
types, conformément à ce que les groupes de Fédorov ® contiennent 
des sous-groupes F d'indice 2, en général, également de deux types. 
Soit G un groupe ponctuel correspondant à un groupe d'espace D. 
Au groupe d'espace F peut correspondre soit a) le groupe ponctuel 
H qui, par rapport au groupe ponctuel G, est un sous-groupe d'indice 
2, soit b) le mème groupe ponctuel G qui correspond également au 
groupe d'espace D *). 

Si le sous-groupe F appartient au type a), il possède deux fois 
moins d'éléments de rotalion; par contre. toutes les translations 
du groupe ® sont incluses dans son sous-groupe F. Mais si le sous- 
groupe F appartient au type b), il comprend les mêmes éléments de 
rotation que le groupe D; quant aux translations, leur nombre dans 
le groupe F est en gros deux fois inférieur à celui du groupe D; cela 
signifie que le volume de la maille élémentaire du groupe F est 
double de celui du groupe ©®. 

Passons à présent des groupes de Fédorov D aux groupes noirs 
et blancs de Shubnikov ®”. Si le sous-groupe de Fédorov F du groupe 
’ de Shubnikov considéré appartient au type a), au groupe d'espace 
noir et blanc ®’ correspond alors le groupe ponctuel G’, également 
noir et blanc. En effet, si le groupe ponctuel G correspond au groupe 
de Fédorov ® et son sous-groupe # au sous-groupe de Fédorov F, il 
est immédiat qu'au groupe de Shubnikov d° correspond le groupe 
ponctuel noir et blanc G’ dont H est un sous-groupe cristallographi- 
que **). 

Si le sous-groupe de Fédorov F du groupe ®” appartient au type 
b), au groupe de Shubnikov noir et blanc ®' correspond le groupe 
ponctuel G1’ gris. En effet, dans ce cas le sous-groupe de Fédorov F 
du groupe ®” ne contient pas toutes les translations incluses dans le 
groupe ®’; or cela signifie que le groupe de Shubnikov ®° renferme 
des antitranslations. Avec le passage d'un groupe d'espace à un 
groupe ponctuel approprié, toutes les translations sont remplacées 


*) La division des sous-groupes F d'indice 2 en deux tvpes peut être défi- 
nie autrement : le sous-groupe F du groupe ® appartient au type a) si son sous- 
groupe des translations coïncide avec le sous-groupe des translations du groupe 
®, et au type b), dans le cas contraire. Vair Boyle and Lawrenson (1972). 

**) Comp. avec le symbole binomial PF du groupe de Shubnikov. intro- 
duit par Koptzik (1966). 
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par l'identification, et les antitranslations par l’antiidentification; 
or cette dernière n'est contenue que dans les groupes gris. Donc si 
au groupe de Fédorov et à son sous-groupe F d'indice 2 correspond 
un même groupe ponctuel G, au groupe de Shubnikov D’ correspond 


Tableau 69.1 
Nombres de groupes de Shubnikov de types différents 


Groupes ponctuels correspondants 


G de Shubnikov - AU total 
PPS COR [3e blancs (G) | 32 gris (Gi | 35 noirs et Dr 
Blancs (©) 230 — — 239 
Gris (®1') _ 23) à 23.) 
Noirs et blancs (@') — 517 674 1191 
Au total 230 | 147 | 674 | 1651 


alors le groupe ponctuel G1”’. On a indiqué au tableau 69.1 le nombre 
de groupes de Shubnikov de types différents. 

Pour la notation des groupes de Shubnikov on se sert en pratique 
d’un système modifié de notations internationales des groupes d'es- 
pace, proposé par N. Bélov, N. Néronova et T. Smirnova *); le 
système proposé par À. Zamorzaev n'a pas reçu d'application. Les 
notations internationales des groupes de Shubnikov sont régies par 
les règles qui ne diffèrent pas de celles appliquées pour les groupes 
ponctuels de symétrie magnétique. La seule adjonction est celle 
qui correspond aux notations des groupes ponctuels gris. Dans les 
notations de ces groupes, le symbole du réseau de Bravais est af- 
fecté d'un indice indiquant le sens de l’antitranslation. 

La minuscule dans l'indice indique que Îl’antitranslation est 
dirigée suivant l’arête correspondante de la maille élémentaire; 
la majuscule 4, B ou C, que cette dernière est dirigée vers le centre 
de la face correspondante ; la majuscule 7. qu'elle est dirigée vers le 
centre de la maille élémentaire. 

Suivant la notation internationale du groupe de Shubnikov il 
est facile de déterminer son type et le groupe ponctuel de symétrie 
magnétique qui lui correspond. Si la notation du groupe de Shubni- 
kov coïncide avec celle du groupe de Fédorov (c’est-à-dire ne com- 
porte ni de prime ni d'indice affectant le symbole du réseau), c'est 
alors un des groupes blancs (polaires) de Shubnikov. Si le symbole 
du groupe contient 1” ou 3”, c’est alors un groupe de Shubnikov gris 


*) Voir leur article (1955); la liste de tous les groupes de Shubnikov est 
également contenue dans la monographie de V. Koptzik (1966). 
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(neutre). Au cas où dans le symbole du groupe il v a d autres élé- 
ments de symétrie à prime, on a alors affaire à un groupe de Shub- 
nikov noir et blanc entrant dans la classe, également noire et blan- 
che, de symétrie magnétique. Enfin l'indice affectant la lettre 
déterminant le type de réseau de Bravais permet de ranger le groupe 
considéré parmi les groupes de Shubnikov noirs et blancs des classes 
grises (neutres) de symétrie magnétique. 

Donnons un exemple de déduction des groupes de Shubnikov : 
mentionnons tous les groupes de Shubnikov qu’on peut déduire du 
groupe de Fédorov P2. On a écrit plus bas un jeu d'éléments *) du 
groupe D — P2 contenant tous les éléments générateurs de son 
sous-groupe F d'indice 2. Ensuite, on fournit les listes d'éléments 
générateurs du groupe F. Sous chacun de ces sous-groupes on écrit 
le groupe de Shubnikov correspondant ®” (au moyen du symbole 
binomial de Koptzik, il est noté O/F). Les antitranslations sont 
notées par des vecteurs avec prime. 


P2 = {1, 2,, &, @2, a. 2a,, 242, & + &:. .. 


PI — {1, a), Œs, a; 24], 2a;, a; + os; ee + ee 
Là 
P2 = {1, Ds &;;, Œs; dx, 241. 2a;, a; + As; e. ee ee 
P2 = {1,2 Qs, ze 24. 24 
—_ y? (] 29 3° es 1° es ne e ee e 


P,2 = {1,2,, a, as, az, 24, 24a,, a; + a, ... 
P2 = {1, 2,, &, ds; 24,: 20;.:.. 

P,2 = {1, 2,, a, a, a, 24, 2a,, a, + a, .. 
C2 = {1, 2,, ds, 24, 24@:, 4) + &:, ... 


Pe2 = {1,2,, a, a,, a, 24a,, 2a,, «a; + @:, ... 


nr or or ee ne ou a 


L'absence dans cette liste du groupe P,2 s'explique par le fait qu'il 
ne diffère de P,2 que de notation. 
Les groupes ponctuels et les réseaux de Bravais des groupes de 
Shubnikov obtenus sont: 
Groupe de Shubnikov P2' Pi? P52 Pe2 
Groupe ponctuel 2 21° 21 21”: 
Reseau de Bravais P2im Pa2m Priim Pç2lm 


La première se rapporte au type (a), les trois autres au type (b). 


$ 70. Symétrie magnétique des cristaux 


On peut décrire la structure électrique et magnétique **) du cri- 
stal, en s'inspirant de Landau et Lifchitz (1957), au moyen de deux 


*) Strictement parlant, il faut les noter [hk | £]. où h est la rotation, t la 
translation, mais ici. pour abréger, les opérations de la forme {h | 0] et [1 | f} 
sont notées respectivement À et £. 

**) Sur le magnétisme voir Vonsovski (1971). 
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fonctions de coordonnées: la fonction scalaire p (r), qui décrit la 
densité vraie (microscopique) de charge électrique dont on a pris la 
moyenne par rapport au temps (non pas par rapport au volume élé- 
mentaire !), et la fonction vectorielle 7 (r) décrivant la densité mic- 
roscopique du courant, dont on a également pris la moyenne par 
rapport au temps. La première définit la structure électrique du 
cristal, la seconde sa structure magnétique : si la densité de la charge 
£ ou celle du courant 7 ne sont pas identiquement nulles, on dit alors 
que le cristal possède une structure respectivement électrique ou 
magnétique. En fait, la structure électrique est propre à tous les 
cristaux, la structure magnétique n'est l'apanage que de relative- 
ment peu d’entre eux. 

Les fonctions p (r) et 7 (r) doivent satisfaire à des conditions bien 
déterminées. [Il est clair qu'est remplie, par exemple, la condition 
de neutralité de chaque maille élémentaire et, partant, du cristal 
tout entier *) 


{e dV =0. (70.1) 


V 


Dans un cristal en équilibre il ne doit pas également s'observer de 
courant macroscopique, c'est-à-dire 


[av =0. (70.2) 


V 


Le moment magnétique par unité de volume 


m = (r X JdV (70.3) 
V 


peut toutefois ne pas être nul, et alors le cristal est appelé substance 
ferromagnétique. Mais si la densité du courant microscopique 7 n’est 
pas identiquement nulle et m — 0, le cristal est appelé substance 
antiferromagnétque. Dans ce dernier cas la maille élémentaire peut 
être divisée en parties dont les moments magnétiques ne sont pas 
nuls et ne s'annulant que globalement. 

Le groupe G de symétrie microscopique du cristal est constitué 
par l'intersection (le sous-groupe commun le plus grand) des groupes 
de symétrie de ses structures électrique et magnétique: 


G=G() AG). (70.4) 


*) [ci. comme plus loin, l'intégration est menée par rapport à la maille 
£lémentaire: tous les résultats se vérifient également pour tout volume éle- 
mentaire qu'on suppose constitué de plusieurs mailles élémentaires entières. 
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Le groupe de symétrie de la densité de charge électrique G (op) 
est tout simplement un groupe de Fédorov ®, ou groupe d espace, du 
cristal, complété par le renversement du temps, vu que la densité 
de charge électrique est invariante par rapport au renversement du 
temps: G (0) — D1'. Quant au groupe de symétrie de densité du 
courant G (j), il ne contient le renversement du temps 1” que si et 
seulement si 7 (r) = 0. vu que le renversement du temps inverse le 
sens du courant. Mais si le cristal possède une structure magnétique 
{j (r) & 0),G (j) est alors un des groupes noirs et blanc de Shubnikov. 
Le groupe de symétrie microscopique du cristal G appartient dans 
ce cas au même type. 

Pour les cristaux ne possédant pas la structure magnétique le 
renversement du temps est une des opérations de symétrie. Et, in- 
versement, les cristaux. dont les groupes de symétrie magnétique com- 
prennent le renversement du temps. ne peuvent avoir une structure 
magnétique. C'est le cas des cristaux de l'un des 230 groupes d'espace 
gris de symétrie magnétique D1”. Il leur correspond également des 
groupes ponctuels gris G1”. Donc les groupes ponctuels de symétrie 
magnétique de tous les cristaux démunis de la structure magnétique 
sont des groupes gris. La réciproque, toutefois, n'est pas vraie: un 
cristal à groupe ponctuel gris peut être muni d'un groupe d'espace 
noir et blanc; sa structure dans ce cas sera magnétique. 

Il est nécessaire de souligner que dans la cristallophysique magné- 
tique le groupe de symétrie d'un cristal non magnétique ordinaire 
n’est pas noté comme il l'est en cristallophysique classique. Ainsi 
les cristaux du sel gemme démunis de la structure magnétique pré- 
sentent la symétrie classique mm, ceux du quartz 32. du dihydro- 
phosphate de potassium 42m. Or dans la cristallophysique magné- 
tique les groupes ponctuels de symétrie de ces cristaux sont respecti- 
vement m3ml = m3'm, 321” = 32 et 42m1'. En notant leur sv- 
métrie en cristallophysique magnétique rn3m, 32 el 42m, on comme- 
trait une erreur grossière: ces notations signifieraient que les cris- 
taux concernés possèdent une structure magnétique. 

Les cristaux ferromagnétiques possèdent, comme il a déjà note, 
un moment magnétique m différent de zéro. Le vecteur moment ma- 
gnétique m est axial et varie sa direction avec le renversement du 
temps. Il s'ensuit que son groupe de symétrie magnétique est oo/mm'. 
Les groupes de symétrie ponctuels des cristaux ferromagnétiques 
sont des sous-groupes de ce groupe: 


1. 2. 3. 4. 6, 1, m. 3, 4.6, 
2'm. 4m. 6m 2’, 222", 32° 422”, 
622”, m'. m'm2, mm'2?, 3m, 4mm. 
Gm'm'. 3m’. 42m, Gm'2. 2'/m. 


mm'm'. 4/mm'm', 6/mm'm'. 
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Cette liste contient 31 groupes de symétrie magnétique. Il 
y a parmi eux des groupes blancs (13), des noirs et blancs (18) mais 
pas de groupes gris *). 

Les 59 groupes ponctuels restants de symétrie magnétique blancs 
et noirs et blancs peuvent naturellement étre appelés groupes ponc- 
tuels antiferromagnétiques. Les cristaux aux groupes ponctuels 
antiferromagnétiques sont appelés substances antiferromagnétiques 
du JT-er type. Il existe en outre des substances antiferromagnétiques 
du II-ième type; ce sont des cristaux aux groupes ponctuels gris mais 
non aux groupes d espace noirs et blancs; ils diffèrent sensiblement 
par leurs propriétés physiques des substances antiferromagnétiques 
du I-er type (voir $ 73). 

On a montré au tableau 70.1 la répartition des cristaux démunis 
de la structure magnétique, des substances ferromagnétiques et 


Tableau 70.1 


Répartition des cristaux aux NA magnétiques différentes 
entre les groupes symétrie magnétique 


Groupes ponctuels 


90 groupes biancs et noirs et blancs 


Groupes d'espace 32 groupes ponctuels 


31 rroupes 29 zroupes anti- gris 
ferromagnétiques ferromagnétiques 
1421 yroupes Substances ee Substances  anti- | Substances antifer- 
blancs et noirs et | magnétiques (275 | ferromagnétiques |romagnétiques du 
blancs groupes de Sr du I-er tvpe (629 |Il-ième type (517 
nikoy) groupes de Shub- | groupes de Shub- 
nikov) nikov) 
230 groupes gris — — Cristaux demunis 


de la structure 
magnétique (230 
groupes de Shub- 
nikov) 


antiferromagnétiques du I-er et du II-ième type suivant les groupes 
de symétrie magnétique. On y voit d'ailleurs la grande différence 
physique qui existe entre, d’une part, les groupes gris et, d'autre 
part, les groupes blancs et noirs et blancs. Quant à la différence en- 
tre les groupes blancs et noirs et blancs, bien qu'essentielle pour la 
déduction de ces groupes, elle n'implique pas, à ce qu'il paraît, de 
sens physique (voir, toutefois, $ 76). 


*) Voir aussi Tavger (1958) et Chouvalov (1959). 
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On établit la symétrie magnétique d'un cristal en recourant à 
la diffractométrie neutronique qui est l'étude de la diffraction des 
neutrons lents sur une structure cristalline *): la diffraction des 
neutrons sur les noyaux s’apprécie au moyen du groupe G (p), tandis 
que leur diffraction sur les moments magnétiques des électrons par 
le groupe G(j). Cette méthode permet également d'apprécier la re- 
partition spatiale des moments magnétiques ordonnés au sein d'un 
cristal. Quant au groupe de Fédorov, il est généralement détermine 
aux rayons X, absolument insensibles à la distribution des moments 
magnétiques. Il est important de dégager les relations mutuelles 
liant les groupes d'espace établis au moyen de différentes méthodes. 

Puisque la radiocristallographie s'avère incapable de distinguer 
l'antitranslation de la translation ordinaire et l'antirotation de la 
rotation ordinaire, il devient évident que le groupe de Fédorov, 
possédant une structure magnétique, établi par radiocristallographie 
peut être obtenu à partir de son groupe de Shubnikov en substituant 
dans ce dernier des translations ordinaires à toutes les antitransla- 
tions et des rotations ordinaires à toutes les antirotations. On abou- 
tira sans doute ainsi au groupe de Fédorov à partir duquel se déduit 
le groupe de Shubnikov considéré (voir $ 69). 

Cependant, en pratique, la solution du problème se complique 
souvent fortement ; la raison en est dans la faiblesse relative des 
interactions magnétiques. Voyons un exemple concret. La transi- 
tion ferromagnétique dans les cristaux du fer (œ-Fe) se réalise à 1043 K, 
aux températures supérieures les cristaux sont paramagnétiques, 
aux températures inférieures ils sont ferromagnétiques. Le groupe de 
Shubnikov de la phase paramagnétique est 7Zm3'm, de la phase ferro- 
magnétique {4/mm'm'. La radiocristallographie d'un cristal mono- 
domanial aurait dü, selon ce qui a été dit précedemment, aboutir 
à un groupe de Fédorov /4/mmm. Or la maille cristallographique de 
la phase ferromagnétique, bien qu'étant. strictement parlant, un 
prisme tétragonal régulier, ne peut pratiquement être distinguée 
d’un cube: la relation d’axe c/a = 1 + 3-10-$. Aussi la radiocris- 
tallographie aboutit-elle à un groupe G (p) = Im3'm. La réparti- 
tion des moments magnétiques dans la maille cristallographique du 
cristal ferromagnétique du fer est donnée à la figure 70.1 ; le groupe 
G(j) = 14/mm'm' ; il en est de même pour G = G(p) NG(j). Le 
groupe ponctuel de ce cristal est 4/mm'm. 

Sur la figure 70.2 est donnée la répartition des moments magné- 
tiques dans le cristal antiferromagnétique du fluorure manganeux 
MnF,. Une telle configuration des moments magnétiques se caracté- 
rise par le groupe de Shubnikov G (j) = Prä4mnc; d'autre part, d'ap- 
rès la radiocristallographie G (p) — P4/mnmi'’. L'intersection de 
ces groupes est le groupe de Shubnikov du fluorure manganeux anti- 


*) Voir Izioumov et Ozérov (1966). 
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ferromagnétique, P45/mnm'; respectivement, le groupe ponctuel de 
symétrie magnétique de ce cristal est 4”’/mmm’. Ses propriétés phy- 
siques confirment cette déduction (voir $ 73). 

A côté des substances ferromagnétiques uniaxes, on rencontre 
des polyaxes ; c'est ainsi que le groupe de Shubnikov du dysprosium- 
crenat aluminique Dy;Al.,0,, est /a3d', le groupe ponctuel de sy- 
métrie magnétique étant mm. 

La symétrie des substances antiferromagnétiques du I-er type, 
comme on l’a noté, ne se caractérise pas seulement par des groupes 


Fig. 70.1. Répartition des Fig. 70.2. Répartition des 
moments magnétiques dans moments magnétiques dans 
un cristal ferromagnétique un cristal] antiferromagnéti- 

de fer. que du fliorure manganeux. 


noirs et blancs mais également par des groupes blancs ponctuels et 
d’espace de symétrie magnétique. Par exemple, le cristal antiferro- 
magnétique du chalcopyrite CuFeS,. est caractérisé par le sroupe de 
Shubnikov 7424 (et respectivement, par la classe de symétrie magné- 
tique 42m). 

En guise d'exemple de substances antiferromagnétiques de 
II-ième type on peut nommer l'’ilménite FeTiO,; son groupe de 
Shubnikov est le groupe noir et blanc R13, et la classe de symétrie 
magnétique est la classe grise, 31”. 

Par la diffraction des neutrons on a découvert des structures ma- 
gnétiques dont les moments magnétiques, bien qu'’ordonnés, ne cor- 
respondent toutefois à aucun des 1421 groupes de Shubnikov blancs 
et noirs et blancs; ce sont des structures dites hélicoïdales. On a 
distingué quatre types de ces structures: spirale simple SS, spirale 
ferromagnétique ou conique FS, spirale complexe CS et, enfin, onde 
de spin longitudinale statistique LSW ; on les a représentées sur 
la figure 70.3. La spirale simple (SS) a été détectée, en particulier, 
pour le holmium et le dysposium ; la ferromagnétique (FS) pour le 
holmium et l’erbium ; le complexe (CS) et l'onde de spin longitudi- 
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nale (LSW) également pour l'erbium : dans des intervalles de tem- 
pérature variés se manifestent des types d'ordre magnétique diffé- 
rents. La symétrie de la structure électrique G (p) de ces cristaux 
est tout simplement l’un des groupes de Fédorov (pour nombre d'en- 
tre eux c’est le groupe P6./mmc) complété par le renversement du 
temps; quant au groupe de symétrie de leur structure magnétique 
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Fig. 70.3. Structures hélicoïdales: a) spirale simple, b) spirale ferromagneti- 
que, c) spirale complexe, d) onde de spin longitudinale statique. 


G (j), il est particulièrement original. Dans les plans perpendiculai- 
res à l’axe hélicoïdal, le groupe G (j) comprend les mêmes transla- 
tions que G (p). Mais la translation du groupe G (p) qui est dirigée 
suivant l’axe de l’hélicoïde coïncide dans le groupe G (j) avec la ro- 
tation (SS, FS et CS) ou la variation de la grandeur (LSW) du mo- 
ment magnétique. L'angle de rotation liée à une translation élé- 
mentaire n’est pas une fraction simple de la rotation totale et, de 
plus, dépend de la température. De cette façon, les moments magné- 
tiques des atomes dans les structures hélicoïdales ne constituent pas 
des réseaux, bien que les atomes correspondants se rangent en ré- 
seaux. C'est là également une conséquence de la faiblesse relative 
des interactions magnétiques. Les groupes de symétrie décrivant ces 
structures ont été déduits par Naïch (1963); quant au mécanisme 
de leur engendrement, il a été étudié, en s'inspirant de la théorie 


des transitions de phase de seconde espèce de Landau, par Dzialochin- 
ski (1964, 1964a). 
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$ 71. Réalisation géométrique du groupe orthogonal élargi 


Les vecteurs axiaux sont invariants par rapport à l'inversion, et, 
par suite, la base vectorielle axiale composée de ces derniers possède 
également cette propriété (voir $ 23). Donc, à toutes les transforma- 
tions orthogonales de la base vectorielle axiale sont associées des ma- 


trices orthogonales || Ce [| au déterminant positif det || CR [| = 1. 
Les autres matrices orthogonales au déterminant négatif ne corres- 
pondent à aucune transformation orthogonale. 

Définissons l'effet du renversement du temps 7° sur les vecteurs 
axiaux de la façon suivante: le renversement du temps 7° inverse le 
sens de parcours de tous les vecteurs axiaux. À cette transformation 


, ’ Q CR e 
est associée la matrice cyx (1°) — — ô;,. Par suite de l'invariance 
des vecteurs axiaux par rapport à l’inversion, un effet identique pro- 
duit sur tous les vecteurs axiaux l'inversion dans l’espace-temps 


(antiinversion) 1° et il lui correspond une matrice absolument identi- 


que cn (/’) — — ô;:,. En somme, à toutes les opérations renfer- 
mant le renversement du temps (antiopérations) sont associées des 


matrices orthogonales || c;:, || au déterminant det ||c;:, || = — 1. 

La définition introduite a un sens physique transparent : les vec- 
teurs axiaux ainsi définis coïncident par leurs propriétés de transfor- 
mation avec le vecteur intensité du champ magnétique H, ce sont 
également des vecteurs axiaux inversant leur signe avec le renverse- 
ment du temps. Îl est dans ce cas naturel d'attribuer aux vecteurs 
polaires des propriétés de transformation du vecteur intensité du 
champ électrique £ qui ne modifie pas sa direction avec le renverse- 
ment du temps. La base de l'espace vectoriel polaire, composée de 
vecteurs polaires, est également invariante par rapport au renverse- 
ment du temps. Aussi dans toutes les antirotations simples et inver- 
ses la base de l'espace vectoriel polaire se transforme au moyen de la 
méme matrice orthogonale || c;:, || que pour des rotations appro- 
priées. 

On a ainsi défini la loi de transformation des vecteurs de base 
polaires (e;) et axiaux (e;) sous l'effet de l'opération g incluse dans le 
groupe orthogonal élargi oo 11: 


ei = Cirx (8) er, (71.1) 


Li à e 

€; = Cr (£) en. 
Dans ce cas à chaque opération g € © 11” sont associées deux ma- 
trices égales ou ne se distinguant que par leur signe || c;, (g) || et 


Il cix (8) Il. Le groupe orthogonal élargi comprend quatre opéra- 
tions : les rotations simples À, les rotations inverses ZR, les antiro- 
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tations 1’R et les antirotations inverses Z’R. Si à la rotation simple 


est associée la matrice {| r;2 ||, les matrices || c4 (g) Il et || Cie (g) Il 
des opérations du groupe orthogonal élargi se déterminent alors d’ap- 
rès le tableau : 


g R IR l'RIR 
Cior Tien — ion Tien —Tjer 


e 
Crop lion lion Tien —Tier. 


En faisant coïncider les bases polaire et axiale de manière que 
eo 
s'identifient les directions des vecteurs de même nome,;ete,,e, et 
e o 
e:, e, et e:, on obtient une base combinée. La matrice || c;:, {| opère 


sur sa partie polaire, et || c;:, || sur sa partie axiale. Les opérations R 
lui font subir une rotation en bloc, aussi suffit-il de n’étudier que 
l'effet produit sur lui par des inversions. 

L'inversion spatiale fait pivoter les vecteurs de base polaires 
en ne touchant pas les vecteurs axiaux. Finalement, le triplet à droite 
des vecteurs polaires devient triplet à gauche, et le triplet à gauche 
triplet à droite. En outre, l'appellation de l'hélice formée par les 
vecteurs polaires et axiaux mis en coïncidence s'inverse également. 
Donc, la base combinée mise en concordance (ou non) avant l’inver- 
sion demeure telle qu'elle est après cette dernière (comp. $ 23). 

Le renversement du temps 7” change, par contre, le sens de par- 
cours des vecteurs de bases axiaux sans modifier celui des vecteurs 
polaires. Dans ce cas le triplet des vecteurs polaires conserve son 
appellation, mais les hélices formées par les vecteurs polaires et 
axiaux confondus inversent leur appellation, ainsi la base mise en 
concordance devient discordante et la base discordante se transforme 
en base concordante. 

Enfin, l’inversion dans l'espace-temps 7” inverse aussi bien la 
direction des vecteurs que le sens de parcours des vecteurs axiaux. 
Aussi le triplet des vecteurs polaires à droite devient à gauche et le 
triplet à gauche devient triplet à droite, mais l'appellation de l’hé- 
lice composée des vecteurs polaire et axial mis en coïncidence ne 
varie pas. Finalement, la base concordée se transforme en base dis- 
cordante, tandis que la base discordante devient base concordante. 

Dans le tableau 71.1 on a montré l’action des inversions sur des 
bases vectorielles combinées. Les bases y sont dites à droite ou à 
gauche suivant que les vecteurs de base polaires constituent un tri- 
plet à droite ou triplet à gauche. Dans les bases en concordance à 
droite les vecteurs polaire et axial mis en coïncidence forment une 
hélice à droite, tandis que dans les bases à gauche une hélice à gau- 
che. Par contre, dans les bases en discordance l'appellation de cette 
hélice est opposée à celle de la base. Le trait formel de la concordance 


32—01180 
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Tableau 71.1 
Action des inversions sur la base vectorielle combinée 


Mème base mais soumise à 


Base vectorielle 


combinée de départ une inversion dans 


une inversion un renversement 


spatiale 1 du temps 1” l'espace-temps ]” 
æ < 1 * J 4 
> 7 - ; cf 
as < x pe 2 K 
4 3 ru 
concordante concordante discordante J 
à droite à gauche à droite discordante 
à gauche 
’ 3 7 3 
7 2 7 UN à 
É / JS 7 2 
3 ! J d 
concordante concordante discordante discordante 
à gauche a droite à gauche à droite 
J ! 3 1 
77 
hs. 2 1 « 
(Dee kK (} 
/ J ? 3 
discordante discordante concordante 
. : : . ° concordante 
a droite à gauche à droite à gauche 
r J / ÿ 
17 2 27 x 
2 1 >> NA 2 
L/ 
3 1 7 7 
discordante discordante discordante concordante 


à gauche à droite à gauche à droite 
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de la base: le parcours autour du premier vecteur de base s'effectue 
à partir de l’extrémité positive du second vecteur vers l'extrémité 
positive du troisième ; le sens de parcours autour des vecteurs de base 
restants s’en déduit par permutation cyclique. Pour les bases discor- 
dantes le sens de parcours est inversé. 

Le tableau 71.1 montre que des opérations différentes agissant 
sur une base donnée la transforment aussi en des bases différentes. 
Ainsi, connaissant les bases combinées « ancienne » et « nouvelle », 
on peut indiquer univoquement par quelle transformation la seconde 
base a été obtenue de la première base. 


$ 72. Tenseurs définis sur le groupe orthogonal élargi 


Tous les tenseurs définis sur un groupe de rotations se transfor- 
ment de la même façon, à savoir, 


’ =" 


79 
Ta ln Rte chne (12.1) 


rx Îlest ici la matrice de la rotation À (k, @) autour du vecteur 


k d'angle ®. Mais les tenseurs définis sur un groupe orthogonal se 
divisent en deux types. Les tenseurs de type pair se transforment 


dans une rotation inverse 1ZR (k, ) du système de coordonnées sui- 
vant la formule (72.1), tandis que les tenseurs de type impair sui- 
vant la formule 


A , = —"7r ee r ’ A * e 12.2 
ije--in RCA Eén Mi--hn ( ) 
Soulignons que || r;-1 || est la matrice de la rotation intrinsèque ap- 


propriée R (k, œ) et non pas de la transformation orthogonale en 
bloc. 


Le groupe orthogonal élargi comprend quatre espèces de transfor- 
mations : les rotations intrinsèques À (k, œ) et trois rotations non 
intrinsèques, à savoir les rotations inverses ZR (k, œ), les antirota- 


tions 1”R (k, œ) et les antirotations inverses 1°R (k, q). L'aboutis- 
sement de deux rotations non intrinsèques successives est immédiate- 
ment acquis avec le tableau donné de la multiplication des groupes 
d'inversions dans l’espace-temps (tabl. 72.1). 

On montre sans peine que sur un groupe orthogonal élargi il est 
possible de définir quatre types de tenseurs : un pair et trois impairs. 
Les tenseurs de type pair sont invariants par rapport au groupe d'’in- 


versions 11’ et, par suite, dans toute transformation JR (k, œ), où 
J € 11”, se transforment suivant la formule (72.1). Dans les relations 
intrinsèques la même formule régit les transformations des tenseurs 
de tous les types. 


32* 
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Chaque tenseur de tout type impair, sous l'effet de rotations non 
intrinsèques de deux espèces, se transforme suivant la formule (72.2), 
et sous l'effet de rotation de la troisième espèce suivant la das 

_ 72.1). De fait, supposons que le ten- 

Tobias tee donné sous l’action des rotations 

Tableau de multiplication des  inverses se transforme suivant la for- 
inversions 11” dans mule (72.2). Sous l'action des anti- 
l'espace-temps rotations il se transforme soit suivant 

la formule (72.1), soit suivant la for- 


1 1 1 1° mule (72.2). Etant donné que l'antiro- 
tation inverse peut être assimilée à 
, L un produit de la rotation inverse par 


: l’antirotation, il devient immédiat 

1 “ que dans le premier cas le tenseur 
7 1 1 donné se transforme sous l'effet des 

1 antirotations inverses suivant la for- 
mule (72.2) et dans le second suivant 
| | la formule (72.1). 

En faisant le bilan de toutes les possibilités, on peut conclure 
que sur un groupe orthogonal élargi se définissent exactement trois 
types de tenseurs impairs. Les appellations des types (électrique, 
magnétique et magnéto-électrique) s'expliquent par le fait qu'à 
ces types sont associés respectivement les vecteurs intensité des 
champs électrique et magnétique et le tenseur de polarisation magné- 
to-électrique (voir $ 73). 


Tous les tenseurs définis sur le groupe orthogonal élargi se trans- 
forment suivant la formule 


TT TS . Tip An. hrs (72.3) 


où le coefficient y — + 1 est fonction du type de tenseur et de l'es- 
pèce de transformation et se détermine suivant le tableau 72.2, 
[l rsrx Îl étant la matrice de la rotation intrinsèque appropriée. 


Tableau 72.2 


Coefficients dans la formule de transformation 
du tenseur défini sur un groupe orthogonal élargi 


Espèce de transformation 


Type de tenseur 
R | IR 1l'R 1’R 
Pair 1 1 1 1 
Electrique 1 — 1 1 — 1 
Magnétique ] 1 — 1 — 1 
Magnéto-électrique 1 — 1 — 1 1 
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La symétrie externe des tenseurs définis sur un groupe orthogonal 
élargi se définit par le groupe ponctuel maximal de symétrie magné- 
tique par rapport auquel est invariant le tenseur concerné. On a 
donné dans le tableau 72.3 les groupes de symétrie magnétique des 


Tableau 72.3 


Symétrie magnétique des scalaires et des vecteurs 
définis sur un groupe orthogonal élargi 


Type de tenseur Scalaire Vecteur 
Pair > mi > mm 
Electrique 2 wi” > m1 
Magnetique œ com > /mm 
Magneto-electrique co nom” co /m'm 


scalaires et des vecteurs de tous les quatre types. La confrontation 
de ce tableau avec les résultats de l’étude de la symétrie des grandeurs 
électriques et magnétiques menée en conclusion du $ 68 montre que 
les intensités des champs électrique et magnétique sont en fait re- 
présentées par les vecteurs respectivement des types électrique et 
magnétique. Toutefois, la charge électrique est décrite par un scalaire 
de type pair (non électrique !). Quant à la charge magnétique, si 
cette dernière existait, elle serait décrite par un scalaire du type 
magnéto-électrique. 

Etudions la symétrie externe des tenseurs de chaque type séparé- 
ment. 

Les tenseurs de type pair se transforment dans toutes les rotations 
non intrinsèques absolument de la même façon que dans des rota- 
tions intrinsèques associées. Donc, les tenseurs matériels de type 
pair sont identiques pour toutes les classes de symétrie magnétique 
incluses dans le même sous-système. En général, les tenseurs maté- 
riels de type pair sont différents de zéro pour les cristaux de toutes 
les classes de symétrie magnétique. Inversement, les tenseurs maté- 
riels des trois quelconques types impairs sont identiquement nuls 
pour de nombreuses classes de symétrie magnétique. 

Les tenseurs de type électrique se transforment dans toutes antiro- 
tations de la même façon que dans les rotations intrinsèques appro- 
priées, et dans toutes antirotations inverses comme dans les rota- 
tions inverses qui leur correspondent. Aussi établit-on immédiate- 
ment la forme du tenseur de type électrique qui reste invariant par 
rapport au groupe ponctuel donné de symétrie magnétique: il suffit 
de supprimer tous les primes dans la notation du groupe et de trou- 
ver trivialement (par la méthode de vérification directe ou tout sim- 
plement en recourant aux tables) la forme du tenseur approprié de 
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Tableau 72.4 


Correspondance entre les groupes de symétrie magnétique 
des tenseurs de types variés 


4/mmmi 4/mmmi' 
4221" 4/mmm 
4/m'mm ämmi 
4mmi' 4/mm'm 
4jm'm'm’ 4221" 
42m1° 4'Immm' 


4'/m'mm’ 42m1' 


4'/mmm’ 4° /m'mm’ 
4"22" 42m 
&’mm' 42m" 
42m 4'mm' 
4'2m' 422 


&/mm'm' 


4 
4 
com’ om” co 2’ 4’ A 4 
co 21” co /mm co/m’m 41° &/m 4/m° 
co 2 co 2 co 2 LA 4 
© 2” com” com’ 4’ Z Z’ 


$ 72 TENSEURS DÉFINIS SUR LE GROUPE ORTHOGONAL 503 


Tableau 72.4 (suite) 


6/mmmi1 
6/mmm 
6'/m'mm 
6G/mm'm° 
6/m'm'm’ 


6” /mmm” 


G’/m'mm° 


OT 
=. 
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Tableau 72.4 (suite) 


type impair, invariant par rapport au groupe ponctuel ordinaire ainsi 
obtenu. Ainsi, le problème de la symétrie magnétique des tenseurs 
de type électrique se réduit immédiatement à un problème banal de 
symétrie des tenseurs de type impair. 

Il est évident que la forme du tenseur de type pair, invariant 
par rapport au groupe donné de symétrie magnétique, se détermine 
de manière identique: dans la notation du groupe on supprime tous 
les primes et l’on cherche le tenseur de type pair invariant par rap- 
port au groupe ordinaire obtenu. 

Le tenseur de type magnétique sous l'effet de l’antirotation 


l'R (k, p), comme l'indique le tableau 72.2, se transforme de la mé- 
me façon que le tenseur électrique sous l’action de la rotation inverse 


appropriée ZR (k, @). Quant aux antirotations inverses 7°R (k, w), 
elles agissent sur les tenseurs des deux types de façon identique. Il 
s'ensuit la règle suivante : un tenseur de type magnétique, invariant 
par rapport au groupe magnétique G, est absolument de la même 
forme que le tenseur de type électrique invariant par rapport au 
groupe magnétique G;. Pour obtenir le groupe G, à partir du groupe 
G, il faut dans ce dernier substituer les antirotations appropriées à 
toutes les rotations inverses et les rotations inverses à toutes les 
antirotations. 

De façon analogue est déduite la seconde règle: le tenseur de type 
magnéto-électrique, invariant par rapport au groupe magnétique G, 
prend une forme absolument identique au tenseur de type électrique 
invariant par rapport au groupe magnétique G,. Pour obtenir le 
groupe G, à partir du groupe G, il faut substituer dans ce dernier les 
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antirotations inverses appropriées à toutes les antirotations et les 
antirotations directes à toutes les antirotations inverses. 

Les groupes G, et G, s’obtiennent immédiatement à partir d'un 
groupe donné quelconque de symétrie magnétique à l'aide du tableau 
72.4; quant au problème de la forme du tenseur de type électrique 
invariant par rapport au groupe concerné de symétrie magnétique, 
il a été étudié plus haut. Ainsi, on est en mesure de réduire les pro- 
blèmes formels de la cristallophysique magnétique à des problèmes 
_. résolus de la cristallophysique classique (Sirotine, 1962; Birss, 
1962). 


$ 73. Effets piézomagnétique et magnéto-électrique 


Si dans le nombre des forces thermodynamiques généralisées X% (voir 
$ 57) on inclut trois composantes du vecteur intensité du champ magnétique 
H, et dans le nombre des coordonnées thermodynamiques généralisées r, trois 


composantes du vecteur induction magnétique divisé par 47, B; — (1 4) B;. 
l’ordre de la matrice thermodynamique s'accroît alors jusqu'à 13. La dépendan- 
ce des coordonnées thermodynamiques généralisées des forces thermodynamiques 
généralisées prend dans ce cas en approximation linéaire la forme (comp. av. 
formules (57.18)) 


ES = (Cp/T) 6 + prEr + QHn + EAUUTE (73.1a} 
D, = pi9 + (1/47) #ihEk + (1/47) Vi + CEUUTE (73.1b} 
B; — q;0 + (1/47) VRhiEr + (1/47) Mr + b;hOu: (73.1c) 
Ei = da10 + dy1Ek + bi Hp + Su Ou (13.1d) 


Dans les formules (73.1). outre les tenseurs matériels déjà connus. il y a des 
tenseurs nouveaux qui décrivent des effets encore ignorés par nous. L'essence 
de ces effets s’éclaircit sans peine par analogie avec les effets électriques appro- 
priés. C'est ainsi que les coefficients q; caractérisent apparemment l'effet pyro- 
magnétique et l'effet magnétocalorique linéaire qui lui est inverse en représentant 
ensemble le vecteur q des coefficients pyromagnétiques. Les coefficients b; 
décrivent les effets piézo-électriques direct et inverse; ensemble, ils consti- 
tuent le tenseur de troisième rang symétrique par rapport à deux indices. le 
tenseur b des coefficients piézomagnétiques. Enfin, les coefficients u;4, consti- 
tuent le tenseur symétrique de second ordre. le tenseur de perméabilité magné- 
tique pu. 

Les coefficients v;, n'ont pas d'analogue. Ils décrivent les effets magnéto- 
électriques direct et inverse: les cristaux pour lesquels ces coefficients ne sont pas 
nuls, une fois placés dans un champ magnétique, polarisent (effet direct), 
tandis que si on les place dans un champ électrique, ils s'aimantent (cffet inver- 
se). Ensemble, ces coefficients constituent le tenseur asymétrique de second 
ordre v, le tenseur des coefficients magnéto-électriques. 

Ecrivons sur la base des formules (73.1) les termes contenant les nouveaux 
Fr matériels et notons le type des grandeurs tensorielles qu'ils lient. 
Il vient 


Z = qg-H + ... (pair) — g-(magnétique). 
D = v-H + ... (électrique) = v-(magnétique), 


B=E:v + ... (magnétique) = (électrique) -v, 
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en. d 


B=u-H +... (magnétique) = u-(magnétique), 


© 
| 


= b:0—+ ... (magnétique) = b: (pair), 
e = H-b + ... (pair) = (magnétique) -b. 


{1 s'ensuit le type de chacun des tenseurs matériels qui nous intéressent : q — 
ie magnétique, b — type magnétique, u — type pair, v — type magnéto- 
électrique. 

Il n'est pas difficile de dégager la forme de chacun de ces tenseurs pour 
toute classe de symétrie magnétique en recourant aux méthodes exposées au 
$ 72. On n’indiquera ici que les classes où sont possibles les effets décrits par 
ces tenseurs. 

L'effet pyromagnétique est décrit par le vecteur matériel q de type magné- 
tique. Ce vecteur ne devient apparemment pas identiquement nul que dans les 

cristaux dont les groupes de symétrie magnétique sont des sous-groupes du 
groupe de symétrie du vecteur de type magnétique oo/mm’. Ce sont les groupes 
ponctuels déjà connus des substances ferromagnétiques ; ils ont été tous mention- 
nés au $ 70. 

L'effet piézomagnétique est décrit par le tenseur b. C'est un tenseur de 
troisième rang du type magnétique symétrique par rapport aux deux derniers 
indices. Comme tous les tenseurs de type magnétique. il s'annule dans les cris- 
taux dont les groupes de symétrie contiennent un renversement du temps ou 
une antiinversion, mais non pas uniquement dans ces cristaux. C'est que le 
tenseur des coefficients piézomagnétiques est analogue à celui des coefficients 
piézo-électriques. Or, ce dernier. comme on le sait de la cristallophysique 
classique (non magnétique), s’annule non seulement dans les cristaux centrés 
mais également dans les cristaux de la classe 432. 11 s'ensuit (voir tabl. 72.4) 
qu'il s’annule dans les cristaux des classes magnétiques 43”2, 4732’ et 432. 
En substituant dans ces classes, à l'aide du même tableau. les rotations inverses 
aux antirotations, on obtient les classes magnétiques m3m, 43m et 432 dans 
lesquelles s'annule apparemment le tenseur des coefficients piézomagnétiques. 

L'effet magnéto-électrique est décrit par le tenseur v de second ordre du type 
magnéto-électrique qui, en général, est asymétrique. Comme tous les tenseurs 
de type magnéto-électrique, il s’annule dans les cristaux dont les groupes de 
symétrie magnétique contiennent un renversement du temps ou une inversion 
ordinaire (de l’espace). Le tenseur des coefficients magnéto-électriques est 
analogue au tenseur total (asymétrique) d'activité optique (du pouvoir rota- 
toire). Ce dernier, comme on le sait (voir tabl. 47.1 et E.9), s’annule non seule- 
ment dans les cristaux centrés mais aussi dans les cristaux des classes 43m, 6m2 
et 6 et, partant, dans les cristaux des classes magnétiques 43°m, 43m, 43m", 
6m21”, 6m2, 6’m2’, 6m'2’, 6’m’2, 61’, 6 et 6’. En substituant dans ces clas- 
ses les antirotations inverses appropriées à toutes les antirotations et les anti- 
rotations directes aux antirotations inverses, on aboutit aux classes magnétiques 
mm’, 43m, 432’, G'/mmm’, 6m2, 6'mm', 6m'2’, 622’, 6’/m, 6 et 6’; dans 
les cristaux des classes énumérées l'effet magnéto-électrique est impossible. 

En se servant de la même analogie, on constate immédiatement que dans 


les cristaux des classes magnétiques m'3m”, 432, 43m”, m’3 et 23 le tenseur 
des coefficients magnéto-électriques est isotrope. Il s'ensuit que pour toute 
orientation du champ magnétique un cristal d’une de ces classes placé dans 
ce champ est polarisé suivant la même direction. Et, inversement, ce cristal 
une fois placé dans un champ électrique d'orientation quelconque s’y aimante 
suivant la même direction. 

De cette analogie il est également possible de déduire que pour les textures 


/ 


des classes magnétiques co/m’m, oom, 2” et respectivement pour les cristaux 
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des classes magnétiques 6/m°mm, 6mm, 622’, 4/m'mm, 4mm, 422, 3m, 32”, 
ainsi que G'n2". 42m et 3°m le tenseur des coefficients magnéto-électriques est 
antisymétrique. Ces cristaux une fois placés dans un champ magnétique (ou 
électrique) se polarisent (ou s'’aimantent) suivant une direction perpendiculaire 
au champ. Il est le plus commode de diriger le champ perpendiculairement 
à l'axe de symétrie principal du cristal; fa polarisation (l’aimantation) est 
également perpendiculaire à cet axe. 

Les tenseurs de l'effet piézomagnétique et magnéto-électrique varient leur 
signe avec le renversement du temps et, par suite. sont identiquement nuls 
dans tous les cristaux démunis de la structure magnétique. Avant l'introduction 
en physique des notions de symétrie magnétique, on considérait que l'effet 
piézomagnétique ne différait par sa symetrie de l'effet piézo-électrique que 
parce que les vecteurs caractérisant le champ magnétique étaient axiaux, tandis 
que ceux caractérisant le champ électrique étaient polaires. Aussi, supposait-on 
que la symétrie interne du tenseur des coefficients piézomagnétiques était eV [V2]: 
sur cette base on a calculé la forme générale de ce tenseur pour toutes les classes 
cristallographiques (voir tabl. E.14). Puisque pour toutes les classes, excepté 


trois (m3m, 432 et 43m), ce tenseur est différent de zéro, de nombreuses tentati- 
ves ont été entreprises dans le but de découvrir l'effet piézomagnétique pour 
des cristaux démunis de structure magnétique; toutes les tentatives se soldè- 
rent naturellement par un échec. C'est seulement après que Dzialochinski 
41957, 1959) avait montré que les effets piézomagnétique et magnéto-électrique 
n'étaient possibles que dans les cristaux possédant une structure magnétique 
et avait nommé quelques cristaux dont la symétrie magnétique autorisait ces 
effets que Borovik-Romanov (1959, 1960) découvrit l'effet piézomagnétique dans 
les cristaux de CoF, et MnF,. et Astrov (1960) l'effet magnéto-électrique dans 
les cristaux de Cr,O:. 

La présence d’une structure magnétique dans un cristal est une condition 
nécessaire, mais non suffisante, de la manifestation dans le cristal d'effets 
décrits par les tenseurs de type magnétique ou magnéto-électrique. Si le cristal 
est doue d’une structure magnétique. on peut postuler que son groupe d'espace 
est démuni de renversement du temps (n'est pas « gris »). Mais pour que les 
tenseurs matériels de type magnétique et magnéto-électrique ne s’annulent pas 
identiquement, il faut que soit démuni de renversement Aü temps (ne soit pas 
« gris ») le groupe ponctuel de symétrie magnétique du cristal. C'est une exi- 
gence beaucoup plus rigoureuse; elle n’est pas satisfaite par les cristaux qui 
sont appelés dans le $ 70 comme substances antiferromagnétiques de 11-ième 
type (ce sont les cristaux dont les groupes de Shubnikov contiennent les anti- 
translations). Ainsi, les effets définis par les tenseurs de type magnétique et 
magnéto-électrique sont impossibles non seulement dans les cristaux démunis 
de structure magnétique mais également dans les substances antiferromagnétiques 
du II-ème type. 

Sur les questions abordées dans ce chapitre voir K. Belov (1959; K. Bélov, 
Béliantchikova et autres (1965); Vonsovski (1971); Izioumov et Ozérov (1966); 
Koptzik (1966, 1967); Landau et Lifchitz (1957); Tourov (1965); Shubnikov 
(1961); Shubnikov et Koptzik (1972): Birss (1964); Bhagavantam (1966). 


CHAPITRE IX 


EFFETS D'ORDRES SUPÉRIEURS 


$ 74. Etude thermodynamique d’effets non linéaires 


Pour décrire dans le cadre de la thermodynamique des cristaux 
(voir &$ 57, 60, 61. 63) les effets non linéaires, il faut prendre en 
compte les termes du troisième degré dans le développement des po- 
tentiels thermodynamiques. C'est ainsi que pour le potentiel thermo- 
dynamique ® et les processus isothermiques (8 — 0), il faut utiliser 
le développement 


D 1 0°D : 1 9%D 
Do + 2 0X,0Xb ), XaX F5 Bros Je XeX Xe 


(4. b, e=1,. 1:53 9). 
où X, sont les composantes du vecteur intensité du champ électrique 
E et du tenseur des contraintes ©. Compte tenu des formules (57.13), 


(57.14) et (57.17) et en introduisant pour les dérivées troisièmes du 
potentiel thermodynamique les notations 


ik 2 |SE;0EjuEr lo? HR 2 VofidE 00, E (74.1) 
14. 
___ 4 80 _ ee 
Qu = 2 \ dE ;003004 ). Lius= 2 90100100 } d 


écrivons ce développement sous forme 
LL 1 1 
O — Do #3E;E;—d;,E;0, D SauO Ou — R;jEiE Er — 
1 
en PipnE;E;0 cmd QinnE iO)10ù Es Ka Linv03 010 v- (74.2) 


De là. en vertu de (57.7), on obtient pour le vecteur déplacement élec- 
trique D et le tenseur des petites déformations & une généralisation 
des relations (57.18) 
D, = 4,;E); + d;:0 + R;jnE;Er + 2P;5E 301 + Q;:n020ù (74.3a) 
Ex — dE; gs SiuOu œiS P;n£E;E; “a 2Q;1nE ;0ù EL LnvOuOv- (74.3b) 


Le tilde signifie ici, comme au ch. VII, une division par 41. 
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Au lieu des coefficients P;,,, Qiiur Lauv On peut se servir dans 


les relations pour D et £# des composantes des tenseurs matériels 
correspondants 


D, —%,E) + dijnO jn + RimE Er +2P;juE Or + QijnimO jnO 1m (14.43) 
= duijEr + SijniOnt + Pari EnEi+ 2QuijimEROim + 


+ LijnimnOkiOmn:  (14.4b) 
La symétrie interne et l'appellation de ces tenseurs sont : 


Ten- Le: ; 
Ge Symétrie Appellation 
R [3] tenseur des coefficients quadratiques de la constante 
diélectrique, 
P [V2] tenseur des coefficients d’électrostriction, 
Q V [[ F1 tenseur des coefficients piézo-électriques quadratiques. 
L [(V2P] tenseur des coefficients quadratiques de déformation 


élastique *) 


Les règles de calcul correctif liant les composantes de ces tenseurs 
avec les coefficients P;,,, Qi, et Lin, sont déduites dans l'annexe 
F. La symétrie externe de ces tenseurs, comme de tous les tenseurs 
matériels, n'est pas inférieure à celle du cristal ; leur forme générale 
pour les diverses classes est donnée dans l'annexe E (voir de même 
$ 48). 

Les tenseurs P et L sont du type pair; ils sont différents de zéro 
dans toutes les classes de symétrie cristalline. Les coefficients quad- 
ratiques de déformation élastique fournissent de petites corrections 
à la loi de Hooke. Quant aux coefficients d'électrostriction, ils de- 
crivent de petites corrections à l'effet piézo-électrique inverse dans 
des cristaux piézo-électriques, tandis que dans les cristaux des clas- 
ses non piézo-électriques et dans des corps isotropes toute la défor- 
mation due à l’action sur le cristal du champ électrique se réduit à 
l'électrostriction. 

Les tenseurs R et Q sont du type impair. Les tenseurs Q sont 
différents de zéro pour les cristaux de toutes les classes non centro- 
symétriques. En particulier, pour les cristaux de la classe 432, où 
l'effet piézo-électrique linéaire ordinaire est impossible, on pourrait 
observer un effet piézo-électrique quadratique : la polarisation électri- 
que sous l’action des contraintes mécaniques est toutefois proportion- 
nelle non pas aux composantes du tenseur des contraintes mais à 
certains de leurs produits deux à deux. Les tenseurs des coefficients 


quadratiques de la constante diélectrique R nesont pas nuls que pour 


*) On rencontre en littérature des modes différents de définition de ces 
tenseurs, en particulier, avec absence du coefficient 1/2 dans les formules (74.1); 
il va de soi que le coefficient 1/2 réapparaît dans les formules (74.2)-(74.4). C'est 
ainsi qu'ont été définis les tenseurs g;,, et c;n dans les formules (74.5)-(74.8). 
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des cristaux dont la symétrie autorise la manifestation de l'effet 
piézo-électrique longitudinal; la forme général de ces tenseurs est 
donnée au tableau E. 10, tandis que les classes de symétrie de cet 
effet figurent au tableau 58.5. 

Le fait que l'influence des contraintes mécaniques sur la constante 
diélectrique est décrite dans les formules (74.3a) et (74.4a) par les 
mêmes coefficients par lesquels dans les formules (74.3b) et (74.4b) 
on décrit l’électrostriction est la conséquence de ce que ces coeffi- 
cients sont des dérivées troisièmes du potentiel thermodynamique 
(voir (74.1)). Pour la même raison les coefficients de l'effet piézo- 
électrique quadratique caractérisent aussi l'influence du champ élec- 
trique sur les coefficients de déformation élastique. 

Dans l'analyse d'effets d'ordre supérieur il faut tenir compte de 
possibilités, même approximatives, de recourir aux considérations 
thermodynamiques pour la réduction du nombre de coefficients in- 
dépendants. C’est ainsi, par exemple, que la propagation d'ondes 
élastiques dans un cristal soumis à une contrainte statique 0“, de 
beaucoup supérieure à celle engendrée par l’onde élastique, est dé- 
inie par les coefficients d'élasticité 


Cau = CAÙ + Baux, (74.5) 


où c;4 sont des coefficients d'élasticité d’un cristal non contraint *). 
Les coefficients g:,, sont les composantes du tenseur de symétrie 
interne [[V?]]* [V°] possédant dans le cas général 126 composantes 
indépendantes. Etudions, cependant, l'énergie élastique d’un cris- 
tal aux termes de déformation cubiques près: 


1 ) 1 = c 
W — ZT CÂUE} Eu + nr CinverEnEve ( 13.6} 


Cinv = dW/0e,0e,0e, sont des composantes du tenseur de sy- 
métrie interne [[V?]S] pour lequel, d’après les tableaux 47.1a et 
47.1b, on a dans le cas général 56 composantes indépendantes. En 
dérivant deux fois par rapport à la déformation l'énergie élastique 
(74.6), il vient 

Ciy = Re = CS + Canvevs (74.7) 
où €, peut évidemment être assimilé à eŸ. A la précision adoptée 
est — 5,0, où sx est le coefficient de déformation élastique et, 
par suite, Can = Cjù + Cipv Sax0x. En comparant ce résultat à 
(74.5), on obtient 


Biux = CiuvSvee (74.8) 
*) Sur la propagation d'ondes élastiques dans ces conditions ainsi que sur 


d'autres problèmes de cristalloacoustique non linéaire voir Thurston (1964); 
Zarembo et Krasilnikov (1970). 
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La relation (74.8) ne s'oppose pas à ce que la symétrie interne du ten- 
seur g soit égale à [[V?]°] [V?], tout en diminuant fortement le nombre. 
de composantes indépendantes de ce tenseur : de 126 à 56 + 21 — ;7 
dont 56 seulement caractérisent ses propriétés élastiques non linéaires. 
En déduisant la relation (74.8), on n’a pas tenu compte de la dif- 
férence entre les coefficients isothermiques et adiabatiques; sa prise 
en compte dans la détermination du terme principal, c'est-à-dire de 
cjn peut apparemment être négligée dans l'appréciation des petites 
adjonctions à ce dernier. 

L'aspect des tenseurs C,, et ga, est donné pour plusieurs clas- 
ses dans les tableaux E. 24 et E.25. Des expériences sont tentées dans 
le but de définir d’autres tenseurs semblables, par exemple, le ten- 
seur de l'effet piézo-électrique quadratique et le tenseur du cinquiè- 
me rang définissant la composante de déformation qui est fonction 
du cube de l'intensité du champ électrique: € = À;jnimËRE1E me 


$ 75. Effet de piézorésistance 


L'effet de piézorésistance (tensorésistance) se manifeste par la variation 
de la résistance électrique du matériau sous l'action de contraintes mécaniques 
(ou de déformations). L'effet de piézorésistance s’observe dans nombre de 
substances et, en particulier, dans les métaux, mais ses manifestations sont les 
plus fortes dans les semi-conducteurs, ce qui permet d'utiliser les substances 
semi-conductrices Ge, Si, GaSb, InSb, PbTe, Bi,Tes pour la fabrication de 
capteurs extensométriques sensibles. autrement dit d'appareils transformant 
les déformations mécaniques (les contraintes) en des grandeurs électriques. 

L'effet de piézorésistance peut être conçu comme une variation sous l’ac- 
tion des contraintes o,,, du tenseur de résistivité du cristal p;,:: 


Ei=(p$,+ PitmnOmn) j5 (75.1) 


E est ici l'intensité du champ électrique, j la densité de courant, p}, le tenseur 


de résistivité du cristal en l’absence de contraintes mécaniques. Toutefois, on 
caractérise habituellement les propriétés de piézorésistance d'un cristal par 
. a des coefficients de piézorésistance Il,/mn lié au tenseur P;ymn Par 
a relation 


Pitmn = 0%, Mrimn; (75.2) 
dans ce cas l'équation d'effet de piézorésistance prend la forme 
E ; = pin (One + MyimnOmn) ji: (75.3) 


Pour les cristaux du système cubique auquel appartient la plupart des semi- 
conducteurs cristallins employés en guise de tensorésistance p£, — p'ô;, et 


Ei = 0° (ôxr + MrimnOmn) fr: (75.4) 


Un autre aspect de l'effet de piézorésistance, dépendance de Ja résistivite 
du cristal de la déformation &,4. se caractérise par l'équation 


E y, = pin (ni + MyipaË pal) (15.5) 
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le tenseur des coefficients d'’élastorésistance m est lié au tenseur Il par les rela- 
tions dérivant de la loi de Hooke 


Mmhipq = Mrimncmnpas  Mrimn = MkipaSpamn: (75.6) 


2 Cmnpa S0nt des coefficients d'élasticité, s,9mn des coefficients de déformation 
élastique. 

La symétrie interne des tenseurs des coefficients de piézorésistance et 
d'élastorésistance est [V3]?; en accord avec la symétrie par rapport aux indices 
des tenseurs px. Omn €t Eng. Ces derniers sont symétriques par rapport aux deux 
premiers et aux deux seconds indices: 


mn = Migmn = Myinm = Mirnm: (75.7) 


Ces tenseurs peuvent aussi être écrits avec deux indices: [;, est habituelle- 
ment lié à [mn Par les relations 


rl Peu (klerÀ=1,..., 6 mn<-p=1, 2, 3), 
M Vlumn (klemh=1, ..., 6 mn<p=4, 5, 6) 


(la même relation lie P;, à Pytmn). tandis que m;, est lié à my Par la relation 
Mu = Mpipg (Klæk=1,..., 6; pg—æv—=1,..., 6); 
les formules (75.6) prennent dans ce cas la forme 
mu = Mjncuv Mau = Mans. (75.8) 


La forme générale des tenseurs de cette symétrie interne est donnée pour toutes 
les classes cristallographiques et limites au tableau E.19. 

Lors des applications pratiques de l'effet de piézorésistance, on mesure 
la différence de potentiels U en direction du vecteur unitaire w et l'intensité 
de courant /. La densité de courant est alors j — (//S) q. où gq est le vecteur 
unité de la direction du courant, et S la surface de la section transversale de la 
tensorésistance. Vu que U — aE-u, où a est la base de mesure de la différence 
des potentiels, on obtient de l'équation (75.3) 


U = (al'S) plu; (Our + ritmnOmn) de: (75.9) 


En particulier, si l'on mesure la différence de potentiels dans la direction du 
courant, les vecteurs u et q se confondent ; pour les cristaux à résistance électri- 
que isotrope, on a 


U = (p'al/S) (1 + Miimn9k0mn) (75.10) 


Il peut s'avérer préférable que la différence de potentiels soit proportionnelle 
aux contraintes mécaniques et qu'elle s'annule en leur absence. Avec une ré- 
sistance électrique isotrope, il faut pour cela que les vecteurs w et q soient 
perpendiculaires entre eux; alors 


U = (p°al/S) [yimnukIOmn  (uig1 = 0) (75.11) 


(dans le cas général les directions de w et q sont choisies de manière que pf,u;qx = 
= 0). 

La subséquente concrétisation de ces formules est obtenue par l'orientation 
des contraintes mécaniques par rapport à la direction de courant et la direction 
de mesure de la différence de potentiels. C’est ainsi qu'avec la coïncidence des 
directions de courant, de la mesure de la différence de potentiels et de la trac- 
tion uniaxiale o = ogg. on engendre un effet de piézorésistance longitudinal 


U = (p°al/S) (1 + OU imnn11AmOn)r (15.12) 
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6) X 


Fig. 75.1. Modèles d'indicatrices de l'effet de piézorésistance longitudinal 

dans les cristaux de silicium (classe m3m) : a) cristal de type n,p = 11,7 0hm-cm; 

b) cristal de type p, p — 7,8 ohm-cm. Ce sont les moitiés supérieures des surfa- 

ces. les moitiés inférieures sont He RU dans le miroir (Boutabaev et Smys- 
ov, à 


tandis que si les vecteurs x et q sont perpendiculaires entre eux et la direction 
de traction uniaxiale coïncide avec l’un d'eux (disons avec q), on a alors 


U = (p°allS) ollyimnurdiIman (Mig = 0). (75.13) 


L'anisotropie des propriétés de piézorésistance des semi-conducteurs cristal- 
lins est très manifeste, phénomène qu'illustre les indicatrices d'effet de piézo- 
résistance longitudinal (fig. 75.1). Pour une application pratique, en particu- 


33—01180 
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lier, à des organes sensibles et élastiques d'appareils, il est possible d’utilise 
les plans isotropes des cristaux anisotropes. 

Il s'ensuit du théorème de Hermann ($ 46) que. par exemple, dans les 
cristaux hexagonaux les axes de symétrie sénaires sont aussi des axes de rota- 
tion pour les propriétés décrites par les tenseurs de cinquième rang ou inférieur 
et, partant, le plan (0001) de ces cristaux est isotrope à ces propriétés, y compris 
les propriétés de piézorésistance et d’élasticité. Cependant, il existe dans les 
cristaux anisotropes des plans isotropes qui ne sont pas régis par le théorème 
de Hermann. Pour les détecter, il est commode de recourir au procédé matriciel 
de transformation des tenseurs (Boutabaev. 1975). Dans ce cas les tenseurs de 
quatrième rang prennent la forme de matrices d'ordre six et se transforment 
au moyen des équations ; 


T’ = ATA, (75.14) 


où T et T’ sont des matrices des tenseurs dans les repères cristallophysiques 
X1X2X, et ayant subi une rotation X;/X:X3, À la matrice de transformation 
dont les éléments s'expriment en fonction des éléments de la matrice des cosinus 


directeurs, À la matrice transposée. En faisant tourner le système de coordon- 
nées autour de l’un des axes de symétrie du cristal. on est en mesure desuivre 
la variation des éléments de la matrice T’, et. si dans cette rotation il y a des 
éléments qui ne varient pas, le plan perpendiculaire à l'axe de rotation est 
alors isotrope pour les composantes appropriées du tenseur. 

C'est ainsi que le tenseur de piézorésistance Î;;,, des cristaux des classes 
m3m. 43m, 432 et le tenseur de déformation élastique s;;,, de tous les cristaux 
cubiques peuvent être représentés par leurs coefficients matriciels I, et s,n 
sous forme de matrices 


My Tue Mae O0 0 0 

Ie [y Ie O0 0 0 
ue Me mi 0 0 0 

0 O0  O 12 O0 o |» 

0 O0 O0 0 1,14 0 

0 0 O0 0 OA UE 

St Si2 S19 0 0 0 

Sie Sin Sie ( 0 (Q 

Sis Sig Sn 0 0 û 
No 0 0 ts 0 0 ||: 

Q 0 0 () Lisa 0 

0 © O0 on O1, 


Les éléments de ces matrices sont numériquement égaux aux composantes 
appropriées des tenseurs Il; 3, et sijnr. Ainsi. les matrices [I et s se différencient 
des matrices connues de piezorésistance IT,,, et de déformation élastique s,,, 
par la présence de facteurs dans certains éléments. 

On a donné dans le tableau 75.1 les plans isotropes des cristaux cubiques 
relativement aux propriétés de tensorésistance et d'élasticité dégagées par des 
rotations du repère autour des axes [100] et [111], tandis que dans le tableau 75.2 
sont énumérés les plans isotropes du coefficient de Poisson caractérisant Île 
raccourcissement telatif du cristal dans la direction X° avec une traction dans 
la direction X’: ce dernier est défini par la formule: 


y" — — S{9/ {1e (15.15) 
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Tableau 75.1 


Plans isotropes des cristaux m3m. 43m. 432 pour des propriétés 
de tensorésistance et de tous les cristaux cubiques pour des propriétés 


élastiques 
Orientation des directions : 
P] : . $ | Coefficients 
Rapport d'isotrople | isotrope | lonéitudinales. Iransversa- | analogues 
H;, = 1/2 (Mis + Tio+ 44) {111} Direction longitudinale! Il::, fl; 
st = 1/2 (511 + 510 + 14/2541) X' sur le plan isotrope SU, 533 
Tie=1/3 (T1 + 21e — Tly4) {111} de Xe [is [os 
1, 1/3 (511-2540 — 4/4 sur le plan {111} et la re 
si2 1/8 (sut 2se — 1/As4s) direction  longitudinale| ‘'* ‘ 
X; suivant [111], ou in- 
versement 
Hi: — [le {100} Direction transversale X:| I!., Il, 
Sa — Se sur {100} et la direction! s7., 52, 
longitudinale suivant : 
[100], ou inversement 
JLs = 1/6 (T1 + 51e — {111} Les axes X: et X: se 5 lis 
— 11,4) trouvent sur {111}. L'un! #,, 57, 
1/6 joue le rnle de direction : 
ee ” Fe transversale et l'autre de 
— 12544) direction longitudinale 
Tia = 1/3 (Ts — Mio + {111} Le plan de cisaillement | Ts, Ts 
+ 211, ,) est un plan isotrope slse 5% 
Saa — 2/3 (sy — S19 + S44) 
His = 2/3 (Mir — Ie + Plans de |L'axe X; coïncide avec [lée 
1/21) cisaille- |[111] : X: se trouve sur S%e 
r - ment pas- |(111); les contraintes de 
Sès = 4/8 (sn — s12+ 1/4543) sant par |cisaillement sont appli- 
[111] quées suivant les axes X; 
et X; 
Nés = [ss Plans de |L'axe X; coïncide avec [les 
Se = Sas cisaillement] [109] et X3 se trouve sur s£e 


passant par |(100); les contraintes de 


[100] 


cisaillement agissent sui- 


vant les axes X{ et X: 


Co 


2* 


516 &FFETS D'ORDRES SUPÉRIEURS (CH. IX 


Tabieau 75.2 


Plans isotropes des cristaux cubiques relativement au coefficient 


de Poisson 
mt . Plan iso- Orientation des directions transver- 
Rapport d’isotropic trope sales ct longitudinales 


La direction longitudinale X{ coin- 


u'= — S12 (100) | cide avec [100] et la direction 

S11 transversale X: se trouve sur (100) 

Les directions longitudinale X, 

u’ — ST Sie 0Ssss (111) | et transversale X: se trouvent sur 
| 3 3 (S11 + 512 + 0.544) (111) 

La direction longitudinale X{ coin- 

u” — — Su sie 05 (111) | cide avec [111] et la direction 

Sur Se TS transversale X: se trouve sur (114) 

La direction longitudinale X; coïn- 

p'=—26n tie) | (414) | cide avec (411) et la direction 

7 (sut sis +0,54) transversale X° coïncide avec [111] 


Cette méthode peut être utilisée pour la détermination des plans isotropes du 
cristal relativement à toute propriété tensorielle (Boutabaev, 1975). 

Pour une étude plus détaillée de la physi ue de l'effet de piézorésistance 
et de ses applications voir Mason (1964); Thurston (1964); Mason (1950); 
Beer ct Picouss (1972). 


$ 76. Principe d’Onsager et effets thermogalvanomagnétiques 


En thermodynamique des processus irréversibles un rôle impor- 
tant revient au principe de symétrie des coefficients cinétiques d’On- 
sager *). Supposons que l'écartement du système de l’état d’équi- 
libre soit caractérisé par les paramètres E, qui en état d'équilibre 
deviennent nuls. La vitesse à laquelle le système est ramené à l'état 


d'équilibre est caractérisée en ces termes par les dérivées — E,. Elle 
est, apparemment, d'autant plus grande que les écartements du sys- 
tème de l’état d'équilibre sont grands et, en première approxima- 
tion, elle en dépend linéairement : 


—E = Aotb- (76.1) 


*) Voir sur la question De Groot et Mazur, . Haase (1963); Landau 
et Lifchitz (1954, $ 58; 1957, $ 25; 1976; 1965, $ 3 3). 
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Les grandeurs J, = — ë en thermodynamique des processus ir- 
réversibles sont appelées courants, et les grandeurs 
os = 


où S est l'entropie, forces conjuguées aux courants correspondants *). 

De même que les courants, les forces qui leur sont conjuguées 
ne sont également différents de zéro que dans la mesure où le système 
est en déséquilibre, de sorte qu’ avec le rapprochement de l’état 
d'équilibre son entropie croît pour atteindre à l'équilibre sa valeur 
maximale ; quand tous les £, — O0, tous les 0S/08, — 0. Il est évident 
qu’en première approximation, les forces également dépendent 
linéairement des paramètres de déséquilibre E, : 


Ka — Babe 
L’inversion de cette dépendance est de la forme 
ëb _ Cie 
où C est une matrice carrée inverse de la matrice B : 
CheBea —— Ôba- 


Les courants et les forces conjuguées sont directement liés à la 
vitesse d’accroissement de l’entropie au cours du processus de rappro- 
chement du système de l’état d'équilibre. En effet, 


er da dt — Kola- Me 
Il faut distinguer la vitesse de variation irréversible de l’entropie, 
définie par la formule (76.3) et qui, en accord avec le second prin- 
cipe de la thermodynamique, est toujours positive, de la vitesse 


. .. dS _ ds , 14 _. | 
totale de sa variation Ti = (Tu + 7 a? qui, pour une éva- 
cualion suffisamment intense de la chaleur du cristal, peut devenir 
négative. 


On appelle coefficients cinétiques #,. les coefficients marquant 
la dépendance linéaire des courants des forces 


Ja = LacKe; (76.4) 
ils sont liés aux coefficients À et C par les relations 
L ge EE À abC bc: 


*) Ces « forces » n'ont pas le sens de « forces thermodynamiques généra- 
lisées » X, introduites au ch. VII. C'est souligné par des notations différentes 
(dans les manuels de thermodynamique des processus irréversibles mentionnés 
res Va précédente les forces conjuguées aux courants sont désignées par la 
ettre 
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En portant dans la formule (76.3) les valeurs des courants J,, ex- 
primées au moyen de la dépendance (76.4), il vient 
dS : a 
(+) reg = LavKaK y. (76.5) 
Vu que la vitesse de variation irréversible de l’entropie, en vertu de 
la seconde loi de thermodynamique, est toujours positive, la matrice 
£L est définie positive. 
Le principe de symétrie des coefficients cinétiques d'Onsager postule 
que la matrice £ est, en outre, symétrique: 


er. (76.6) 


Toutefois, cette formulation du principe de symétrie des coefficients 
cinétiques n'est justifiée que dans la mesure où ces coefficients sont 
indépendants du champ magnétique (ou ce dernier est tout simple- 
ment absent). En cas de dépendance des coefficients cinétiques du 
champ magnétique H, la relation se généralise 


L'a(H) = Lea (—H); (76.7) 


quant à la relation (76.6), elle l’explicite pour H = 0. Il est certain 
que la définissabilité positive et les relations (76.6) et (76.7) se 
justifient également pour la matrice Z -! établissant la dépendance 
linéaire des forces des courants. D'autre part, on suppose ici qu'avec 


le renversement de l'écoulement du temps les grandeurs J, = — Ë,, 
appelées « courants », changent de signe (comme, d’ailleurs, se 
comportent les véritables courants, par exemple, les courants de 
matière, les courants de chaleur, le courant électrique). Les formula- 
tions (76.6) et (76.7) restent vraies si les courants J, et J. demeurent 
leurs deux invariants par rapport au renversement de l'écoulement 
du temps. Cependant, si avec le renversement de l'écoulement du 
temps seul un de ces courants change de signe, les formulations du 
principe d'Onsager (76.6) et (76.7) sont remplacées par leurs inverses 


L ac re Lea (76.6") 
L'ac (4) = — Lea (—H). (76.7) 


Pour montrer comment le principe d’Onsager s'applique dans 
des situations concrètes, examinons la traversée simultanée à tra- 
vers un cristal des courants thermique et électrique. Ce processus 
est fonction du fort déséquilibre du cristal, la présence en son sein 
d’un gradient de température grad T et d’un gradient de potentiel 
grad o@ = — E. Notons la densité du courant électrique 7; et du cou- 
rant thermique g. La densité du courant total d'énergie est alors égale 
à q + pj, où p est le potentiel, et wj le courant d'énergie rapporté 
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au courant électrique. Calculons la vitesse de variation de l'entropie 


df 14 dU … * div(g+®J) 2:r- 
di = | av --| T LE 

V V 
En remarquant quediv(qg + @j) = div q — j-E (il a été tenu comp- 
te de ce que div j — Ü), écrivons cette dérivée sous forme 


df div q JE 
JE -T av + | LE av. 


Transformons la première intégrale : 


— [FL av = —| div (+) dv + | g-grad ” dv — 
v v v 


L'intégrale de surface caractérise, apparemment, la partie de 
la vitesse de variation de l’entropie déterminée par l'apport de 
chaleur de l'extérieur ; il faut donc l’exclure de (d#/dt)irrev. Bref, à 
la différence de d#/dt 


(S) = [(- SET 4 LE) dv, 


dt irrév 


ou, en passant aux grandeurs calculées par rapport à l'unité de vo- 
lume du cristal, 
d# ) —_ 

( dt Hs 2 (— 


Il est naturel de considérer le courant thermique q et la densité du 
courant 7j comme des courants, alors la confrontation de la formule 
(76. 8) à la formule (76.3) montre que les forces qui leur sont conju- 
guées sont respectivement les vecteurs —(1/T°) grad T et (1/T) E= 
= — ({/T) grad q. 

La relation (76.4) s’explicite maintenant sous forme 


a=£ul—-7 2 FA ) + Là cat) <r }; 


; , | E 
Ïn = L (3th)i ( Te _ + Last tm ( 7 ] 3 


is ++ (76.8) 


(76.9) 


et le principe de symétrie des coefficients cinétiques postule que la 
matrice £ est symétrique, c'est-à-dire 4, = Lpor 
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Notons 


1 1 
75 Lu Me 7 Lstn) (tm = Ohms pr Letmi= Par 


il s'ensuit alors du principe d’Onsager que 


1 
Mi — À Om = Omh: TT Æ (3+m) —= Th: 


et les équations (76.9) s’écrivent sous la forme 


A+ T 
qi M a + TPniEms 
(76.10) 


— Bu — + OimE m° 


Donc À* est le tenseur des coefficients de conductibilité calorifique 
en l’absence du champ électrique et © le tenseur des coefficients de 
conductibilité électrique spécifique en l'absence du gradient de 
température ; ils sont tous les deux définis positifs et symétriques. 
Quant aux coefficients B;, ils caractérisent l'apparition du courant 
électrique par suite de la présence d’un gradient de température dans 
le conducteur, autrement dit l'effet thermoélectrique. Ils caracté- 
risent de même le courant de chaleur engendré en l’absence du gra- 
dient thermique sous l’action du champ électrique. La symétrie 
interne du tenseur B est V*. 

De plus, la matrice est définie positive. [1 s'ensuit, en particu- 
lier, que ses éléments diagonaux sont positifs, tandis”’que les carrés 
des éléments non diagonaux sont inférieurs aux produits des éléments 
diagonaux correspondants (comp. avec $ 63); par exemple, 


M1 0s O3 >0, AS < Air, 058 << Oo00O 99 
This << MiO1 TBi2 << A2O1ge 
Les phénomènes thermodynamiques dans les cristaux sont le 
plus souvent caractérisés par des équations matérielles équipotentes 
à (76.10) dans lesquelles cependant les variables indépendantes 
sont grad 7 et J: 
E S.à ôT 
Et = Pinfh T Lim "dzm ? 
oT 
dm 


(76.11) 
Qi=Toyiir — tm 


Un calcul fort simple montre que les coefficients de résistivité élec- 
trique P;::, les coefficients de conductibilité calorifique en l'absence 
du champ électrique À;:, et les coefficients thermoélectriques œx1 
sont liés aux coefficients introduits Om, À et Bz1 par les relations: 


PikOkm = Ôims im —= PirBrms him = Mm — ThinBiiBrme 
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La liaison entre le coefficient accompagnant 0T/0x, dans la première 
des équations (76.11) et le coefficient accompagnant j; dans la 
seconde équation peut être directement déduite du principe d’Onsa- 
ger en assimilant de façon formelle E et qg à des « courants », les 
« forces » devenant (—1/7*) grad T et j/T. Mais puisqu'’avec le ren- 
versement de l'écoulement du temps q inverse le signe, tandis que 
E ne l'inverse pas. la formulation du principe d'Onsager prend pour 
ces coefficients la forme non pas (76.6) mais (76.6); c'est justement 
pourquoi ces coefficients ont même signe et non des signes inverses, 
comme c'est le cas pour les coefficients analogues des équations 
matérielles (76.10). 

Etudions la symétrie des coefficients cinétiques dépendant du 
champ magnétique sur l'exemple d'effets thermogalvanomagnéti- 
ques, c’est-à-dire de phénomènes cinétiques engendrés dans un cris- 
tal traversé par des courants thermique et électrique si ce cristal 
est placé dans un champ magnétique *). On partira d'une équation 
matérielle du type (76.11) en se bornant suivant le champ magné- 
tique aux termes linéaires (les termes quadratiques sont, apparem- 
ment, analogues aux termes indépendants du champ magnétique, 
les termes cubiques aux termes linéaires, etc.): 


E= (EP +24) (+) + 
+ (LG) + LÉ 4m nn) (— _. —) , (76.12) 
nu =(Lrnr+ LS 0rnH n) (Fix) + 
+ (Lin cat + LÉ D 54m nË à) + +) : 


Appliquons les relations de symétrie (76.7°) et lions les coeffi- 
cients Lobn = (0% 8/0Hn)1.0 aux coefficients thermogalvanomagné- 
tiques : 

1 i 
PATUES pi TR Do npR pns 
i | 2 
AE (3+m)n — VAUT TE = T ÔimpLpn: 
y (1) (1 2 
LFG4mn = L (34m) in = TN imn) 
dans ce cas les ortauE matérielles (76.12) prennent la forme 


ÔT 
D OZm ? 
2 


E; = Pirir Tim 2 — Onplp n A ni — N'imn A 
(76.15) 
= Tayijr — lim — — + TNyin nr — j0impLpnHn = — 


*) Sur la physique des phénomènes thermogalvanomagnétiques voir, par 
exemple, Vonsovski (1971). 
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Symétrie interne et appellations des tenseurs d'effets thermogal- 
vanomagnétiques : 


Tenseur Symeétrie Appellation 

R F2 tenseur des coefficients de Hall, 

L 72 tenseur des coefficients de 
Leduc-Righi, 

N els pseudotenseur des coefficients 


de Nernst-Ettingshausen. 


Is déterminnent : l'influence du champ magnétique sur la con- 
ductibilité électrique (effet Hall), l'influence du champ magnétique 
sur la force électromotrice thermique (effet de Nernst), l'influence, 
liée à cet effet, du champ magnétique sur le flux de chaleur dü au 
courant électrique traversant le conducteur (effet Ettingshausen) 
et, enfin, l'influence du champ magnétique sur la conductibilité 
calorifique (effet Leduc-Righi). En particulier, pour des corps 
isotropes 


Rpn = Rôpn: Lpn Fe LOpn: Nimn — Nôimn 
de sorte que les équations matérielles (76.13) prennent la forme 


E = pj + agrad T + RH X j + NH X grad T7, 
(76.14) 


q = Taj — Àgrad T + TNH X j + LH X grad T. 


Ainsi, dans un corps isotrope, la composante du champ magnéti- 
que qui joue un rôle essentiel pour des effets thermogalvanomagnéti- 
ques linéaires suivant H est celle qui est perpendiculaire au courant 
ou au gradient de température, tandis que les variations des vecteurs 
intensité du champ électrique et du flux de chaleur sont, à leur tour, 
perpendiculaires au champ magnétique leur ayant donné naissance. 

Pour plus de détails sur les effets thermo-électriques et thermo- 
galvanomagnétiques voir Landau et Lifchitz (1957) ; dans son appli- 
cation spéciale à des cristaux (non magnétiques), le principe d’Onsa- 
ger et les phénomènes thermo-électriques ont été étudiés en détail 
par Ney (1957). Dans la partie restante de ce paragraphe on étudiera 
la généralisation des notions introduites aux cristaux magnétiques. 

On a remarqué récemment (Kleiner, 1966) que les relations 
(76.6) et (76.7) peuvent être interprétées comme une affirmation 
qu'avec le renversement de l'écoulement du temps 7’ la matrice des 
coefficients cinétiques se transpose *) et, que, par suite, le principe 
de symétrie des coefficients cinétiques n'est applicable dans son 
acception initiale qu'aux substances non magnétiques dont le groupe 


*) Au cas où les relations (76,6) et (76.7) se vérifient, la matrice des 
coefficients cinétiques se transpose et est multipliée par — 1. 
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de symétrie comprend l'opération 7’ et pour les cristaux magnétiques 
doit être au préalable convenablement modifié. Le fait que l’habi- 
tuelle formulation (76.6) du principe de symétrie des coefficients 
cinétiques ne peut convenir aux cristaux magnétiques découle déjà 
de ce que l'influence sur les conductibilités électrique et calorifique 
des cristaux magnétiques de leur moment magnétique intrinsèque 
peut être interprétée comme des effets spontanés Hall et Leduc- 
Righi donnant naissance à des composantes antisymétriques dans 
les tenseurs de résistance éléctrique et de conductibilité calorifique. 

Ainsi, les processus de conductibilité électrique et calorifique 
dans les cristaux de la classe magnétique 1 (et également {, voir 
plus loin) sont décrits par les équations 


OT 
Ei=Pinfn + &im gp: _ 
aT (56.15) 


Om ? 


Qu = TYingr — Àim 


où p, &, y, À sont des tenseurs d'ordre deux, asymétriques par rap- 
port aux indices, liés entre eux seulement par des relations d'inéga- 
lités qui s’ensuivent de la définissabilité positive de la matrice des 
coefficients cinétiques. Quant au principe d’Onsager, il n’influe 
sur la forme de ces tenseurs qu’au cas d'existence de telle ou telle 
symétrie magnétique ; cette influence se manifeste par le fait que sous 
l’action de la rotation R ils se transforment en Rp, Ra, Ry et RA, 
sous l’action du renversement du temps /” la matrice Z se transpose, 
et sous l’action de l’opération R° = J°’R ces deux transformations 
se combinent. Dans ce cas, pour toutes les opérations g incluses dans 
le groupe ponctuel de symétrie magnétique du cristal g7 = f. En 
particulier, pour les opérations de la forme R° = 1’R caractérisées 
par la matrice de rotation ||r;:, || cette condition signifie que les 
composantes des tenseurs p et À vérifient les égalités 


(rer jen — Ô ex je) Pr: = 0, (16.16) 
tandis que les composantes des tenseurs @& et y les égalités 
DST CITERUU VUIVTTE (16.17) 


Il faut en outre avoir en vue que les tenseurs p, À, &, y (comme 
aussi les pseudo-tenseurs décrivant des effets thermogalvanomagné- 
tiques) sont centrosymétriques et, par suite, identiques pour les 
groupes magnétiques composant une même classe de Laüe, c'est-à- 
dire réuni dans une même cas de la colonne G, du tableau 72.4. Les 
classes de Laüe des groupes magnétiques se répartissent, comme il 
s'ensuit de ce tableau, en trois types: blancs, noirs et blancs, et 
gris. Les classes blanches de Laüe ne comprennent que les groupes 
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blancs et, de plus, intégralement. Dans les classes grises de Laüe, 
à côté des croupes gris G1’, on trouve des groupes noirs et blancs 
G1' parmi les éléments desquels il y a le centre d’antisymétrie 1’. 
Enfin, dans les classes noires et blanches de Laüe ne sont inclus que 
les groupes noirs et blancs et justement ceux d’entre eux qui ne con- 
tiennent pas l'élément 1’. 

Sur la base de ces considérations on obtient pour les classes grises 
de Laüe, c’est-à-dire pour les groupes G1” et G1”, la formulation clas- 
sique du principe d'Onsager : Pin = Pris: Ai = ni Vin = Vhi, et tous 
ces tenseurs sont invariants relativement à G. Pour les groupes blancs 
G les tenseurs p, À, &, y sont invariants par rapport à G, mais ils 
sont asymétriques par rapport aux indices et aucunement liés entre 


Tableau 76.1 


Coefficients cinétiques des vonductibilités électrique et calorifique 
des cristaux magnétiques des classes noires et hlanches de Laüe 


2'/m' 


co/mm” 
6/mim'm 


4/mm'm' 


3m’ 


4° /m 


Pin Pis ON  Œiy Ge 
—Pis Pas OO er Go 
O O0 ps 0 90 
ir — Gen O un ue 
— Ge Goe OÙ —Ais hos 
O0 O œz3 0 0 
Ont Pis OO Gi ue 
Pie Pin O —Gie Gi 
0 0 ps 0 A 
Œyr yes OO Aix Aie 
— is y O —Àje ni 
0 0 (eLT 0 0 
Pia O  O Gus Gp 
O Opyn O0 Gu Gue 
O0 0 Ps 0 0 
Una — 1e 0 ET 0 
—Qoe: Œi1 0 0 À 


O0 O0 ss 0 0 


Pit Pis Pis ui is Us | 
Pis Pos Pos os re Gas 
Pis — Pos Pas ar Unes Ass 
Œin Œoi sr Ant is hs 
— js Gos — Ugo ue Àoe Los 
Cys — oz an — Az — os has 


em 


6’ jm" mm 


m3m 


© 
=) 2: 


Les 
0 
(ù 


Pi 


Œ11 
0 
0 


0 0 
Pin O0 
D Pss 
0 0 
Œyy OÙ 
Q ss 
0 0 
Par © 
O0  Pss 
—s 0 
Œi1 O0 
0 Cas 
0 0 
Pur O0 
0 ss 
0 0 
@i1, © 
0 Œa3 
0 0 
Pix © 
O Pau 
0 0 
@y1 © 
0 au 


Œy1  O O0 
O œs 0 
O O0 ass 

Au O0 0 
O y 0 
O O0 Àss 

Gin Sie 0 

—Gs Au 0 
0 O0 «ss 

hu  O O0 
O À 0 

Œy1 O0 O0 
0 «y 0 
0 0 Xas 

A1 O O0 
O Au © 
O0 O0 À 

@y1 Ÿ O0 
O œ&u O0 
0 © aœ1ù 

y O 0 
O Au 0 
0 O0 Àu 
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eux. Quant aux classes noires et blanches de Laüe, au moyen des 
relations (76.16) et (76.17) on déduit des règles spéciales ; elles ont 
été ressemblées dans le tableau 76.1. 

Les coefficients thermogalvanomagnétiques, c'est-à-dire les pseu- 
dotenseurs de troisième rang déterminant les adjonctions linéaires 
suivant H aux coefficients fondamentaux, sont déduits de façon 
analogue (voir Kleiner, 1969). En l'absence di de symétrie 


| ÔT 
E; = Dinfn TT Lim an PinnHnin— N kml = D — 
ÔT 
= Toni lim Re — TM on nlh — QimnHn dm * 


(76.18) 


Ainsi, dans ce cas la matrice (97/9H), se définit par quatre pseudo- 
tenseurs de troisième rang P, Q, Net M non liés entre eux et démunis 
de toute symétrie interne. Comme le renversement du temps 7° 
non seulement transpose la matrice (07/9H), mais inverse également 
son signe, il résulte de la présence dans le groupe de symétrie magné- 
tique du cristal de l'opération R° = 1°R des relations pour les ten- 
seurs P et Q analogues à (76.16) : 


(riemtj Chat Ô; 10 j'mÔn n) Pis = 0 (76.19) 
et des relations pour M et N analogues à (76.17): 
— Piel ji nNimn = 0; 1Ô; mÔn°n-Mimn- (76.20) 


En les utilisant, on peut obtenir la forme de la matrice (97//0H), et 
des pseudo-tenseurs entrant dans les équations (76.18) pour toutes 
les classes noires et blanches de Laüe. 

Parmi les coefficients thermogalvanomagnétiques les coefficients 
de Hall présentent, à ce qu'il paraît, le plus d’intérèt. Si dans les 
cristaux non magnétiques l'effet Hall est décrit par le tenseur de 
second ordre R (en général asymétrique), dans les cristaux magnéti- 
ques cela ne peut être fait que par le pseudotenseur de troisième 
rang asymétrique P. Îl est toutefois commode de le décomposer en 
parties antisymétrique et symétrique par rapport aux deux premiers 
indices, la partie antisymétrique pouvant se représenter par le ten- 
seur de second ordre 


Pinn = dinpRpn + Sinn 
1 1 
Sin => (Pinn + Prin) KR pn = + JpirPinn- 


Chacune de ces parties se définit sans peine au moyen des tables 
pour toute classe G de symétrie magnétique. La partie antisymetri- 
que est apparemment invariante non seulement par rapport au 
groupe supérieur G1 de la classe de Laüe, à laquelle appartient G, 
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mais également par rapport au groupe G11’. On obtient pour ce 
dernier, d’après le tableau E.6, la forme du tenseur R d’après lequel 
on restitue facilement ô;:pRpn- Pour établir la forme de la partie 
symétrique, il faut déterminer le tenseur piézo-magnétique de la 
classe donnée de Laüe G1 (un procédé simple est fourni au $ 73), 
il ne reste alors que de permuter les indices de manière que ceux 
pour lesquels le tenseur est symétrique soient les premiers. 

Les termes quadratiques suivant H, en fonction de la résistivité 
électrique par rapport au champ magnétique, sont introduits par 
le tenseur de quatrième rang T, de sorte que 


Ei = (pin + Pinmlm + TinmnHmHh) jre 


Le tenseur T est appelé tenseur de magnétorésistance. Il est évidemment 
toujours symétrique par rapport aux deux derniers indices: 


T'inmn — L'ipnre (76.21) 


Dans toutes les classes grises de Laüe, il est, de plus, symétrique par 
rapport aux deux premiers indices (T'irmn = Tnimn), de Sorte que sa 
forme se trouve au tableau E.19. Dans les classes blanches de Laüe, 
le tenseur T est, en général, asymétrique par rapport aux deux pre- 
miers indices; il faut donc le chercher dans le tableau E.21. Enfin 
la forme du tenseur de magnétorésistance se détermine dans les clas- 
ses noires et blanches de Laüe du fait qu’en présence dans le groupe 
de symétrie magnétique du cristal de l'opération R’ = J’R, 


(rien jemT ae pl i°q DE Ô;em0 jen On? pÔ1"q) T'nnpa = 0. (76.22) 


c'est un analogue des relations (76.16) et (76.19). La forme du tenseur 
de magnétorésistance est fournie par Pentulu et Sudarshan (1970) 
pour toutes les dix classes cristallographiques noires et blanches de 
Laüe déduites des relations (76.21) et (76.22). 


$ 77. Effets électro-optique et piézo-optique 


Les variations des propriétés optiques des cristaux sous l’action 
d'un champ électrique et des contraintes mécaniques ont déjà été 
observées au XIX siècle et sont l’objet d’une large application pra- 
tique. C’est dû à la grande sensibilité des mesures de ces variations: 
la différence entre les indices de réfraction de deux ondes lumineuses 
polarisées perpendiculaires entre elles traversant un cristal se mesure 
sans peine, si elle est comparable au rapport de la longueur d'onde 
à l'épaisseur du cristal et vaut, par exemple, le dixième de ce rapport. 
Sous l’action d’un champ électrique Æ et des contraintes mécaniques 
© le tenseur d’imperméabilité diélectrique du cristal n = n (w) varie 
très peu et prend la valeur n + &, où le tenseur symétrique de second 
ordre & = & (E, ©) est une petite addition au tenseur d’imperméa- 
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bilité diélectrique (comp. avec $ 20). Vu que la surface caractéris- 
tique du tenseur d'imperméabilité diélectrique n est l’indicatrice 
optique n;:tZiT; = 1, on peut se représenter les effets étudiés comme 
le résultat de détermination de l’indicatrice optique du cristal sous 
l'action du champ électrique ou des contraintes mécaniques. 

La variation de l’imperméabilité diélectrique d’une substance 
en fréquences optiques sous l’action des contraintes mécaniques est 
appelée effet piézo-optique ou photo-élasticité *). Pour les cristaux, 
une précision suffisante est déjà fournie par la première approxima- 
tion linéaire 

C=n:0, Li = TijriOnr. (77.1) 


Le tenseur de quatrième rang x est appelé tenseur des coefficients 
piézo-optiques. En vertu de la symétrie du tenseur & le tenseur x est 
symétrique par rapport au premier couple d'indices et, du fait de 
la symétrie de 6, il l’est par rapport au second couple. Donc, 


Tijht — Njihi — Night — Njiths (77.2) 
c'est-à-dire que sa symétrie interne est [V*]°. L'effet piézo-optique 
s'observe dans les milieux de symétrie quelconque, y compris les 
corps isotropes. 

La forme générale du tenseur des coefficients piézo-optiques at- 
taché à un système de coordonnées cristallophysique est donnée pour 


les cristaux de toutes les classes dans le tableau E.19. Les composan- 
tes 1, y figurent en l'écriture de l'effet piézo-optique de forme 


Cr. = HanOu» (77.3) 
où il est admis que 


Ci = Li (ij — À = s «5 50) 


(77.4) 
Où = On (kl—u=1,...,6). 
De là on tire (voir annexe F) les règles de calcul correctif 
Agnr (jtd, ..., 6, klp=1,2,3), 
TE ro (ij— A1. ...,6, kl—u—4, 5, 6). He) 


Il est possible d'exprimer la variation du tenseur d’imperméabilité 
diélectrique en fonction des déformations : 


G—=p'e, bij = PijriEri. (17.0) 


Le tenseur p est appelé tenseur des coefficients élasto-optiques. Sa sy- 
métrie interne coïncide avec celle du tenseur x. Sous forme contractée 


*) L'effet piézo-optique a été découvert par Brewster d'abord dans les 
corps transparents isotropes, ensuite dans les cristaux (Brewster, 1818). 
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la formule (77.6) a pour expression 


Ci—= Paulu- (77.7) 


En vertu des règles de calcul correctif établies pour &; (77.4) et 
pour €, (F.4), il vient 


Pau = Pin ( + À = 1, ee.) 6; kl+— U —= 1. 68 6). (77.8) 


La forme générale du tenseur des coefficients élasto-optiques attaché 
à un système de coordonnées cristallophysique est donnée pour les 


Fig. 77.1. Projection stéréographique d'isolignes de l'indicatrice du coefficient 
élasto-optique ps: du cristal GaAs, classe 43m (L. Yanoussova, 1980). 


cristaux de toutes les classes au tableau E.19; quelques différences 
entre les relations liant les coefficients x, et p;, s'expliquent par 
la divergence entre les règles de calcul correctif (77.5) et (77.8). 
Puisque les déformations élastiques et les contraintes sont liées 
par Ja loi de Hooke & = s : &, o = c : &, on établit immédiatement 


& 77] EFFETS £LECTRO-OPTIQUE ET PI£ZO-OPTIQUE 529 


la liaison entre les coefficients piézo-optiques et élasto-optiques: 


Pau —= TavCou Tin — PaivSvu- (77.9) 


L’anisotropie des coefficients élasto-optiques est illustrée de 
façon parlante par les projections stéréographiques des indicatrices 
(fig. 77.1, 77.2) calculées, comme c’est fait au $ 24, par la méthode 
grapho-analytique, complètement automatisée, d'étude des propriétés 
physiques anisotropes des cristaux (Janoussova, Chaskolskaïa, 1980, 
1981). Pour les cristaux cubiques LiF, NaF, NaCl et autres les ex- 
tremums se disposent habituellement sur les projections stéréogra- 


x 


Fig. 77.2. Projection stéréographique d'isolignes de l’indicatrice du coef- 
ficient élasto-optique ps du cristal KDP, classe 42m (L. Yanoussova, 1980). 


phiques des indicatrices du coefficient ps suivant les directions 
(410) et (111), et les points cols suivant les directions (100). Les 
différences entre les cristaux de composition et de structure sembla- 
bles s'expriment essentiellement par les valeurs numériques des cour- 
bes de niveaux d’indicatrices des coefficients x et p, ainsi que les 
valeurs d’extremums. 
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Si le cristal est soumis non seulement aux déformations élasti- 
ques mais également plastiques, la situation se complique. Markov- 
ski, Poloukhine et Chaskolskaïa (1966) ont montré sur des cristaux 
de chlorure d'argent plastiquement déformés que pour ce matériau 
également, même dans le domaine plastique (jusqu’à déformation 
20 %), il s’observe une dépendance linéaire de la variation du 
tenseur d’imperméabilité diélectrique n du tenseur des contraintes 
so; cette dépendance est exprimée par les formules (77.1) et (77.3), 
les coefficients restant inchangés, tandis que les formules (77.6) et 
(77.7) sont inapplicables : la variation de l’indicatrice optique est 
fonction non pas de la déformation totale £ mais seulement de sa 
partie élastique eu = S : 6. 


Le tenseur des coefficients élasto-optiques p joue un rôle important dans 
l'effet de Mandelchtam-Brillouin, c’est-à-dire dans la dispersion de la lumière 
par fluctuations élastiques de chaleur dans le cristal *). L'onde élastique (hy- 
personore) à déplacement uw — Ap exp [(2xi/À) (m-r — vt)] (voir $ 56). en 
déformant le cristal, provoque la variation de l’indicatrice optique £;; (e) — 


= Pijriêre Où le tenseur de petites déformations e,;; = + (0ux/ 0x; + dulôry). 
De plus, en vertu de la symétrie du tenseur des coefficients élasto-optiques 
Piyxa Par rapport aux deux derniers indices {;,(e) peut être représenté sous 
orme 


dur 
CET 


Ge (2) = pijni : (77.10) 


La diffusion de Mandelchtam-Brillouin est en fait une diffraction de la lumière 
sur une structure périodique Gi; = Z3, exp {(2xi/à) (m-r — vt)], associée à l'effet 
Dopler dû au mouvement de cette structure à la vitesse hypersonore v. On 
a observé récemment (Nelson, Lax, 1970) que les pivotements en bloc d'éléments 
du volume cristallin provoqués par l'onde élastique 


ops = (Ani/À) (amy — maps) exp [Qni/à) (mr — vt)] 


pour une biréfringence naturelle non trop petite du cristal contribuent de 
façon sensible à la dispersion Mandelchtam-Brillouin. En effet, avec de tels 
pivotements l’indicatrice optique de l'élément de volume pivote avec ce der- 
nier. Les cocfficients de l’indicatrice optique ayant ainsi pivoté par rapport 
au système de coordonnées immobile, c'est-à-dire attaché au cristal en bloc. 
valent 15 = Chi RL où M2”, sont les coefficients de l’indicatrice optique 
attachés au système ayant pivoté, et c4’; les éléments de la matrice de transfor- 
mation. Comme, en vertu de la formule (17.7), pour un petit angle de rotation 
Chr = Op’ + On’i5P,, et le tenseur de petites rotations est lié à l’angle de rota- 


tion par la relation wy; — —Ôp;5p; découlant directement de la formule (49.6), 
les coefficients cherchés de l'indicatrice optique ayant subi la rotation sont 
NE = ôhi — hi) (Oij — yÿ) Mn (77.11) 


Les indices de sommation avec primes ont été remplacés ici par des indices sans 
primes: cela ne modifie évidemment pas la somme, mais cela est plus commode 
pour l'interprétation: on entend par n,,, les coefficients attachés au système de 


*) La diffusion de la lumière dans les cristaux a été étudiée dans la mono- 
graphie de Fabelinski (1965). 
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coordonnées immobile de l’indicatrice optique du cristal en l’absence de solli- 
citations extérieures. Les variations des composantes du tenseur d'imperméabi- 
lité diélectrique engendrées par la rotation valent C;; (@) = n%; — n;j. En 
y portant les valeurs de n°; tirées de la formule (77.11) et en négligeant les 


termes en & quadratiques, il vient &, (@) = —n;;0; — nagon;. Ce résultat, 
une fois pris en compte l’antisymétrie du tenseur w, peut etre présenté sous 
forme 


Guy (©) = MujR — Nnjôs) One. 


Antisymétrisons le tenseur NuÔjr — M4j0;, par rapport aux indices k et L. En 
notant le résultat de l’antisymetrisation gq;;fx;], on obtient 


4 en 
QUO = + Miôjr — Nnôit + Mjdin — Nird1ÿ)- (77.12) 


Multiplié par ow4. le tenseur g;jfxy] fournit le même résultat que n,:ô;, — 
= de jÜrt mais gt rene — 0. Aussi peut-on également calculer C;; (&) d’après 
à ! 


istorsion ou/ôr : 


ou 


= k se 
Gi (&) = q;; tu ET : (17.13) 


En confrontant (77.10) et (77.13), on constate qu'on est en mesure de former 
le tenseur généralisé des coefficients élasto-optiques, asymétrique par rapport 
aux deux derniers indices 

Qijht = Pijht + Gino (77.14) 


(le tenseur ordinaire des coefficients élasto-optiques p constitue dans ce cas 
sa partie rue Pix = Gijtul) et. en l’utilisant, de représenter les varia- 
es 


tions totales des coefficients de l'indicatrice optique & — & (eg) + & (w) sous 
forme 
L ouh __. du _— 
bij = dijhi dx ? 6=q:—. (77.15) 


Remarquons que le tenseur g;jfxy] est défini non pas par le tenseur n tout 
entier, mais seulement par son déviateur. Le tenseur q possède donc dans le 
cas général non pas 6-9 — 54 composantes indépendantes, comme il se doit 
pour un tenseur de symétrie interne [V2] V2. mais seulement 41; 5 composantes 
de plus que le tenseur p de symétrie interne [V2}?. 


Etudions maintenant l'influence du champ électrique sur l’indi- 
catrice optique du cristal. Commençons par l'effet électro-optique li- 


néaire appelé également effet Pockels (Pockels, 1894). Il est décrit 
par la formule 


6 7 r-E, bij = lijn En. (77.16) 


Le tenseur de troisième rang r est dit tenseur des coefficients électro- 
optiques. En vertu de la symétrie du tenseur & la symétrie interne 
du tenseur r est identique à celle du tenseur des coefficients piézo- 
électriques d. Il s'ensuit immédiatement que l’effet électro-optique 
linéaire n'est possible que pour les cristaux dont la symétrie est 
compatible avec les propriétés piézo-électriques (voir $ 58). L'’écri- 
ture simplifiée de la formule (77.16) est de la forme 


Ca —= larEr 9 (77.17) 
34* 
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en accord avec (77.4), la règle de calcul correctif est 
Pin = lin (À =1,..., 6). (77.18) 


La forme générale du tenseur r pour toutes les classes cristallographi- 
ques est donnée au tableau E.11. 

Les coefficients électro-optiques dépendent, en général, des con- 
ditions dans lesquelles ils sont mesurés. Deux cas présentent prati- 
quement de l'importance : 1) les contraintes mécaniques sont nulles 
(le cristal est mécaniquement libre et peut se déformer par effet 
piézo-électrique inverse), les coefficients électro-optiqueS corres- 
pondants seront notés r(°); 2) le cristal ne peut se déformer (il est 
mécaniquement comprimé), à ce cas correspondent les coefficients 
re), Pour calculer la différence r(9) — r(t), étudions l’action simul- 
tanée d'effets électro-optique et piézo-optique, ainsi que les déforma- 
tions engendrées dans le cristal sous l’influence du champ électrique 
et du champ des contraintes mécaniques : 


Ex = ranEr + TiuOp 
(77.19) 


Ex — d,xEr + CATUUTE 


d et s sont ici des tenseurs des coefficients piézo-électriques et de 
déformation élastique. Quand le cristal est comprimé mécaniquement, 
£ — 0. de sorte que 6, — —cudx,En. Donc dans un cristal méca- 
niquement comprimé l’adjonction électro-optique au tenseur d’im- 


* 


perméabilité diélectrique est égale à 
1 —= (r(o) — dyxCuutan) E,. (77.20) 


On voit bien que les expressions entre parenthèses sont justement 
les coefficients électro-optiques d'un cristal mécaniquement compri- 
mé. En profitant de la formule (77.9), on peut présenter la relation 
entre les coefficients d’un cristal libre et d’un cristal mécaniquement 
comprimé sous la forme suivante 


r (9) DE ro) — dyxPax- (77.21) 


Coinme il a déjà été noté, l’effet électro-optique linéaire n'est 
possible que pour les cristaux se rapportant aux classes de symétrie 
piézo-électriques. Or, la biréfringence artificielle sous l’action d’un 
champ électrique s'observe dans des substances dont la symétrie 
exclut à fortiori l'occurence d’un effet piézo-électrique, en particu- 
lier, cela concerne les substances isotropes: les liquides et même 
les gaz. Dans tous ces cas l'effet est, toutefois, proportionnel non 
pas à l'intensité du champ électrique, mais à son carré et ne varie 
pas avec l’inversion de direction du champ électrique. C'est l'effet 
électro-optique quadratique ou effet Kerr. 
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L'adjonction au tenseur d’imperméabilité diélectrique, due à 
l'effet électro-optique quadratique, prend la forme 


Guy = KijniErEu La = Kiu (EE), (77.22) 


où les règles de calcul correctif sont fixées pour &;, par la formule 
(77.4) et pour (EE), par la formule 


(EE), —= EE (Xl + u — 1, . 6). (17.23) 


Le tenseur de quatrième rang K est appelé tenseur des coefficients 
de Kerr; sa symétrie interne est la même que celle du tenseur des 
coefficients piézo-optiques x; en outre, les règles de calcul correctif 
sont également identiques pour ces tenseurs: 


Ki Gjrh=t, .…., 6 klæu—1, 2, 3), 


— 759 
Kiu = 2K ip (if =1, ..., 6, kl—u=4, 5, 6) Ce) 
(comp. avec (77.5)). Aussi la forme générale du tenseur des coeffi- 
cients de Kerr attaché au système de coordonnées cristallophysique 
est-elle fournie pour les cristaux de toutes les classes par le tableau 
E.19 donnant la forme générale du tenseur des coefficients piézo- 
optiques. 

L'effet électro-optique quadratique peut s’observer également 
sur les cristaux manifestant un effet électro-optique linéaire. Dans 
la plupart des cas il n’implique que des petites adjonctions à l'effet 
linéaire principal, mais si on utilise dans l'expérience un champ 
électrique de direction telle qui exclut la manifestation de l'effet 
électro-optique linéaire, l'effet électro-optique quadratique devient 
alors déterminant. 


$ 78. Anisotropie optique artificielle des cristaux 


Cristaux uniaxes et biaxes artificiels. Les milieux optiquement 
isotropes (cristaux du système cubique et corps isotropes) peuvent 
sous l’action extérieure, continuer à demeurer optiquement isotropes, 
mais peuvent aussi devenir semblables aux cristaux uniaxes ou bi- 
axes, ce qu'on voit immédiatement d’après les figures conoscopiques 
(voir $ 40). 

Le premier cas se réalise avec une pression triaxiale p. Le tenseur 
& est alors isotrope. Mais si la sollicitation transforme un milieu 
optiquement isotrope en un milieu rappelant un cristal uniaxe, la 
symétrie du tenseur & vaut co/mm; le milieu déformé doit dans ce 
cas conserver un axe de symétrie ternaire ou d'ordre plus élevé. Donc, 
pour transformer un milieu isotrope en un milieu semblable à un 
cristal uniaxe optiquement anisotrope, il faut le soumettre à l'action 
d'un champ électrique de direction quelconque ou à une traction 
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uniaxe. Dans un cristal du sous-système supérieur du système cubique 
le champ électrique ou la traction uniaxe doit être dirigé suivant 
l’un des axes ternaire ou quaternaire, c’est-à-dire suivant la direc- 
tion (111) ou (100), tandis que dans le cristal du sous-système in- 
férieur du système cubique suivant uniquement l’axe ternaire (411). 

Les contraintes mécaniques qui ne se réduisent pas à une com- 
pression hydrostatique et à une traction uniaxe, en agissant sur un 
corps isotrope, l’assimilent, en ce qui concerne ses propriétés opti- 
ques, à un cristal biaxe. Un effet identique est produit par une trac- 
tion uniaxe ou un champ électrique, non dirigé suivant un axe ter- 
paire ou quaternaire, sur un cristal du système cubique. 


Examinons, par exemple, la variation des propriétés optiques d’un cristal 
du sous-système inférieur du système cubique sous l'action d'une traction 
uniaxe d'intensité o dirigée suivant [001] (pour ces cristaux, c’est un axe binai- 
re). L'adjonction au tenseur d’imperméabilité diélectrique est 


 — NH: 0eges — (21161 + 26202 + Myeses) O, (78.1) 


où e,. €», e: sont des vecteurs unités attachés à un repère cristallophysique. 
Les axes principaux du tenseur modifié de l'imperméabilité diélectrique se 
confondent avec ces vecteurs. Pour l’étude subséquente, il est important d'éclair- 
cir lequel des principaux indices de réfraction est le plus grand et lequel est 
le plus petit. C’est ainsi que pour les aluns potassiques, le nitrate de baryum 
et le nitrate de plomb 7, << Toy << Ayo, aussi 


N£° = NS? = ns?+ 110, 
N>? _ Nr _— no? + Fo10; (78.2) 
Np = Ns=ns+ 720. 


Ainsi, les axes optiques du cristal sous contrainte se situent dans le plan (100), 
et chacun d'eux forme avec l’axe [001] un angle V défini par la relation 


(voir $ 35). En portant dans cette formule les inverses des carres d'indices de 
réfraction principaux, on obtient 


» His Hoi = 
gv— 74 Me ne (78.3) 


Bien que les indices principaux de réfraction soient fonction de l'intensité 
de la sollicitation, l'angle entre les axes optiques n’en dépend pas; il n’est 
régi que par la nature et la direction des sollicitations ainsi que par les proprié- 
tés piéso-optiques (ou, respectivement, électro-optiques) du cristal. 


Les cristaux uniaxes demeurent uniaxes dans un champ électrique 
dirigé suivant l'axe de symétrie principal, ainsi que sous l’action 
d’une traction uniaxe de même direction et d’une compression hydro- 
statique. Toutes les autres sollicitations rendent ces cristaux biaxes. 

Pour apprécier la nature artificielle des biaxes, calculons le demi- 
angle entre les axes optiques d’un cristal contraint. Utilisons à cette 
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fin les résultats obtenus au 8 20. À savoir, admettons que le petit 
(par rapport à n) tenseur & est attaché au système de coordonnées cris- 


tallophysique. Notons Eu) et te) (Eu) >> Eu) les valeurs propres 
du tenseur bidimensionnel 


Gi Cie 
Ci Ce 


En posant pour concrétiser que le cristal non contraint est optique- 
ment positif, il vient 


N7 = Ne + C3 
Net. (78.4) 
P° == N5° + QE 


Dans ce cas le demi-angle entre les axes optiques vaut: 


Vaigv=/ Sue. (78.5) 


Donc le cristal demeure également positif (V < 45°) sous des sollici- 
tations. En portant dans la formule (78.5) la valeur de la différence 
£a) — Et), on obtient 


4 ne — Le 2 2 »)° En 
tgy=+ Mn L Gr) (78.6) 


Si l'axe binaire artificiel est produit par l'effet piézo-optique, alors 


tv D V Guru) ul + (2reuou) LP en LIT ma 


18.7 
Rs ES (Es 

mais si c’est le fait de l’effet électro-optique, alors 
tg Ve V [(r1R— ren) qu}?+ (2rengn)? V'E, (78.8) 


V N5° — Ne 


où E = Eq est l'intensité du champ électrique. De façon analogue 
est déduite la formule pour des cristaux négatifs. 

Notons les différences caractéristiques de l’axe binaire artificiel 
dans les cristaux uniaxes et optiquement isotropes. Dans les cris- 
taux uniaxes l'angle entre les axes optiques est petit et dépend de 
l'intensité des sollicitations ; c’est ainsi qu'avec l'effet piézo-optique 
il est proportionnel à Vo, avec l'effet électro-optique à VE, avec 
l'effet Kerr à | £ |. Dans les cristaux optiquement isotropes cet angle 
n'est pas, généralement parlant, petit et ne dépend pas de l’inten- 
sité des sollicitations. Avec une diminution progressive de l’inten- 
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sité des sollicitations sur un cristal cubique, les sorties d’axes opti- 
ques sur la figure conoscopique demeurent en place, mais toutes Îles 
isochromes s’écartent progressivement et disparaissent du champ 
visuel. Par contre, avec la diminution des sollicitations sur les cris- 
taux uniaxes les sorties d’axes optiques sur la figure conoscopique 
se rapprochent, au début, lentement, puis, de plus en plus vite, 
jusqu'à une complète confusion, tandis que le nombre d’isochromes 
formant la figure conoscopique ne varie pratiquement pas, vu qu'il 
est fonction dans ce cas de la biréfringence naturelle du cristal. Au 
cas d’axes binaires artificiels, l’angle entre les axes optiques caracté- 
rise donc l'intensité des sollicitations seulement si les cristaux sont 
uniaxes. 

Les axes binaires artificiels sont, en particulier, engendrés par des 
contraintes internes impliquées par la croissance des cristaux. 

Biréfringence artificielle. On appelle biréfringence artificielle 
la variation de la biréfringence des cristaux sous l'influence des 
sollicitations extérieures, par exemple, de contraintes mécaniques 
ou d'un champ électrique et, en particulier, l’apparition de biré- 
fringence dans les cristaux ou suivant les directions dans lesquels, 
en l’absence de sollicitations, elle ne se manifestait pas. 

Supposons que la direction de la propagation de la lumière est 
telle qu’en l’absence de champ électrique ou de contraintes méca- 
niques la biréfringence est également absente (dans les cristaux des 
catégories inférieure et moyenne ce sont les axes optiques, tandis 
que dans les cristaux de catégorie supérieure et dans les corps iso- 
tropes ce sont des directions quelconques). Sous l’action d’un champ 
électrique ou d’une contrainte mécanique on observe suivant cette 
direction une biréfringence artificielle. Calculons sa grandeur, comp- 
te tenu du fait que l’adjonction & au tenseur d’imperméabilité di- 
électrique n est petite. 

Introduisons un système de coordonnées cartésien spécial X{/X2X3: 
en dirigeant l'axe X3 suivant une normale d'onde; alors les axes 
Xi et X2 occupent le plan du front d'onde. La section centrale de 
l’indicatrice optique non perturbée par le plan du front d'onde est 
décrite dans le rèpere spécial choisi par les équations 


NepTa TB = 1 (æœ, B = 1, 2), 3 = 0. (78.9) 
C'est un cercle de rayon n,, où n, est l’indice de réfraction de la 
lumière se propageant le long de l’axe optique dans un cristal libre. 
En effet l’axe X3 se confond avec l’axe optique et, par suite 


Mu Me = 20" M:—0, (78.10) 


de sorte que la première des équations (78.9) se réduit à n5* [(x{) + 
+ (&)°] = 1. 
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L’indicatrice optique perturbée est décrite par l’équation 
ren +br=1, (nus + Lis) rixs = 1, (78.11) 


tandis que sa section centrale par le plan du front d'onde par les 
équations 


(nas + Las) Tarzh = 1 (&, B—1, 2), 1;—0. (78.12) 


Compte tenu de l'égalité (78.10), écrivons la première des équations 
(78.12) sous forme 


(3° + Lis) (21) + (no? + Lea) (22) + Airis = 1. 


Les indices de réfraction nr, et nr, d'ondes linéairement polarisées 
traversant le cristal contraint se déterminent à partir de l’équation 
quadratique en r*. 


no +"? Lis 
Cia no + Can? 


En la résolvant, on obtient 


na = nee + (+6) + VO tn Cnil. 


0. (78.13) 


Compte tenu de ce que | éi;| € 1, on obtient au moyen des règles 
de calculs approchés les indices de réfraction 


raz to {1 n8 (tit) EV Ent + Cul}. (78.14) 


La biréfringence À est égale par définition à la valeur absolue de la 
différence entre ces indices de réfraction, c’est-à-dire 


A= ni Ent + CE. (58.15) 


C'est justement la grandeur cherchée de la biréfringence artificielle 
pour le cas où la direction de propagation de la lumière coïncide avec 
l’axe optique du cristal contraint. 

Le vecteur déplacement D de l’onde dont l’indice de réfraction 
est »,, est situé dans le plan du front d'onde en formant l’angle œ 
avec l'axe Xi, de plus 


2£1e 
at bat V'G— be) + 
Le vecteur D) se trouve également sur le plan du front d'onde et 
est perpendiculaire au vecteur D. 


Si l’on choisit de prime abord le repère spécial de manière que 
bio = 0 (on y parvient quelquefois en partant des considérations 


tg ® — (78.16) 
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de symétrie), alors la biréfringence 


À oser + — 
A=-n6 [Li — Gel. (78.17) 


tandis que la direction des vibrations se confond avec les axes X4 
et X:. 


Si la direction de propagation de la lumière ne coïncide pas avec l'axe 
optique d’un cristal libre, la biréfringence du cristal est alors composée de la 
biréfringence naturelle, propre au cristal libre, et de la biréfringence artificiel- 
le. impliquée par des sollicitations extérieures. Quand la direction de propaga- 
tion de la lumière forme avec l’axe optique du cristal libre un angle suffisam- 
ment grand, la biréfringence artificielle n’est alors qu’une faible addition à la 
biréfringence naturelle, et l’on peut se servir des règles de calculs approchés. 
‘C'est justement le cas qu'on étudiera ici. 

Introduisons le repère cartésien spécial X,X:X3 de manière que l’axe X; 
<oincide avec la direction de propagation de la lumière, tandis que les axes X; 
et X: se confondent avec les directions des vibrations (plus précisément, avec 
les directions des vecteurs D) d'ondes lumineuses polarisées dans un plan 
se propageant dans une direction donnée au sein d’un cristal libre. Notons les 
indices de réfraction de ces ondes ry1 et nr, respectivement. Les équations de la 
section centrale de l'indicatrice optique d'un cristal libre par le plan du front 
d'onde, attachées à un système de coordonnées spécial prennent la forme 


( en + T3 =, z{—0. (78.18) 


Roi No2 


De la même façon que l’indicatrice optique sert d’une surface caractéristique 
au tenseur d'imperméabilité diélectrique tridimensionnel, sa section centrale 
par le plan du front d'onde constitue la courbe caractéristique du tenseur bidi- 
mensionnel, de la projection du tenseur d’imperméabilité diélectrique sur 
<e plan. Pour un cristal libre les composantes de ce tenseur attachées au repère 
spécial sont égales à 


nf 0 | 


0 nÿ 


Avec l'application au cristal d’un champ électrique ou des contraintes mécani- 
ques il s'adjoint à ce tenseur un petit tenseur bidimensionnel 

, >, 
Car +12 
Hoi 


A 1 | 


où Cap Sont les composantes du tenseur £ étudié au $ 77 dans un repère spécial. 


On a montré au $ 20 comment varient les valeurs propres et les vecteurs 
propres d’un tenseur symétrique d'ordre deux avec une petite variation de ses 
<omposantes. Compte tenu de la connexion entre les valeurs propres d’un ten- 
seur bidimensionnel et les indices de réfraction, on obtient par la formule (20.9) 
Jes carrés inverses d’indices de réfraction 


L 


nr n6ÿ + Cia 
3% nf + Lea 


et le petit angle de rotation des vecteurs déplacement D d'ondes lumineuses 


(78.19) 


(78.20) 
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La valeur positive de cet angle correspond à une rotation autour de l’axe X; 
de l'extrémité positive de l’axe X; vers l'extrémité positive de l'axe X:, tandis 
que la valeur négative correspond à la rotation autour du même axe dans le 
ee inverse. À partir de (78.19), à l’aide des règles de calculs approchés, on 
obtient 


ds, 
Ri=fo1— TS NMoitite 
(78.21) 


1 , 
Ra=lg2— nÿeCs2. 


Ainsi, la biréfringence A d’un cristal sous l'influence des sollicitations extérieu- 
res se modifie de la grandeur 


1 ; “ - 
dartt= Indibir —nÿotsel. (78.22) 


Dans ce cas il faut mesurer les petites variations de la biréfringence sur le 
fond de la biréfringence propre du cristal, ces mesures s'avèrent beaucoup plus 
difficiles qu'au cas de la propagation de la lumière le long d’un axe optique. 


En utilisant les formules (78.14)-(78.17) et (78.20)-(78.22) il 
faut se rappeler qu'elles ne sont justes que dans un repère spécial 
qui ne coïncide pas avec le repère cristallophysique. Pour éviter 
des calculs correctifs rébarbatifs des composantes des tenseurs de 
troisième et quatrième rangs dans un repère spécial, il est commode 
d'effectuer les calculs selon le schéma suivant : 

4) calculer les composantes du vecteur intensité du champ élec- 
trique ou du tenseur des contraintes dans un repère cristallophysique ; 

2) en se servant des tables donnant les valeurs des tenseurs des 
coefficients électro-optiques ou piézo-optiques, rechercher à l'aide 
de la formule (77.3), (77.17) ou (77.22) les composantes du tenseur 
& dans un repère cristallophysique; 

3) calculer les composantes du tenseur &£ dans le repère spécial ; 

&) porter les valeurs trouvées dans les formules (78.14)-(78.17) 
ou (78.20)-(78.22), calculer la grandeur de la biréfringence arti- 
ficielle et déterminer la direction des vibrations. 

Etudions quelques particularités de la biréfringence artificielle 
dans les cristaux du système cubique et dans des corps isotropes. 
Dans ce cas la formule (78.15) détermine la grandeur da la biréfrin- 
gence artificielle pour une direction de propagation quelconque de 
la lumière. Le tenseur & n’est compris dans cette formule que sous 
forme d'une combinaison de composantes &£,, — &.,, et de la com- 
posante /,. Il s'ensuit que sur la grandeur de la biréfringence arti- 
ficielle exerce son influence non pas la partie sphérique, mais seu- 


lement le déviateur du tenseur £ ; ses composantes sont Liy = Li; — 
— 1/1k01. Comme le tenseur & est défini par les tenseurs des coef- 
ficients de Kerr, des coefficients électro-optiques et piézo-optiques, 
il est nécessaire d’élucider dans quelle mesure les composantes de 
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ces tenseurs exercent une influence sur la grandeur de la biréfrin- 
gence artificielle et peut-on en calculer les composantes d’après les 
mesures de la biréfringence artificielle. 

Commençons par l’étude des coefficients électro-optiques. Parmi 
les milieux optiquement isotropes seuls les cristaux des classes 
43m et 23 possèdent des coefficients électro-optiques non nuls r,, = 
= la = rg23; les coefficients électro-optiques restants de ces cris- 


taux sont nuls. Pour un effet électro-optique £;; = riyrEn, où 
n 1 = 
rap Tin lUnOijs (78.23) 
ou en une écriture condensée 


. COMEPRONENN (= 1, 2, 3), 


Ta — (78.24) 
Tak (À = 4, 5, 6). 

En portant dans (78.24) les coefficients électro-optiques différents 

de zéro, on se convainc que pour les cristaux du système cubique 


Tax = rar, de Sorte qu'une fois mesurée la biréfringence artificielle, 
on est en mesure de déterminer le seul coefficient électro-optique 
indépendant de ces cristaux. 

Il en est tout autrement avec la définition des coefficients] piézo- 
optiques et des coefficients de Kerr sur la base des mesures de la 
biréfringence artificielle. Pour être plus concret, étudions les coef- 


ficients piézo-optiques ; dans ce cas Ë;; = Hijn1Onr OÙ 
CC | : 
Hijnt = Tijht — 7 TmmhlÔij- (78.25) 


Sous une forme condensée 


1 
eS Tu — = (au + To SL À = 1, 263 ; 
= { Au 3 ( {u 2h au) ( ) (78.26) 
Tin (À = 4, d, 6). 
Pour un sous-système inférieur du système cubique 
a | 1 
Mi (tas — T2) + 3 (ni — 1), 
dé 2 | 
2 a (41 — T2) Te (11 — 21), 
(78.27) 


ds 4 2 
Toy — Es (T4 — T2) — 3 (T1 — So), 


CN 
JT — Tige 
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Donc, quelle que soit la direction des mesures de la biréfringence 
artificielle, avec ces mesures on ne peut déterminer que trois com- 
binaisons indépendantes des coefficients piézo-optiques: 311 — Myss 
Huy — Ho et x; d'autre part, ces combinaisons sont pleinement 
suffisantes pour le calcul de la biréfringence artificielle engendrée 
par un effet piézo-optique. Les valeurs des coefficients fi, io t or 
servent isolément au calcul des variations absolues d'indices de ré- 
fraction, et l’on est en mesure de les calculer d’après les résultats 
de mesures appropriées. Toutefois, ces mesures sont beaucoup plus 
difficiles que les mesures de la biréfringence, car elles exigent Île 
recours non aux méthodes de polarisation mais aux méthodes inter- 
férométriques. 

Pour un cristal de sous-système supérieur du système cubique 
Hey = Me. En le portant dans la formule (78.27), il vient 


Ph 


2 
Mi (Aya — 7142) 


_e 4 = 
= ZT (ati1 — T2). (78.28) 


Pt 


Tu — Muse 


Donc, dans ce cas les mesures de la biréfringence artificielle ne per- 
mettent d'obtenir que la différence rx, — m,,, de même que le coef- 
ficient Ts. 

Enfin pour les corps isotropes 1,4, = f11 — 7,2 et cette différence 
définit complètement la biréfringence artificielle engendrée par 
l'effet piézo-optique dans ces corps. 

L'effet piézo-optique dans des corps isotropes transparents est 
largement utilisé au rétablissement du champ des contraintes inho- 
mogènes d’après les figures d’interférence engendrées par la biré- 
fringence artificielle que ce champ de contraintes a provoquée. 
Ces applications de l'effet piézo-optique sont décrites notamment 
dans les livres : Coker et Filon (1931) ; Durelli et Riley (1965) ; Feuppl 
et Mench (1966). 

Sur l'effet électro-optique et ses applications voir: Sheludev 
(1968, 1973, 1975); Moustel et Paryguine (1970); Sonine et Vassi- 
levskaia (1971). Voir de même Perfilova, Sirotine et Sonine (1969), 
Voropaeva, Resnikov et Sirotine (1969). 


$ 79. Polarisation non linéaire due à la propagation 
d’ondes électromagnétiques de grande intensité 


La polarisation d’un diélectrique anisotrope par des forts champs 
harmoniques se compose de la partie fondamentale linéaire P® 
et de petites adjonctions non linéaires, quadratique P(), cubique P), 
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etc. : 
P = PU) + P@ + PS) +... (79.1) 


Compte tenu de la dépendance de la polarisabilité de la fréquence, 
on notera les fréquences des composantes harmoniques du champ 
électrique et de la polarisation. De façon formelle on peut écrire 


Pi (oi) =@;;(o1, où) E; (2), 
PE (©) = %ryn (O1, O2, ©) E'; (2) Ex (@s), (79.2) 
P£" (o;) = Bin (1, ©, ©, ©) E; (w2) Ex (oz) Es (wi). - 


Les tenseurs &, %, 0 sont dits respectivement tenseur de suscep- 
tibilité diélectrique linéaire, de susceptibilité quadratique, de sus- 
ceptibilité cubique. Le tenseur «& (w,, &w.) indique la grandeur et la 
direction de la partie linéaire de la polarisation de fréquence w,, 
qui apparaît sous l’action d'un champ électrique de fréquence w, ; 
le tenseur %(@,, &>, w3) définit l’adjonction quadratique à la 
polarisation, dont la fréquence est w, et qui est engendrée sous l’in- 
fluence de l'interaction au sein du cristal de deux champs électriques 
harmoniques : l’un de fréquence w, et l’autre de fréquence w. 

Indiquons, sans déduction, une propriété importante des ten- 
seurs de susceptibilité *). Ces tenseurs ne possèdent pas, générale- 
ment parlant, de symétrie interne quelconque ; toutefois, leurs com- 
posantes ne varient pas, si, simultanément à la permutation des 
indices, on procède à la permutation des fréquences appropriées 

Qij (Gi, Oo) = ji (We, u), 
Lijh (a, Oo) © 3) — Xikj (wo, O3; O2) _— 
= Yjin (Oes On Ds) =... 
Bijne (O1 Oo, Os Où) = Oyinr (Oo, Gi, Os Où) = 


(79.3) 


= CETTE (@:, Do; CG; O,) = 


Les relations obtenues par permutation ne concernant pas le pre- 
mier indice, et, partant, la première fréquence sont triviales: il est 
clair que les champs E'; (w.), Ex (w3), £ 1 (w,) peuvent être introduits 
dans les formules (79.2) dans un ordre quelconque. Seules présentent 
un sens physique et doivent être démontrées les relations obtenues 
par permutations mettant en jeu le premier indice et la première 
fréquence, par exemple 


Kim (O1 On O3) = YXjin (Or, Os Os). 
Si toutes les fréquences sont différentes, ces relations relient les 
composantes des tenseurs différents et, par suite, ne décèlent pas 


*) La déduction peut être obtenue en s'adressant aux ouvrages cités à la 
fin du $ 80. 
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de symétrie interne. Elles ne déterminent la symétrie interne des 
tenseurs qu’en cas de coïncidence des fréquences. Par exemple, la 
relation 


Xin (Our Dos Da) = Xinj (O1 Dos Oo) 


lie les composantes d'un même tenseur et montre qu'il est symé- 
trique par rapport aux deux derniers indices, c'est-à-dire possède 
la symétrie interne V [Vi]. 

Pour une formulation plus claire des relations (79.3), on a écrit 
formellement les fréquences w,, . .., &, sans se préoccuper du degré 
de leur indépendance. Or en fait la fréquence de polarisation est dé- 
pendante des fréquences des champs. Si la polarisation dépend li- 
néairement de l’intensité du champ, leurs fréquences se confondent 
alors évidemment. Le tenseur de susceptibilité linéaire æ& (w,, w.) 
n’est donc différent de zéro que si &, = &,, et on peut l'écrire sous. 
forme de œ(w); on voit de même immédiatement qu'il est symé- 
trique. 

Déduisons les relations de fréquences pour le tenseur de suscep- 
tibilité quadratique y (w,, w:, w:). En tout point fixé du cristal 
les champs E (w.) et E (w;) sont fonction du temps suivant la loi 


E, (©) = À; cos it, 
Ey (os) = Bx cos (wst + op), 


où œ est le décalage de phases entre ces champs au point donné. 
Etant donné que 


1 
E ; (w2) E} (w3) = 5 À ;B, {cos [(o2 — &3) ? — p]+ cos [(o, + @2) ? + q]}. 
la polarisation qui dépend de façon quadratique du champ possède 
soit une fréquence différentielle (6: — w;), soit une fréquence som- 
mée (&, + w:). Autrement dit, le tenseur ÿ (@,, &:, &;:) n’est nul 
que dans deux cas: 


: 79.4 
De + Oys es O3). ) 
Si à travers un cristal on ne fait passer qu’une lumière mono- 
chromatique de fréquence w, suffisamment intense, pour déclancher 
non seulement une polarisation linéaire mais également quadra- 
tique, alors w, = ©, = o, et l’expression (79.4) prend la forme 


LT EX (0, Oy OO), 
X=X(20, ©, o) (79.5) 


De cette façon les effets quadratiques aboutissent dans le cas con- 
cerné à l’apparition d’une composante constante et d’une deuxième 
harmonique. 
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Le même tenseur # (0, w, «w), qui détermine la composante 
constante dans la polarisation quadratique, caractérise également 
l'effet électro-optique. En fait, si l’on tient compte de la polarisation 
quadratique, le vecteur induction de l’onde lumineuse de fréquence « 
dans un cristal placé au sein d’un champ électrostatique E (0) vaut 


D; (0) = E;(o)+ 4nP,(@)= E, (w) + 4nP{° (o) +4rPŸ (o). 


En notant %;, (wo) = Ü;y + 4na;; (w), on peut écrire 
Di (o) = x: (o) E; (©) + Anis (0, ©, ©) Ex (0) E; (w). 


Les tenseurs de la constante diélectrique x (w) et de l’imperméa- 
bilité n (wo) sont inverses l’un de l’autre aussi bien en l’absence du 
champ électrostatique Æ (0) qu’en sa présence: 


ki3 (©) jm (©) = Oims 
Lx (@) + Anxxsy (0, ©, &) Ex (0)] [n;m (©) + ryma (@) Ex (0)] = 
= Of: 
Aux termes de petitesse de second ordre près cela donne 
Xi3 (©) rjma (©) En (0) + 4nyr:s (0, ©, ©) Ex (0) nm (©) = 0. 


d'où l’on obtient sans peine les formules liant les tenseurs de l'effet 
électro-optique et de la susceptibilité quadratique: 


Fm (0) = — us (0, 0, ae) mur (0)nm (0) 00 


%nis (0, © @)— — EE xx (0) %jm (D) rimn (R). 


Les relations entre les fréquences aboutissent pour la suscepti- 
bilité diélectrique cubique à ce que le tenseur 0 (@,, &@:, &3, @i) 
n’est différent de zéro que pour des fréquences 


y = O2 + Os — Ou D = Op — Os + Ou 
D = — O9 + O3 + Qu Qi = Os + Os + Ou. (79.7) 


En particulier, le tenseur 6 (36, &, w, w) décrit la génération de 
la troisième harmonique, le tenseur 6 (0, 0, w, «) l’effet de Kerr, 
le tenseur 6 (2w, 0, w, «) la génération de la deuxième harmonique 
au dépens de la polarisation cubique avec l’office d’un champ élec- 
trostatique suffisamment fort. 

La polarisation quadratique se caractérise au moyen des tenseurs 
de troisieme rang. Elle n’est donc possible que dans les cristaux non 
centrés. En particulier, la génération de la deuxième harmonique 
et l’effet électro-optique se décrivent au moyen des tenseurs de sy- 
métrie interne V [V?]tdont la forme générale coïncide apparemment 
avec celle des tenseurs des coefficients piézo-électriques. 
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Les effets de polarisation cubique se caractérisent, par contre, 
au moven des tenseurs de quatrième rang et, par suite, se réalisent 
dans les milieux de symétrie quelconque. En particulier, la génération 
de la troisième harmonique est décrite par des tenseurs de symétrie 
interne | [V*]. l’effet de Kerr par des tenseurs de symétrie interne 
[V2]? et la génération de la deuxième harmonique, à l’aide d’un 
champ électrostatique, au moyen du tenseur V?{V*?]. La forme géné- 
rale de ces tenseurs pour tous les sous-svstèmes est donnée aux ta- 
bleaux E.16, E.17, E.19, E.21 et E.22. 


$ 80. Génération d’harmoniques lumineuses. 
Directions du synchronisme 


Quand des ondes lumineuses monochromatiques avec des inten- 
sités du champ électrique £ (w.) et E (w.) se propagent à travers 
un cristal transparent à tenseur de susceptibilité diélectrique qua- 
dratique différent de zéro il s’y produit une polarisation électrique 
quadratique de fréquence sommée 


PO (os + &3) = % (@: + &ys Was @3) :E (w2) E (w3). (80.1) 


Cette polarisation peut être à l’origine d’une onde lumineuse de 
fréquence sommée. La formation de cette onde et la direction de sa 
propagation dépendent des conditions d’interférence: la polarisa- 
tion quadratique engendrée au point considéré du cristal doit ren- 
forcer l'onde de fréquence sommée passant par ce point. Les condi- 
tions d'une interférence constructive s’obtiennent le mieux en attri- 
buant la formation de l'onde de fréquence sommée à la réaction entre 
photons: 


D (os, ke, de) + D (os, k3, ds) = D (eo, k,, d;,); (80.2) 


où k est le vecteur d'onde du photon considéré, d le vecteur unité 
de la direction des vibrations. Au cours de la réaction l'énergie doit 
se conserver 

ho, + ho; = ho, (80.3) 
ainsi que l'impulsion 

hk, = Rks = hk, (80.4) 


Le principe de conservation de l'énergie confirme le fait que 
l'onde résultante possède une fréquence sommée. Quant à la loi de 
conservation de l'impulsion. il en résulte que cette onde possède 
également un vecteur d'onde sommé 

k, — k: + | SR (80.5) 
Vu que 
on (©, d 


35—01180 
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où m est le vecteur unité de la normale d'onde, r = n (w, d) l'indice 
de réfraction, c la vitesse de la lumière dans le vide, l’égalité (80.5) 
peut être récrite sous forme 


(o, + &3) nr (wo: + &3, d;) m = 
= On (©, d:) M: + own (os, ds) ms (80.6) 


C’est justement la condition de l’interférence constructive nécessaire 
à la formation d'une onde intense de fréquence sommée. 

La condition de génération de la deuxième harmonique æst un 
cas particulier de la relation (80.6) pour w, = w3 = à: 


n(2o, d;)m, = [r(o. d,)m,-—n(w, d;)m;]. (80.5) 


Si pour les ondes de fréquence principale les directions des vibra- 
tions coïncident (4, = ds = d), cette condition se simplifie da- 
vantage 


n(2w, dj)m,=n(w, dy |: (80.8) 


le vecteur d'onde de la deuxième harmonique se place exactement à 
mi-chemin entre les vecteurs d'onde des ondes de fréquence prin- 
cipale. 

Enfin, la condition de génération de la deuxième harmonique 
par une seule onde de fréquence principale s'obtient de ce qui pré- 
cède pour M, = M; = M: 


n (20, d,) m, = (n (w, d) m. (80.9) 


On voit bien que dans ce cas =», — m, c'est-à-dire que la direction 
de propagation de l'onde de la deuxième harmonique se confond avec 
celle de la propagation de l'onde de fréquence principale. 

Aux conditions d’interférence constructive (80.7) (80.8) et (80.9). 
nécessaires à la formation de l'onde de la deuxième harmonique suf- 
fisamment intense, ne satisfont que quelques directions, dites direc- 
tions synchrunes. Dans des corps optiquement isotropes. par exemple, 
on ne les rencontre généralement pas. En effet, pour ces corps les 
conditions (80.7) et (80.9) se réduisent à 


n (20) mMy= n (w) 2. | (80.10) 


Pour la réalisation de la condition (80.10). ;il faut que nr (2w) < nr (o). 
Or, au cas d’une dispersion normale l'indice de réfraction croît avec 
la fréquence, de sorte que cette condition n'est remplie que si entre 
les fréquences w et 2w, pour le milieu donné optiquement isotrope 
non linéaire, s’observe un intervalle de dispersion anomale, c’est-à- 
dire si entre ces fréquences il y a une raie d'absorption. Mais de la 
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condition (80.9) il s'ensuit pour un corps optiquement isotrope l'éga- 
lité n (20) = nr (w), qui, même en présence entre les fréquences w 
et 20 d’une raie d'absorption pour une fréquence w fixée, ne se 
réllise que fortuitement. 

Dans des cristaux optiquement anisotropes. les directions syn- 
chrones peuvent exister même en l’absence de raies d'absorption 
entre les fréquences w et 2w. Voyons, par exemple, comment trouver 


“TA 
Ô 
NZ 
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: 
A PAT 
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Fig. 80.1. Sections de la surface des indices de réfraction des cristaux uniaxes: 

a) cristal DS a positif, pas de directions synchrones;b) cristal optique- 

ment négatif, les directions synchrones dégagées forment un angle 8 avec l'axe 
optique. 


les directions synchrones nécessaires à la génération de la deuxième 
harmonique par une onde de fréquence principale au sein des cris- 
taux uniaxes. Dans ce cas on doit avoir J’égalité 


n (20, d) = n (wo, d). (60.11) 


On recherchera les directions synchrones à l’aide des surfaces d’in- 
dices de réfraction. Par suite de dispersion, aux différentes fré- 
quences correspondent diverses surfaces d'indices de réfraction; 
pour une dispersion normale la surface associée à la plus grande fré- 
quence possède les plus grandes dimensions. 

Si. l’axe et le centre étant communs, on trace les surfaces d'indi- 
ces de réfraction pour les fréquences & et 26 (les sections de ces sur- 
faces sont représentées sur fig. 80.1), alors les droites joignant le 
centre au cercle suivant lequel se coupent ces surfaces seront des 
directions svnchrones. Les directions synchrones forment un cône 
circulaire dont l’axe est parallèle à l’axe optique du cristal. Au cas 
d'une faible anisotropie optique (ou une très forte dispersion) ces 
surfaces ne se coupent pas; le cristal ne possède donc pas de direc- 
tions synchrones pour un doublement de la fréquence considérée. 


35° 
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Il découle immédiatement de la figure 80.1 que les directions 
synchrones pour les cristaux optiquement positifs et négatifs se 
définissent respectivement par les conditions *): 


ne (w) = n° (20), (80.12*) 
n, (©) = nr, (20); (80.12-) 


dans les deux cas deux ondes, satisfaisant à la condition de synchro- 
nisme, sont polarisées suivant des directions perpendiculaires l’une 
à l'autre. Dans les cristaux optiquement uniaxes l'indice -de ré- 
fraction d’une onde ordinaire #7, est indépendant de la direction de 
propagation: n, = W,, tandis que l'indice de réfraction de l'onde 
extraordinaire n, est fonction de l'angle Ù entre la direction de sa 
propagation et l'axe optique: n:° = N:° ® sin® Ÿ + Ni cos d; À, 
et V, sont ici les indices de réfractions principaux (voir $ 35). En 
portant ces valeurs dans les conditions (80.12), on aboutit, après des 
calculs non compliqués, à l’angle Ÿ entre la direction synchrone et 


l'axe optique du cristal: 


a NES (@)— NE (20) os 
sin Ü — REIN PT ELITE (80.13*) 

N55 (w)— N° (2w) x 
sin Ÿ = Pres Ga): (80.13”) 


Si la grandeur de sin Ÿ, calculée à l’aide de la formule (80.13) 
appropriée, ne dépasse pas en valeur absolue, comme il se doit, 
l'unité, alors le cristal étudié présente un cône entier de directions 
synchrones : à la condition de synchronisme satisfait respectivement 
l'onde extraordinaire ou ordinaire de fréquence w qui se propage dans 
ce cristal suivant la direction 


—= (e, cos ® + e, sin r) sin Ÿ + e, cos Ÿ, (80.14) 


où e,, e, e, sont des vecteurs unitaires du système de coordonnées 
cristallophysique, l'angle étant arbitraire, tandis que l'angle Ÿ 
est défini par les formules (80.13). Mais cette onde doit encore en- 
gendrer une polarisation quadratique, la direction de cette polarisa- 
tion devant être telle que l'onde de fréquence double soit polarisée 
perpendiculairement à l'onde initiale. 

La direction du vecteur intensité du champ électrique E coïncide 
dans une onde ordinaire avec la direction du vecteur deplacement 
électrique D. Le vecteur unité de cette direction pour l'onde, la 


*) Plus loin dans ce paragraphe on notera les formules analogues, mais 
qui ne coïincident pas. des cristaux optiquement positifs (N, > N,) et optique- 
ment RegAtls (NV, << N,) à l’aide d'indices + et — affectant le numéro de la 
formule 
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normale à laquelle se détermine par la formule (80.14), vaut 
e, = d, = e, Sin f — €, Cos . (80.15) 


Dans une onde extraordinaire, par contre, les vecteurs unite de dé- 
placement électrique 4. et d'intensité du champ électrique e. sont 
différents et valent respectivement 


d,= (e,cosq +e, sin ç) cos Ü —e, sin ÿ. (80.16) 
e,—=A[Ne (e, cos +e,sin ç) cos à — Ne, sin Ü], (80.15) 


A = 4/V 1 5 cos? Ü + VE sin? À. (80.18) 


L'onde de fréquence double est engendrée par la composante 
e (2w):P (2w) du vecteur de polarisation quadratique P (2w) dans la 
direction du vecteur intensité du champ électrique au sein de } onde 
de la deuxième harmonique e (2); cette composante est égale au 
carré de l'intensité du champ électrique dans l'onde de fréquence prin- 
cipale £* — E*(w) multiplié respectivement par l'une des contrac- 
tions du tenseur de susceptibilité quadratique y = % (26, w, w) 
aux vecteurs unité e, et e.: 


eo 4 : ecee = ANS" cos* Ù [4i0 SNS P — (425 — 16) Sin? Ç COS P + 


+ (411 —" Le) Sin p cos? p — 42, COS* F] — 
— NS NS sin 8 cos Ÿ [414 Sin? P + (445 — Yo4) SIN P COS F — Yo; COS? Q] + 
+ Ve sin? à [xss sin q— %23c08 ç]}, (80.19) 
Ce" L : €oeo — À {N° cos D [41 Sin P —+ (Lis — L26) SN? G Cos p + 
+ (X22 — X16) Sin @ cos? p + y12 COS F] — 
— Nef sin 0 [431 Sin? @ — 735 Sin ç cos F + 3 COS? Fj}. (80.19) 


Ces contractions peuvent être assimilées à des composantes %,. 
et x, du tenseur x dans un répère spécial X,X,X; dont les axes 
X;lle À: le. Les coefficients de susceptibilité quadratique #i4 
se définissent dans les formules (80.19) au moyen des règles de calcul 
correctif *) 

Liu = Aiki (Xl nd ul = 1, 2. 3), (80.20) 
2 Hunt (k1 TH — 4, 9, 6), 


qui correspondent aux règles de calcul correctif généralement adop- 
tées pour la diade (EE), : 


(EE), = ExE, (kl-u=1,..., 6). 
*) Elles sont les mêmes que pour les coefficients piézo-électriques d;.. 


Les mêmes règles de calcul correctif pour les coefficients 7;, sont adoptees 
par Akhmanov et Khokhlov (1964) ainsi que par Blœmbergen (1966). 
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Portons dans les formules (80.19) les valeurs des coefficients y; 
pour chacune des classes piézo-électriques de catégorie moyenne et 
groupons les résultats dans le tableau 80.1. 

Le tableau 80.1 montre que les cristaux négatifs des classes 422, 
622, 2 et les cristaux positifs des classes 4mm, 6mm et com sont, 
en général, incapables de générer la deuxième harmonique. En fait, 
le nombre de classes pratiquement inaptes de générer la deuxième 
harmonique est encore plus grand. C'est que le tenseur 4 (2w, w, ©) 
n'est symétrique par rapport aux indices que par suite de la disper- 
sion. Si dans tout l'intervalle de fréquences (® — 2) le cristal est 
transparent. la dispersion dans cet intervalle de fréquences est faible 


et le tenseur z (2w, w, &w) est proche du tenseur symétrique Ain = 
= Yann. En calculant les contractions données au tableau 80.1 


pour le tenseur symétrisé 4. on s'aperçoit que les cristaux positifs 
des classes 4, 6, æ, 422, 622, 2 sont également pratiquement inca- 
pables de générer la deuxième harmonique. 

Les directions synchrones les plus aptes à générer la deuxième 
harmonique sont celles qui aboutissent à la valeur maximale de 
l'expression correspondante fournie par le tableau. Par exemple, 
pour les cristaux uniaxes optiquement négatifs du dihydrophosphate 
de potassium (KDP) et du dihydrophosphate d’ammonium (ADP) 
de classe 42m. utilisés pour doubler la fréquence de radiation lazer, 
le maximum de l'expression du tableau est atteint pour q — 45°. 
Comme le montre la formule (80.14) cela correspond à la direction 
de la normale d'onde 


Î 


(e, +e:) sin Ÿ +e, cos Ÿ. 


Les cristaux biaxes sans centre de symétrie sont également ca- 
pables de générer la deuxième harmonique ; du point de vue cristal- 
lophysique ils sont même préférables aux cristaux uniaxes, car ils 
offrent un choix plus varié de directions. Toutefois, l'analyse des 
possibilités ainsi offertes est beaucoup plus compliquée et il est 
préférable de la mener non pas sous forme générale, aboutissant à 
des formules très compliquées, mais individuellement pour chaque 
cristal (comp. Orlov, 1969). 

L'aspect cristallophysique de génération de la troisième harmo- 
nique est étudié de façon analogue. Le tenseur 6 qui la détermine étant 
de type pair, il est possible d'utiliser également pour la génération 
de la troisième harmonique les cristaux des classes à centre de sy- 
métrie. la symétrie de l'effet considéré n'étant affectée que par le 
sous-système et non pas par la classe du cristal. 

On n'a étudié dans les deux derniers paragraphes que le côté 
cristallophysique de quelques problèmes élémentaires de l'optique 
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Tableau 81.1 


Composante du vecteur de polarisation quadratique en direction 
de l’intensité du champ électrique au sein d’onde de deuxième 
harmonique 


Fonction FF (Lo N; Ô, q) 


Classes Cristaux positifs : Cristaux négatifs 
e (20): P (26) = A°F, e (20): F (20) = AF 
N=N(v) N = N (2) 
\ 
3 Ni cos® 8 (1 sin 34 + NS cos Ô (422 Sin 34 — 
: PR — {11 COS 3F)— NE 2, sin Ÿ 
+ Y2e COS 3p)—— NESN TEL X 411 4) e Xi 
x sin 20 
32 NS {a cos* Ô sin 39 — — V5 41 cos Ÿ cos 3 


| ESS : 
DT E NE NEA sin 20 


3m NS {22 cos* Ÿ cos 3p NT Yo2 cos Ô sin 3; — 
— NT ya sin Ÿ 


1 Vtt A nt e - 
4, 6, oo _ NENTE 44 sin 20 — N°5? xs sin Ô 
422. 622, 002 er NON TE {a Sin 20 0 
4mm, Gmm, 0 — NE 3 sin Ÿ 
OO 771 
4 à NEENTE sin 20 (414 COS 24 + VS sin Ÿ (Za Cos 24 + 
: : 1 nr. 
+ 424 Sin 24) + + 7/30 Sin 2q) 
42m + NENTS 414 sin 20 cos 2q _ N°2 {3 Sin Ÿ sin 24 
G NS cos* Ÿ (Xu Sin 34 + N°5 cos Ÿ (Las Sin 34 — 
L + X22 COS 34) — {un COS 34) 
Gn2 NS 422 COS® Ô cos 3 N°5 X22 cos Ô sin 3x 


non linéaire. Pour l'optique non linéaire en général voir Akhmanov 
et Khokhlov (1964); Akhmanov (1969); Blæœmbergen (1966), Kli- 
montovitch (1966); Pekara (1973); Schubert et Wilhelmi (1973). 


$ 81. Activité optique des cristaux 


Dans tous les milieux condensés, y compris les cristaux, on ob- 
serve une dispersion spatiale: le vecteur de polarisation électrique 
P (r,t)se définit non seulement par la valeur du vecteur intensité 
du champ électrique E au point concerné r mais également par ses 
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valeurs au voisinage de ce point. Si le champ électrique était homo- 
gène. ses valeurs au voisinage du pointr seraient identiques à sa valeur 
au point r, et la dispersion spatiale ne se manifesterait pas. Aussi 
peut-on interpréter la dispersion spatiale comme une fonction du 
vecteur de polarisation électrique P non seulement du vecteur E, 
mais également de ses dérivées spatiales. En se bornant anx premiers 
termes de développement, il vient 
0E : 
Pi=aE;tBine. P-aE+p:%. (81.1) 

Dans les cristaux pour lesquels le tenseur B n’est pas nul. on a une 
dispersion spatiale de premier ordre; ces cristaux sont dits optique- 
ment actifs. Dans les autres cristaux on ne peut observer qu une disper- 
sion spatiale de second ordre: la polarisation y dépend non pas de 
dérivées spatiales premières de l'intensité mais seulement de dé- 
rivées secondes. On se limitera à l'étude de la seule activité optique 
(renvoyant à Agranovich et Ginsburg, 1966 pour l'étude de l’in- 
fluence de la dispersion spatiale de second ordre sur les propriétés 
optiques des cristaux). 

En optique cristalline il est plus commode d'étudier la dépen- 
dance de l’intensité du champ électrique ÆE du déplacement électri- 
que D ; et au lieu de (81.1) on peut écrire 


0D ; dD 
Ein; + vin ee: E=nD-y:—. (81.2) 
Etant donne que pour une onde monochromatique à vecteur d'onde 

k la dérivée 0D/0r = iDk, la formule (81.2) prend la forme 


E; = (ji + Vjimäm) Dr, EE = (n + iy-k)-D. (81.3) 


L'expression entre parenthèses y joue le rôle du tenseur d'impéné- 
trabilité diélectrique quelque peu modifié. Ainsi, la dispersion spa- 
tiale se réduit-elle à la dépendance du tenseur d’impénétrabilité 
diélectrique du vecteur d'onde, de même que la dispersion ordinaire, 
c'est-à-dire temporelle ou de fréquences, se réduit à la dépendance de 
ce tenseur de la fréquence. La formule (81.3) montre que l’adjonction 
au tenseur d'impénétrabilité diélectrique. dépendant linéairement 
du vecteur d'onde, se révèle purement imaginaire. Le vecteur d'onde 
k étant inversement proportionnel à la longueur d’onde À (en effet, 
k — (2x/}) m, où m est un vecteur unité de la normale d'onde), 
cette adjonction l'est également à À. Mais comme la seule caractéris- 
tique d'un cristal infini, laquelle a une dimension de la longueur, est 
la dimension de la maille élémentaire a, on voit immédiatement que 
l’ordre de cette adjonction est a/À. 

Aux fréquences pour lesquelles le cristal est transparent le ten- 
seur d’impénétrabilité diélectrique n est hermilien, c’est-à-dire que 
sa partie réelle est symétrique. tandis que sa partie imaginaire est 
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antisymétrique (voir Landau et Lifchitz, 1957. $ 76, formule (76.4), 
et Agranovich et Ginsburg, 1966. $ 1. formule (1.21)). I] s'ensuit 
que le tenseur + est antisymétrique par rapport aux deux premiers 
indices : 

Viim = —Ÿiim: (81.4) 


c'est-à-dire que sa symétrie interne est {V*} 1. La relation de dua- 
lité 
{V°} V = ey° (81.5) 


autorise d'introduire le pseudo-tenseur de gyration G qui est dual au 
tenseur y au facteur scalaire À/(2x) près : 


2 27 
Gin= + OtisVisns Te Viin— di1Gin- (81.6} 


Après quoi la relation (81.3) s écrit sous la forme 
E ; = (nr — i0 jn1GinMn) Ds E — n-D + iD X G-m. 
(81.7) 


Déterminons les ondes planes pouvant se propager dans un milieu 
que caractérise l'équation matérielle (81.7). Pour cela. introduisons 
un repère à droite dont l’axe X, est dirigé suivant le vecteur de Ja 
normale d'onde m, tandis que les axes X, et X, se confondent avec 
les axes principaux de la section centrale de l'indicatrice optique 
du cristal par le plan du front d'onde: X, avec le grand axe prin- 
cipal et X, avec le petit axe principal. Dans ce système de coordon- 
nées les deux premières équations de (81.7) prennent la forme 


E,= n,,Di+ iG33Do; 


E.= —iGD,+n2D.. re) 
Dans le repère choisi D; = 0 et 1: — 0. tandis que n,, = n° et 
Neo = 2553; Noi et 292 Sont des indices de réfraction d'ondes qui se 
propageraient dans la direction donnée en l'absence de dispersion 
spatiale, de plus 79, > no. 

Comme on le sait, des équations de Maxwell il s'ensuit pour une 
onde électromagnétique plane que 


E — mm°E = n“D (81.9} 
(voir $ 34). Dans le repère choisi cela signifie que E, = r-*D, et 
E, — n-°D,. Ceci pris en compte, on élimine Æ,; et E, des équations 
(81.8) : 


(noi — 2?) Di+ iGs3D,= 0, 


— iGDi + (ni n°?) D, —0. 679 
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Le système de deux équations linéaires homogènes ainsi obtenu ne 
possède une solution non triviale par rapport aux composantes du 
vecteur déplacement qu'à condition de l'égalité à zéro de son déter- 
minant : 


(NS — n°2) (n5£— n°2) — GE, = 0. (81.11) 


Considérons la grandeur 
1 Font +200 : 197 : = 
= 55 (Vin + (Gs)— (ni nil. (81.12) 


De la condition précédemment introduite n,, > ñ92 il s'ensuit une 
inégalité | p | < 1, le signe de p étant le même que celui de G;4. 
On vérifie sans peine que les solutions de l'équation quadratique 
(81.11) ont pour expression 


n° = ni — PpG33. 
n° = ni + PG3s. 


Comme | G:4 | & 1, et »,, et n5 sont des nombres de l’ordre de 
l'unité, les indices de réfraction 2, et ñr. à une précision suffisante 
près valent 


(81.13) 


Ni — = ny ++ CI 5 Ra OG33. 
: (S1.14) 
UE — Nos ro PC 33 


En portant dans le système (81.10) les solutions nr -* et n° de 
(81.13), on obtient les relations des composantes des vecteur dé- 
placement D‘ et D) pour des ondes se propageant avec des vitesses 
cÎn, et c/n, respectivement 

D:" D'®* 


RE = ip. (81.15) 
t 2 


La forme générale des vecteurs D et D) satisfaisant aux rela- 
tions (81.15) est : 


D) = D) (e, + ipe,) exp [i (kr; — ot + pt1))], 


où DU exp (ip) est l'amplitude complexe, k(%) — wn,/c (« = 
— 1, 2). Les vecteurs de déplacement électrique sont les parties 
réelles de ces vecteurs complexes: 


Re D = De, cos (kr, — wt + q(1)) — pe, sin (kHz, — ot + g4?)], 
(51.17) 
Re D® — DA [—pe, sin (kr, — ot + p?) Le, cos (kr, —ot+qg). 
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En tout point fixé de l’espace les extrémités des vecteurs déplace- 
ment définis par ces égalités décrivent durant le temps T = 2x1/o 
des ellipses se trouvant dans le plan du front d onde x,= const. 
En effet, les égalités (81.17) peuvent étre respectivement écrites 
sous forme 


Re D;° = DU) cos (ot — y). 
Re D." — pD®4) sin (ot — 41) ; 
Re D} = pD® sin (wt — 4'°)). 
Re D,” = D® cos (ot — 42). 


(81.18) 


où #ÿ% — kr, — œ(a. Les formules (81.18) sont des équations 
paramétriques des ellipses avec lerapport du petit axe au grand valant 
| p | (ce rapport est habituellement appelé ellipticité). Dans le ta- 
bleau 81.1 on a montré les ellipses décrites par les extrémités des 


Tableau 81.1 


Polarisation des ondes lumineuses pour des valeurs variées du paramètre p 
(la seconde onde se propage plus vite que la première (n2 << ñ1)) 


G33 G3= 0 G33 > 0 
p p=0 O0<p<1i | p=1i 
4 4 
Re D‘ 
y 4} JL 
f 
Ai 
- LA 
Re De #à 


vecteurs Re D? et Re D(*. Ainsi les deux ondes électromagnéti- 
ques se propageant dans un cristal optiquement actif en direction 
suivant laquelle la composante normale du pseudo-tenseur de gyra- 
tion n'est pas nulle sont polarisées elliptiquement ; leurs ellipses 
de polarisation ont un même rapport d’axes mais exécutent une 
rotation de 90° l’une par rapport à l’autre et sont parcourues en des 
sens inverses. 

La polarisation elliptique est dite à droite si pour l'observateur 
faisant face à la lumière le vecteur D exécute une rotation dans le 
sens des aiguilles d'une montre, et à gauche dans le cas d’une rota- 
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tion de sens contraire *); le tableau 81.1 montre que pour G;, > 0 
l’onde qui se propage plus vite (D(*)) possède une polarisation à droi- 
te, et pour G;; << 0 une polarisation à gauche. 

L'activité optique se manifeste de façon marquée avec la propa- 
gation de la lumière suivant l'axe optique du cristal. On a alors 
Roi = oz = Ro et 


1 si G;: >0, 
dé (81.19) 


— si G33 < 0. 


Les égalités (81.18) se transforment dans ce cas en équations para- 
métriques de cercles. Aussi le long des axes optiques de cristaux 
opliquement actifs se propagent des ondes à polarisation circulaire. 
Leurs indices de réfraction. selon (81.14) et (81.19), valent 


1 

= +5 n, |G3sl, 

1. (81.20) 
R=lR—T [Gas 
Dans ce cas également pour G;, > 0 c'est l'onde polarisée à droite 
qui se propage le plus vite et pour G:3 0, c'est l'onde polarisée à 
gauche qui est la plus rapide. L'indice de réfraction de l'onde de 
polarisation circulaire à gauche est noté », ou », (d'après la première 
lettre des mots anglais left et français gauche) et à droite nr, ou ra 
(d'après les mots anglais right et français droit). Apparemment, 


1 

M= TT niG3s, 
(81.21) 
1 5 
n,=No—— N,G33- 

Si la biréfringence du cristal n'est pas trop faible, l’ellipticité 
de l’onde | p | décroît rapidement avec déviation de la normale d'onde 
de l’axe optique du cristal. Quand les termes sous le radical de Îla 


formule (81.12) deviennent égaux l’un à l’autre, | p | = V2? —1z 
= 0.414. On calcule sans peine que pour des cristaux optiquement 
uniaxes cette valeur de l’ellipticité est atteinte quand la normale 


*) Cette définition traditionnelle de la polarisation à droite et à gauche 
est adoptée dans la majorité des manuels (Shubnikov. Flint et Boky, 1940; 
Landsberg, 1957; Landau et Lifchitz, 1957; F. Fédorov. 1958; Nve, 1957; 
Shubnikov, 1958). Mais ces derniers temps une définition opposée tend à s’im- 
planter (Landau et Lifchitz. 1973; Bérestetski, Lifchitz et Pitaevski, 1968; 
Feynman. Leighton. Sands. 1964. fasc. 3). Suivant la définition traditionnelle, 
l'extrémité du vecteur D avec une polarisation à droite se meut dans l’espace 
suivant une hélice à gauche. dans la nouvelle définition cet inconvénient est 
évité. 
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d'onde est déviée de l'angle Ÿ défini par l'égalité 


2G3s 


° ‘} ri 
SHMVU= LL RE CEE cu 
] NES NS 


(81.22) 


Vu que l'ordre de grandeur de G;, est 10 4-10 -* et celui de | N-i — 
— N- | habituellement de quelques centièmes, l’angle 8 ne dépasse 
pas plusieurs degrés. Cette appréciation peut être également étendue 
aux cristaux biaxes. 

Avec la déviation subséquente de la normale d'onde de l’axe 
optique l'ellipticité devient très faible, et pour la calculer au lieu 
de (81.12) on peut utiliser la formule approchée 

HS. (81.23) 
Nos — ir 

Ainsi, suivant la plupart des directions, les ondes lumineuses 
polarisées elliptiquement qui se propagent dans des cristaux biré- 
fringents optiquement actifs, peuvent être assimilées à des ondes 
polarisées linéairement. Par contre, dans les cristaux optiquement 
actifs du système cubique et dans les corps isotropes toutes les ondes 
lumineuses sont à polarisation circulaire. 

Considérons une lumière polarisée linéairement frappant nor- 
malement une lame mince transparente d'épaisseur d découpée dans 
un cristal optiquement actif perpendiculairement à son axe optique. 
Introduisons un repère cartésien à droite X,X,X, de manière que 
l'axe X, soit dirigé suivant la normale d'onde, et l’axe X, se con- 
fonde avec la direction des vibrations de la lumière incidente heur- 
tant la lame. Soit x; = 0 la face avant (par rapport à la direction de 
propagation de la lumière) de la lame, et x; = d la face arrière. 

Le vecteur de déplacement électrique de l’onde lumineuse vibre 
immédiatement devant le cristal suivant la loi e, cos wf. En péné- 
trant dans le cristal, l’onde se divise en deux ondes de polarisation 
circulaire de même intensité; pour l’onde à gauche la direction du 
vecteur déplacement est 


e, cos (Az, — ot) — e, sin (Az; — wt), 
tandis que pour l’onde à droite 

e, cos (Az; — ot) + e, sin (4x, — ot); 
leurs vitesses respectives sont w/kt et w/kt"). Après avoir traversé 
la lame, ces ondes lumineuses se confondent de nouveau en une seule 


dont les vibrations, immédiatement après la lame. sont caractérisées 
par le vecteur 


ei [cos (Ad — wt) + cos (AM) d — wt)] — 
— e, [sin (Ad — wt) — sin (AV)d — wt)]. 
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Les transformations trigonométriques élémentaires une fois ac- 
complies et compte tenu de ce que At! + kt") = 2wn,/c, tandis que 
RCD — AU) = 2nniGss/hos Où no = of + R,) est l'indice de ré- 
fraction moyen de la lumière se propageant le long de l’axe optique, 
et À, est la longueur de l'onde lumineuse dans le vide, on obtient le 
vecteur de la direction des vibrations de l'onde sartie de la lame sous 


forme 


4 
(e: cos —e, sin se | 0e [ w (et) |]. 
ho = 20 C : 


Cela signifie que l’onde quittant le cristal est aussi polarisée linéai- 
rement, toutefois, le vecteur de polarisation a pivoté par rapport à 
sa direction initiale de l'angle 


CES (81.24) 
0 


dans le sens des aiguilles d'une montre. Aussi dit-on que lors de la 
propagation de la lumière le long de l'axe optique des cristaux actifs 
il se produit une rotation du plan de polarisation ; si Gas > 0, c'est 
une rotation à droite, si G33 << 0. c'est une rotation à gauche. Toute- 
fois. il faut tenir compte que dans le cristal se propage non pas une 
onde linéairement polarisée dont la direction de polarisation pivote 
progressivement, mais deux ondes de polarisation circulaire qui se 
déplacent à des vitesses différentes ; c’est grâce à l’interférence de 
ces ondes qu'à la sortie du cristal apparaît de nouveau une onde li- 
néairement polarisée dont la direction de polarisation fait avec la 
direction de polarisation de l'onde incidente l'angle . 

L'activité optique des cristaux est souvent caractérisée par la 
grandeur de Ia rotation spécifique, c est-à-dire par la rotation du plan 
de polarisation le long d'un chemin de 1 mn. 

L'activité optique des cristaux et, en particulier, la grandeur 
de la rotation spécifique sont essentiellement fonction de la fré- 
quence de la lumière ; ce phénomène est appelé dispersion de l’acti- 
vité optique. Si l’on dirige sur une lame, mettant en rotation le 
plan de polarisation, une lumière blanche linéairement polarisée, 
toute composante monochromatique de la lumière qui en sort sera 
linéairement polarisée maïs la position du plan de polarisation va- 
riera avec la longueur d'onde. Sans analyseur une telle lumière paraît 
blanche, mais après avoir traversé l’analyseur elle semble colorée, 
et avec la rotation de ce dernier les couleurs varient. 

Dans les intervalles de transparence du cristal la rotation spé- 
cifique « croît avec l’augmentation de la fréquence de la lumière w 
à peu près comme &*, le tenseur de gyration G, à peu près comme w, 
tandis que le tenseur d'activité optique y dépend relativement peu 
de Ja fréquence. On a donné au tableau 81.2 (À, étant la longueur 
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d'onde lumineuse dans le vide) la dépendance de la fréquence de 
ces grandeurs pour le cristal de quartz (classe 32). On constate qu'il 
est le plus commode de caractériser l’activité optique d’un cristal 


Tableau 81.2 


Dispersion de la rotation spécifique «&, des composantes du pseudo-tenseur 
de gyration G::, du tenseur d'activité optique Y::3 et du paramètre G.,A/a 
du cristal de quartz 


0. : Ga, "193, ho. ; G33, "123, 

A deg/mm 1 05 e Gssh'a | a des ts i te De Gssk/a 
686.7 | 15,55 | 1.62 | 1.15 | 0,013% | 386.1| 32.69 2.31 [1.185]! 0,0138 
656.3 17,22 1,711 1.16 | 0,0135 | 43.8] 42,37 2,10 11,19 11,0439 
589.3 | 21.67 1.93 1 1,17 | 0,0136 ! 396,91 350,98 2,97 | 1.20 (,0141 
527.0 | 27,46 | 2,17 | 1,18 | 0,0437 


tel qu il est par le tenseur y. À cette fin on peut aussi utiliser le: 
paramètre sans dimensions G:3 À. a, où a est la constante du réseau 
dans la direction de la propagation de la lumière. 

Si la normale à la lame forme un angle suffisamment grand avec 
l'axe optique du cristal, la variation de la nature de la polarisation 
de la lumière traversant cette lame différera grandement de celle 
étudiée plus haut. L'activité optique se manifeste désormais sous 
forme d'une biréfringence elliptique. Profitons du repere introduit 
au début du paragraphe : l'axe X, coïncide avec la direction de pro- 
pagation de la lumière, tandis que les axes X, et X, se confondent 
avec les axes principaux de la section centrale de l'indicatrice opti- 
que par le plan du front d onde. l'axe X, avec le plus grand et l’axe 
X,: avec le plus petit (75 > ñno2). 

Voyons un exemple simple: sur une lame elliptiquement biré- 
fringente est dirigée une lumière linéairement polarisée de direction 
de vibrations e;. En l'absence d'activité optique (G33 = 0) elle 
conserverait sa polarisation au sein de la lame et à sa sortie. Donc 
toutes les variations de la nature de polarisation d’une telle lumière 
après la traversée de la lame elliptiquement biréfringente sont ex- 
clusivement dues à l'activité optique du cristal. 

En entrant dans le cristal. l'onde linéairement polarisée se di- 
vise en deux ondes elliptiquement polarisée, comme c'est montré 
sur la figure 81.1, a. Les flèches indiquent le sens de parcours des 
ellipses (pour G:3 > 0), tandis que les points sur les ellipses mar- 
quent la position des extrémités des vecteurs D des deux ondes pour 
un certain moment. L'ellipticité p Æ G33/(n55 — n°) est fortement 
exagérée sur le dessin. Le tronçon de droite (trait gras) est la somme 
des deux vibrations ; comme il se doit, ce sont tout simplement des 
vikrations linéairement polarisées et dirigées suivant l'axe X;. 


560 


EFFETS D'ORDRES SUPEÉRIEURS 


(CH. IX 


En traversant la lame avec des vitesses différentes, les ondes acquiè- 
rent une différence de chemin. Vu que nr, > n,, l’onde décrite par 
la plus petite ellipse présente à la sortie de la lame un déphasage 


#4 


Fig. 81.1. Interférence d'ondes ellip- 
tiquement polarisées se propageant 
dans un cristal optiquement actif: 
a) division à l'entrée de la lame de 
l'onde linéairement polarisée de direc- 
tion de vibrations suivant X, en 
deux ondes elliptiquement polarisées ; 
b) interférence de ces ondes après 
traversée de la lame quart d'onde: 
c) interférence de ces ondes après tra- 
versée de la lame demi-onde. L'’ellip- 
ticite est fortement exagérée pour 
rendre le phénomène parlant. Les 
sens de contournement des ellipses 
sont donnés pour G33 > U. 


par rapport à celle décrite par 
la plus grande ellipse. En par- 


ticulier, si l'épaisseur de la 
lame 
to TL: = 
d = Rj— he ( 4 7 m Pt 
ne — ( 1. m) 
7 nos N 4 ca ? 


où m esl un entier quelconque 
(une telle lame est dite « lame 
quart d'onde »), l'onde la moins 
intense dépasse la plus intense 
d'un quart de tour. Cette situa- 
tion est représentée sur la figure 
81.1, bd. En additionnant les 
deux vibrations, on s'aperçoit 
qu'après l'interférence il sort du 
cristal une lumière elliptique- 
ment polarisée; son ellipticité 
est à peu près p et le grand axe 
de l'ellipse des vibrations, mar- 
qué en trait gras sur la figure 
81.1. b, exécute une rotation de 
l'angle ç Æ p par rapport à la 
direction des vibrations de la 
lumière incidente dans le sens 
des aiguilles d'une montre. 
Pour une lame d'épaisseur 


(+) 


(« lame demi-onde ») le déphasa- 
ge est de x. Il sort de la lame 
une lumière elliptiquement po- 
larisée dont Îles vibrations sont 


Len 


d — 


montrées sur la figure 81.1, c par une ellipse grasse ; son ellipticité 
est à peu près égale à 2p., tandis que le grand axe coïncide avec la 
direction des vibrations de la lumière incidente. 

Ces effets, par suite de la petitesse du paramètre p qui les carac- 
térise, sont très faibles. Néanmoins, avec des appareils suffisamment 
sensibles, on est en mesure de les discerner et l’activité optique est 
mesurée non seulement le long des axes optiques mais également sui- 
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vant les directions où se manifeste fortement la biréfringence (Cons- 
tantinova, Ivanov, Grétchouchnikov, 1969; Ivanov et Constanti- 
nova, 1970). Finalement il s'avère possible d'obtenir l’indicatrice 
du pseudo-tenseur de gyration (voir par exemple, fig. 81.2). 

L'activité optique des cristaux est caractérisée par le pseudo- 
tenseur de second ordre G. Comme il est du type impair, l’activité 
optique ne peut se manifester que dans les cristaux des classes non 
centrosymétriques. En général, il n’est pas symétrique et peut être 
décomposé en parties symétrique (G*) et an- 
tisymétrique (G“) (voir $ 18). Leur rôle pour 4,1 
l'activité optique des cristaux est loin d’être | 
le même. Dans les équations (81.10) déter- 
minant la nature de la polarisation des ondes 
lumineuses au sein des cristaux optiquement 
actifs figure la composante G;, du pseudo-ten- 
seur de gyration rapporté à un repère spécial 
dans lequel X, est dirigé suivant le vecteur CE 
de la normale d'onde #7. Dans un repère arbi- TIR — 
traire (en particulier dans le repère cristallo- 
physique) cette grandeur est égale à n-G-n7, 

c.-à-d. à une composante normale du pseudo- 

tenseur G en direction de n. Elle est pleine- 

ment définie par sa partie symétrique G*. 

Aussi, en étudiant la polarisation des ondes 592 Indicatri 

dans un cristal, peut-on considérer le pseudo- _j'én cido-tenceurie 
; des un pseudo-tenseur de 

tenseur de gyration comme symétrique. giration pour le quartz 

On a donné au tableau E.7 la forme du « dextrogyre, classe 
pseudo-tenseur G* pour toutes les classes cristal- 32- Le «plus» mar- 

| £ : : que une rotation dex- 
lographiques. Dans le repère cristallographi-  {ogvre et le « moins » 
que il présente 9 formes différentes. Or cela une rotation lévogy- 
ne signifie aucunement qu'il existe 9 classes re; en 10-$. 
de symétrie de l’activité optique : en attachant 
les pseudo-tenseurs donnés au tableau E.7 aux axes principaux *), 
on s'aperçoit que ces classes ne sont qu’au nombre de quatre. Elles 
ont été énumérées dans le tableau 81.3. 

Le tenseur de gyration est fonction de la fréquence. Ce phénomène 
porte le nom de dispersion de l’activité optique. Les variations du 
tenseur de gyration, dues à la dispersion, peuvent aboutir à la rota- 
tion de ses propres vecteurs et, partant, à la variation de l’orienta- 


*) Le pseudo-tenseur symétrique de second ordre est attaché aux axes 
principaux de la même façon que le tenseur symétrique de second ordre, mais 
ses valeurs propres sont des pseudo-scalaires au lieu d’être des scalaires. Aussi 
faut-il surveiller si l’on n’a pas substitué. en choisissant la direction et la numé- 
rotation des vecteurs propres, le triplet de vecteurs unitaires à gauche au tri- 
plet à droite. ou inversement : si cette substitution a eu lieu, toutes les valeurs 
propres doivent être multipliées par — 1. 
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tion du tenseur de gyration par rapport au cristal. La différence 
entre le nombre de composantes indépendantes du pseudo-tenseur 
de gyration et celui de paramètres caractérisant l’activité optique 
indique justement par combien de grandeurs est définie l’orientation 
du pseudo-tenseur de gyration relativement au cristal de la classe 
donnée. 

Toutefois à une même classe de symétrie de l'activité optique 
peut correspondre plusieurs classes de symétrie de sa dispersion. 
Ainsi pour la symétrie 222 de l’activité optique. la symétrie de sa 
dispersion peut être 222, ou 2, ou 1. On s’est déjà heurté à uñe situa- 
tion analogue en étudiant la symétrie des propriétés diélectriques des 
cristaux. Pour une symétrie 42m de l’activité optique, on distingue 
également trois classes de symétrie de sa dispersion: pour les cris- 
taux des classes 42m et mm2 les vecteurs propres sont rigidement liés 


aux éléments de symétrie du cristal; les cristaux de la classe 4 ne 
possèdent qu’un seul vecteur propre correspondant à une valeur pro- 
pre nulle ; enfin dans les cristaux de la classe m le vecteur propre 
correspondant à la valeur propre nulle peut subir une rotation avec 


Tableau 81.3 
Symétrie de l’activité optique et de sa dispersion 


A Te LS A EL 

et limites entrant dans ja 

m | K®(G (9)! n | cjase donnee de dispersion 
de l'activité optique 


Valeurs propres du pseudo- . 
tenseur de gyration K (G({S)) 


| 6 | 1 

Gin Gin Gt) 299 3 2 | 4 2 

2 fa 299 

ml | o | m 
Gen = — Gross Gis = 0 49m | 4 | 2 | a 

42m | 4 | mm2, 42m 
CHsGCaEGs | 52 |2| co? | 2 | , 32. 4. 422, 6, 622. so, 

002 

Gp = Gin = Gi | 00 90 | 1 | 0 | 1 | 23, 432, > 


Notations. A(G(S))— classe de symétrie de l’activité optique, K%(G{S)) — classe 
de symétrie de la dispersion d'activité optique, m — nombre de paramètres caractérisant 
Me optique, n — nombre de composantes indépendantes du pseudo-tenseur symétri- 
que de gyration. 
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la variation de la fréquence en restant constamment dans le plan 
de symétrie du cristal, tandis que les deux autres vecteurs propres 
tournent avec lui chacun conservant toujours une inclinaison de 45° 
par rapport au plan de symétrie. En tout il y a 8 classes de symétrie 
de la dispersion d'activité optique: on les a également énumérées au 
tableau 81.3. 

L'activité optique se manifeste sous forme d'une biréfringence 
élliptique ou circulaire: la lumière monochromatique traversant 
un cristal se décompose en deux ondes polarisées elliptiquement ou 
circulairement d'orientation opposée qui se propagent à des vitesses 
différentes. Il faut pour cela que la composante du pseudo-tenseur 
de gyration en direction de la normale d'onde m-G-m ne soit pas 
nulle, or il a été montré au $ 44 que de telles composantes ne peu- 
vent être différentes de zéro que dans les directions hélicoiïdales 
(voir fig. 44.1, d). La direction n’est hélicoïdale que dans le cas et 
seulement dans le cas où dans le groupe de symétrie du cristal il 
ne s’observe aucune opération transformant la direction donnée 
en elle-même, mais transformant simultanément l'hélice à droite 
en hélice à gauche. à savoir: inversions, réflexions dans un miroir, 
perpendiculaire à la direction donnée, d’une rotation inverse (ou 
avec miroir) quelconque autour de l’axe coïncidant avec la direction 
considérée, et. enfin, réflexions dans tout miroir contenant la direc- 
tion donnée. Les directions non hélicoïdales et les directions héli- 
coïdales singulières ont été données pour toutes les classes des cris- 
taux dans le tableau C.i. Si dans le nombre d'opérations de symé- 
trie d’un cristal entre une inversion, autrement dit si le cristal est 
centré, aucune des directions dans le cristal ne peut être hélicoïdale, 
et le cristal ne peut être donc optiquement actif. 

Si parmi les opérations du cristal il n'y a aucune opération de 
seconde espèce, c’est-à-dire si le cristal est énantiomorphe, toute di- 
rection est alors hélicoïdale. C’est seulement dans de tels cristaux 
qu'une biréfringence elliptique ou circulaire suivant toute direction 
est possible *). Toutes les substances énantiomorphes peuvent, en 
principe, exister en deux modifications: dextrogvre et lévogyre. 
Les pseudo-tenseurs de gyration des modifications dextrogyre et 
lévogyre sont mutuellement opposés: Gjey = —Guextr (il est admis 
d'indiquer dans les tables les valeurs de la modification dextrogyre). 
Donc si dans une certaine direction d’une des modifications énantio- 
morphes la plus rapide est l’onde polarisée à droite, dans la seconde 


*) Or cela ne signifie nullement qu'elle s’observe obligatoirement dans 
toutes les directions. Pour le quartz, par exemple, les composantes normales du 
pseudo-tenseur de giration possèdent des signes inverses suivant la direction 
de l’axe de symétrie principal et suivant les directions qui lui sont perpendicu- 
laires. 11 s'ensuit l'existence d’un cône de directions dans lesquelles cette com- 

osante normale est nulle et la biréfringence est linéaire (voir fig. 81.2). Toute- 
ois, la symétrie des cristaux de quartz (classe 32) n'implique pas l'existence 
de telles directions. 


36* 
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la plus rapide est l'onde polarisée à gauche se propageant suivant 
la direction concernée. 

La manifestation la plus marquante de l'activité optique des 
cristaux est la rotation du plan de polarisation de la lumière se pro- 
pageant suivant l'axe optique. Dans les milieux gyrotropes et dans 
les cristaux énantiomorphes du système cubique elle est possible 
suivant toute direction et la rotation spécifique est la même suivant 
ces directions (pour une lumière de fréquence considérée). Dans les 
cristaux énantiomorphes de catégorie moyenne elle ne s’observe que 
suivant leur axe optique unique. Les cristaux de catégorie inférieure 
ont deux axes optiques. Dans la classe 222 ils sont symétriquement 
équivalents, de sorte que la rotation autour des deux axes s'effectue 
dans le même sens et d’un angle égal. Dans la classe 1 les axes opti- 
ques sont complètement indépendants et leurs rotations spécifiques 
sont différentes. Dans les cristaux de la classe 2 les deux situations 
peuvent se présenter, suivant que l’axe de symétrie se trouve dans 
le plan des axes optiques ou dans le plan qui lui est perpendiculaire. 
En réalité les deux cas s’observent ; le premier dans les cristaux de 
l'acide tartrique, le second dans les cristaux du surce et de la man- 
nométhylose. 

Voyons maintenant les cristaux non centrés et les milieux dont 
le croupe de symétrie comporte des opérations de seconde espèce. 
L'un de ces groupes, à savoir com, interdit les directions hélicoïdales 
et. partant, l’activité optique. En effet, toute direction se trouve 
dans ce cas dans l’un des plans de symétrie et pour cette raison, ne 
peut donc être une direction hélicoïdale. Comme l’activité optique 
est décrite par le pseudo-tenseur de second ordre, en vertu du théo- 
rème de Hermann on ne peut observer l’activité optique dans les 
cristaux des classes 3m, 4mm, 6mm. bien que les directions hélicoï- 
dales y existent. Le théorème de Hermann interdit aussi l'activité 


optique dans les cristaux des classes 6, 6m2 et 43m: en substituant 
dans ces classes les axes d'ordre infini aux axes ternaires, on aboutit 
respectivement aux classes centrosymétriques limites oo/m, co/mm 
et cocom. 

Ainsi, quatre classes seulement, munies d'opérations de seconde 


espèce. autorisent l’activité optique: m, mm2, 4 et 42m. Les direc- 
tions coïincidant avec les axes 4 ou se trouvant dans les plans de symé- 
trie y sont non hélicoïdales. En réalité, tous les cristaux de ces clas- 
ses possèdent des plans perpendiculaires les uns aux autres et con- 
stitués de directions suivant lesquelles l’activité optique ne se 


manifeste pas, car la symétrie de leur tenseur de gyration est 42m. 
Toute direction hélicoïdale dextrogyre se transforme dans les cris- 
taux de ce type par des opérations de symétrie de seconde espèce 
en une direction hélicoïdale lévogyre, et inversement. C’est pourquoi 
dans ces cristaux les directions hélicoïdales dextrogyres et lévogyres 
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s’observent, pour ainsi dire, en quantités égales. La rotation du plan 
de polarisation de la lumière se propageant le long de l’axe optique 
n’est possible que dans deux classes de ce type: m et mm2 et ceci à 
la condition que les axes optiques ne se trouvent pas dans des plans 
de symétrie. Dans ce cas le long des deux axes optiques la grandeur 
de la rotation est la même. mais de sens opposé. On a illustré sur la 


VIE] 


Fig. 81.3. Rotation du plan Fig. 81.4. Rotation spécifique du 


de polarisation de la lumière 
se propageant suivant les 
axes optiques d’un cristal de 
classe mm2. Projection sté- 
réographique. On désigne 
par traits mixtes les axes 
optiques, par des flèches cir- 
culaires autour des axes les 
sens de rotation du plan de 


plan de polarisation d’un cristal de 
thiogallate de cadmium (classe 4) 
dans le plan (001); en K/mm (Hob- 
den, 1969). On voit que le pseudo- 
tenseur de giration possède la <yiné- 
trie 42m, mais ses axes de symétrie 
de second ordre ne coïncident pas 
avec les axes cristallophysiques X,. 


c'est-à-dire avec {1QUI, et Xe, c'est-a- 


polarisation. Suivant l'axe dire [016]. 


aa on a une rotation lévo- 

gyre, suivant l'axe bb une 

rotation dextrogyre de même 
intensite. 


figure 81.3 cette déduction sur l'exemple de rotation du plan de pola- 
risation dans les cristaux de la classe mm2. Cette rotation a été ob- 
servée dans le cristal du nitrate de sodium appartenant à cette classe 
(Chern, Phillips, 1970) et dans le zincite-germanate de sodium 
Na.ZnGeO, de la classe m (Kozyrev, Guilvarg, Grétchouchnikov, 
Belov, 1973). 

Si pour un cristal uniaxe de la classe optiquement active les 
indices de réfraction Y, et N. deviennent égaux l’un à l'autre avec 
une certaine longueur d'onde, la rotation du plan de polarisation 
de la lumière s’observe pour cette longueur d'onde dans toutes les 
directions autorisées par la symétrie de l'activité optique. C'est 
ainsi que pour le cristal du thiogallate d'argent AgGaS, (classe 42m) 
la biréfringence inverse le signe quand la longueur d'onde À = 4974 A. 
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Sur cette longueur d'onde Hobden (Hobden, 1968) observa une rota- 
tion du plan de polarisation ; avec la propagation de la lumière le 
long des axes cristallophysiques X, et X, la rotation spécifique pré- 
sente, comme il se doit. des signes opposés (voir fig. 44.4). Des ob- 
servations analogues ont été enregistrées sur les cristaux du thiogal- 


late de cadmium (classe 4); la figure 81.4 illustre ces résultats. 

Passons à l’étude de la partie antisymétrique du pseudo-tenseur 
de gvration G(°. Le pseudo-tenseur antisymétrique de second ordre 
est dual au vecteur polaire ordinaire: 8 {V*} = V; la partie anti- 
symétrique du pseudo-tenseur de giration ne peut donc être non 
nulle que pour les cristaux dont la symétrie permet l'existence du 
vecteur matériel. c'est-à-dire pour les cristaux et les textures ap- 
partenant aux classes pyro-électriques 


1. 2, 3, 4. 6. co, m, mm2, 3m, 4mm, Gmm, com. 


Parmi les classes énumérées, à côté des classes admettant l'activité 
optique dans son sens commun il existe des classes qui ne l’admet- 
tent pas: 

3m. 4mm. Gmm. com. 


Les cristaux et les textures de ces classes seront dits de faible activité 
optique ; Agranovich et Ginzburg (1966) utilisent pour ces derniers le 
terme faiblement gyrotropes. Leurs pseudo-tenseurs de gyration sont 
antisymétriques. La nature de la polarisation de la lumière se pro- 
pageant dans les cristaux de faible activité optique est fort curieuse. 
Les vecteurs de déplacement électrique de toutes les ondes lumineuses 
se propageant dans tels cristaux sont polarisés linéairement. Si l’acti- 
vité optique avait été absente, le vecteur intensité du champ élec- 
trique de l'onde lumineuse aurait été polarisé linéairement (bien 
qu'à proprement parler il eüt dü quitter le plan du front d'onde) 
et toute l'onde aurait pu ètre considérée comme polarisée linéaire- 
ment. Avec l'existence de l'activité optique le vecteur intensité du 
champ électrique est lie au vecteur de déplacement électrique par les 
équations matérielles (81.7) qui, en cas de faible activité, prennent 
la forme 


E = n D = imh-D; (81.25) 
h est ici un vecteur dual du pseudo-tenseur antisymétrique G: 
Î 
Gin = Out, hi d;jnG ju : (81.26) 


dans les cristaux de la catégorie moyenne il est parallèle à l’axe 
optique. Pour les ondes se propageant le long de l'axe optique et, 
généralement, pour toutes les ondes ordinaires h-D = 0, de sorte 
que le vecteur E de l'onde ordinaire est linéairement polarisé. Pour 
une onde extraordinaire le vecteur E est, au contraire, polarisé ellip- 
tiquement, l’ellipse se disposant dans le plan passant par l’axe opti- 
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que du cristal et la normale d onde, c'est-à-dire perpendiculaire au 
front d'onde. C'est ce qui doit arriver vu que c’est la seule forme de 
polarisation elliptique possible dans une direction non hélicoïdale. 
Le vecteur d'intensité E devient deux fois par période purement lon- 
gitudinal. d ailleurs à ces instants il est très petit (Ejong — hEamn ) 
en raison de la faible (d'ordre de =) ellipticité. 

La faible activité optique a été pour la première fois discernée 
par F. Fédorov (1959). Elle doit se manifester lors de la réflexion et 
de la réfraction de la lumière, vu que les conditions aux limites exi- 
gent la continuité de la composante tangentielle du vecteur intensité 
à la surface de séparation. 

Sur les questions de l’activité optique des cristaux voir, par exem- 
ple, F. Fédorov (1959a et 1975); Bokouth et Serdioukov (1971); 
Bokouth. Serdioukov et Fédorov (1970); V. Alexandrov (1970); 
Arganovich et Ginzburg (1972). 
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On entend sous activité optique artificielle (induite) l'apparition 
ou la variation de l'activité optique sous l'effet de sollicitations exté- 
rieures : champs électrique ou magnétique, contraintes mécaniques, 
etc. On a récemment observé l'effet du champ électrique sur l’acti- 
vité optique des cristaux (effet électrogyratoire (Vlokh, 1971) *) 
prédit par Sholudev (1964): dans un champ électrique d'intensité E 
le pseudo-tenseur de gyration vaut 


Gi5(E) = GS — A ;5nEn + BijmErEr (82.1) 


La symétrie interne du pseudo-tenseur À vaut € [F°] V (on néglige 
la faible activité optique). Cest un tenseur de type pair (sa forme 
est donnée au tabl. E.14) et pour tout sous-système il se confond avec 
la forme du tenseur F [V?] de la classe énantiomorphe de ce sous- 
système (comp. avec tabl. E.11). Bien que les tenseurs de type pair 
ne s annulent pas habituellement, ce tenseur devient nul dans deux 
sous-systèmes : oo com et mäm. Donc dans des corps isotropes l'effet 
électrogyratoire linéaire est impossible. Parmi les classes où cet 
effet est possible il y en a celles pour lesquelles l’activité optique 
est interdite ; elles sont donc particulièrement commodes pour son 
observation. 

Le pseudo-tenseur B de symétrie interne e [V?]2 est de type im- 
pair. Aihsi dans les cristaux centrés l'électrogyration quadratique 
est impossible. Le tenseur de même aspect décrit l’influence (jus- 
qu'ici. à ce qu'il paraît, non observée) des contraintes mécaniques 
sur l'activité optique (Ranganath, Ramaseshnan, 1969). 

*) Un effet analogue a été noté par Chouvalov et Ivanov (1964) pour cer- 


tains seignetto-électriques (inversion du signe de l’activité optique avec la 
repolurisation du cristal). 
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L'activité optique artificielle peut au contraire apparaitre sous 
l'effet d’un champ magnétique et dans des corps isotropes : elle a été 
observée depuis longtemps. En 1846 Faraday a constaté que si un 
corps isotrope transparent optiquement inactif placé dans un champ 
magnétique homogène est frappé dans la direction des lignes de forces 
magnétiques par une lumière linéairement polarisée, la lumiere qui 
en sort est alors également linéairement polarisée, mais le plan de 
sa polarisation subit une rotation par rapport au plan de polarisa- 
tion de la lumière incidente d'angle proportionnel à la longueur du 
chemin parcouru par la lumière dans la substance et à l'intensité 
du champ magnétique. 

L'activité optique, constatée par Faraday, est due au fait que 
le tenseur d'imperméabilité diélectrique des cristaux (et des corps 
isotropes) varie quelque peu dans le champ magnétique. I] s'ensuit 
de la thermodynamique des processus irréversibles que l’adjonction 
complexe An = & —+ ié au tenseur d'imperméabilité diélectrique n 
introduite par le champ magnétique d intensité F vérifie la relation 
An (4) = Ana (—H) ou 


Cyr CH) = Gr (AH), Sn (D) = Es (—H). (82.2) 


D'autre part, pour les cristaux transparents cette adjonction (comme 
d’ailleurs tout le tenseur n) est hermitienne. autrement dit sa partie 
réelle est symétrique, tandis que la partie imaginaire est antisymé- 
trique : 


Cyn (H) = En (H), je (A) = — ii; (H). (82.3) 


En confrontant les conditions (82.2) et (82.3), on constate que Ë 
sont des fonctions paires et & des fonctions impaires de l'intensité 
du champ magnétique. En première approximation 


Gin = CjximA 1H ms 8 = C :HH; (82.4) 
Sin = {jrs 5 = Î-H. (82.5) 
Les tenseurs C et f vérifient les relations 
Cirim = Chjim = Cjrmi = Crimb (82.6) 
fine = —Jrjr (82.1) 


L'effet le plus important est apparemment celui lié à l'adjonction 

if-H linéaire en H au tenseur d’imperméabilité diélectrique n,. 
Profitons des relations de dualité et substituons le tenseur F 

au pseudo-tenseur f antisymetrique par rapport aux deux indices: 


1 
Fa ri Oisnfints int = OjrmF mi- (82.8) 


On obtient alors au lieu de (82.5) 
Sjn = djriFimAm 8 = 1 X F-H, (82.9) 


LU 
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de sorte que les composantes du tenseur d'imperméabilité dielectri- 
que modifié par le champ magnétique, si l'on ne tient compte que 
de termes linéaires en H du développement, valent n — il :: F-H, 
tandis que la relation entre l'intensité et le déplacement du champ 
électrique de l’onde lumineuse traversant le cristal plongé dans le 
champ magnétique est de la forme 


E; = (ne + iô;n1FimHm) Dry EE =n-D +<iD “ F-H. (82.10) 


Elle rappelle beaucoup l'équation matérielle du milieu optiquement 
actif (81.7) et se confondrait avec elle complètement si l on identi- 
fiait les vecteurs axiaux F-H et G-m. Quant à la grandeur m-G-m 
caractérisant quantitativement l'activité optique dans la direction m, 
il lui correspond le pseudo-tenseur m-F:/H. 

Ainsi, un milieu transparent, isotrope ou anisotrope, devient dans 
un champ magnétique optiquement actif: les ondes lumineuses qui 
s'y propagent sont polarisées elliptiquement ou circulairement. 
C'est justement l'effet de Faraday. En général, il est très faible, 
habituellement de beaucoup plus faible que l'activité optique natu- 
relle, aussi on ne peut l’observer que dans un milieu optiquement 
isotrope ou si la lumière se propage le long de l'axe optique du cristal. 
Dans ce cas l’activité optique artificielle engendrée par le champ 
magnétique se manifeste par une rotation du plan de polarisation: 
le plan de polarisation d’une lumière linéairement polarisee ayant 
traversé une couche d'épaisseur d subit une rotation par rapport à 
sa position initiale d'angle 


and anîd 
 — F Fam;,H;= un m-F-H (52.11} 


dans le sens des aiguilles d’une montre. nr, est ici l'indice de re- 
fraction d'ondes se propageant le long de l'axe optique, À, la lon- 
gueur d'onde de la lumière dans le vide, m le vecteur unité de la 
normale d'onde, F le tenseur des coefficients de Faraday. H l'intensité 
du champ magnétique. 

Si le milieu est optiquement isotrope, F;, = Fô;,, et la rotation 
de Faraday du plan de polarisation se caractérise par la constante 
de Verdet V = nnF/,:; pour les substances non magnétiques (verre, 
eau. sulfure de carbone) elle est d'ordre d’une seconde angulaire par 
œrsted x centimètre. Dans les matériaux magnétiques l'effet est 
manifestement plus fort ; il est proportionnel dans ce cas non pas à 
l'intensité du champ magnétique mais à l’aimentation du matériau. 

En première approximation le champ magnétique n exerce aucune 
influence sur la lumière se propageant dans la direction m perpendi- 
culaire au vecteur axial F-H; il faut dans ce cas tenir compte des 
adjonctions quadratiques en H aux composantes du tenseur d imper- 
méabilité diélectrique définies par la formule (52.4). Le tenseur 
s = C : HH est réel et symétrique; il décrit la biréfringence artifi- 
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<ielle : sous forme pure, si la direction de propagation de la lumière 
se confond avec celle de l’axe optique du cristal, et, sur un fond de 
birefringence naturelle beaucoup plus forte, dans le cas contraire. 
C’est l'effet de Cotton-Mouton, absolument analogue à l'effet de Kerr 
étudié au $71, mais beacoup plus faible *). C est le tenseur de Cotton- 
Mouton de symétrie interne [V*[®. 

L'aptitude de la substance d acquérir dans un champ magné- 
tique une activité optique est caractérisée par le tenseur matériel F. 
Comme cette propriété est propre également aux substances centrées 
(en particulier, aux corps isotropes) qui sont démunies de structure 
magnétique. le tenseur de Faraday F est du type pair. Il s'ensuit que 
F-H est un vecteur de champ magnétique, c est-à-dire un vecteur 
axial inversant son sens avec le renversement du temps. Vu que 
le vecteur de la normale d'onde m"m inverse également son sens avec 
le renversement du temps. m-F-H s'avère, de même que m°:G:m, 
un pseudo-scalaire de type électrique. c'est-à-dire de symétrie oo oo 1’ 
(voir $ 68) **). 

La symétrie de l’activité optique de Faraday differe sensiblement 
de celle de l’activité optique naturelle. Tandis que l'activité optique 
naturelle ne se manifeste que suivant les directions hélicoïdales, 
l'activité optique de Faraday est aussi possible suivant les directions 
non hélicoïdales. En effet, un corps centré le demeure également au 
sein d'un champ magnétique, vu que ce dernier est aussi doué d'un 
centre de symétrie : il est ainsi démuni de directions hélicoïdales mais 
la rotation du plan de polarisation a quand mème lieu. Dans les 
cristaux et les corps isotropes placés dans un champ magnétique 
toutes les directions pour lesquelles la composante normale du vec- 
teur axial F-H n'est pas nulle sont axiales (voir $ 14. 44 et l'an- 
nexe C). Suivant ces directions les vitesses sont différentes non pas 
pour des ondes polarisées à droite et à gauche, mais pour des ondes 
pour lesquelles le sens de parcours du cercle ou de l’ellipse de pola- 
risation coïncide avec celui du vecteur axial ou lui est opposé. Ainsi, 
pour l'activité optique naturelle, l'électrogrration et la piezogyra- 
tion hypothétique, la biréfringence circulaire (elliptique) est h e - 
licoïdadle, tandis que pour l'effet de Faraday elleestaxiale 
dans des milieux optiquement inactifs. La différence entre ces deux 
types est très marquée si l’on réfléchit la lumière ayant traverse 
un milieu actif dans un miroir, en la dirigeant suivant le chemin déjà 
parcouru dans le sens inverse. Avec la réflexion, l'orientation héli- 
coïdale s'inverse (une lumière polarisée à droite devient polarisée 
à gauche), tandis que l'orientation axiale ne varie pas. C'est ainsi 
qu'avec une biréfringence circulaire ou elliptique du type hélicoïdal 
la différence de chemin acquise par deux ondes dans le sens direct 


*) Les cristaux ferro- et antiferromagnétiques constituent une exception 
{voir Smolenski. Pissarev. Signy. Kolpakova, Titova. 1972). 
**) Pour plus de détails sur le tenseur de Faraday voir Ranganath (1972). 
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s’anuule au cours de leur mouvement dans le sens inverse ; par contre, 
avec une biréfringence du type axial la différence de chemin continue 
à augmenter au cours du mouvement dans le sans inverse et permet 
ainsi d'utiliser la réflexion multiple pour l'accroissement de l'effet. 

Toutefois, le terme d’« axial » ne doit pas être pris à la lettre. 
S'il re s'agissait que de la direction axiale, la biréfringence circu- 
laire du type axial s'observerait avec la propagation de la lumière 
le long d'axes optiques des cristaux des classes centrosymétriques 
de catégorie moyenne (3, 4/m, 6/m) en l'absence de champ magné- 
tique. or elle ne s'observe pas dans ces conditions. [l ressort immé- 
diatement de l'explication de l'effet de Faraday que les directions 
de la biréfringence circulaire ou elliptique du type axial ne peuvent 
être que les directions axiales magnétiques, c’est-à-dire les 
directions dont le degré de symétrie n’est pas supérieur à co/mm'. 
Cette dissymétrie de direction est possible non seulement dans un 
milieu non magnétique sous l’action d’un champ magnétique exté- 
rieur, mais également dans des cristaux ferromagnétiques (voir $ 70). 
Pour cette raison l'activité optique de Faraday (artificielle) est 


Tableau 82.1 


Propriétés optiques des directions. leurs notations symboliques 
et leur symétrie 


Vitesse de la lumière avec l'inver-ion de la propagation 


Lumière pouvant ne varie pas 
se propager 
dans :3 direction 
dornve 


pour la lumière 
d'orientation hélicoi- 
dale donnée 


pour la lumière varie 
d'orientation 
axiale donnve 


naturelle — o/mm\ Ce) o/m’m 


linéairement ; , 
pola tisee — mm Î mmm 


polarisée cir- _ Co) (e) = | . 
culairement Co /mm œo2 


larisee elli Œ 0 
dune 8 -() 22° ( = (=. e\2272 
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étudiée dans ce qui suit sans attacher d'importance à sa nature arti- 
ficielle ou naturelle. Bien que l'explication de l’activité optique 
naturelle de Faraday des cristaux ferromagnétiques (voir Krintchik 
et Tchetkine, 1969) diffère quelque peu de celle donnée plus haut de 
l'effet de Faraday, la symétrie est dans les deux cas la même. 


Tous les cas logiquement possibles des propriétés des directions sont yroupés 
dans le tableau 82.1. A côté des directions déjà connues de biréfringence circu- 
laire de type hélicoïdal (symétrie 21”) 
et axial (oœ/mm’). on y a inséré encore 
un type de direction démunie aussi bien 
de biréfringence circulaire axiale qu’hé- 
licoïdale, mais selon laquelle la lumière 
se propage à des vitesses différentes dans 
des sens inverses. Les opérations entrant 
dans son groupe de symétrie /m’m 
transforment l'hélice à droite en hélice 
à gauche et une orientation axiale en une 
autre sans varier le sens de propagation. 
La dissymétrie, nécessaire à birefrin- 
gence linéaire. a été étudiée au $ 25 (el- 
le y est appelée tout simplement biré- 
fringence). La composition de dissymé- 
tries ot par les biréfringences linéaire 
et circulaire de l’un ou de l’autre type 
aboutit à une biréfringence elliptique de 
type approprié. Le tableau 82.1 permet de 
déterminer les propriétés optiques de 
toute direction dans un cristal quelcon- 
que 11 faut pour cela trouver le groupe 

e symétrie magnétique de Ja direction 
considérée 


Gairec = G A oo /mm1'. (82.12) 


où G est le groupe de symétrie du cristal, 
tandis que l’axe « est parallèle à la direc- 
tion qui nous intéresse. Si le cristal est 
soumis à des sollicitations extérieures: 
contrainte, uniaxiale. champ magnétique ou électrique, il faut porter dans la 
relation (82.12) au lieu de G 


Ger. son =GfNGson; (82.13) 


où Gsoll est le groupe de symétrie magnétique de la sollicitation oo/mm1”, 
com” où c/mm respectivement. Ensuite, il faut déterminer lesquels des dix 
groupes de symétrie magnétique Gopt du tableau 82.1 sont ceux qui constituent 
des surgroupes du groupe de symétrie, obtenu par la formule (82.12). de direc- 
tion 


Fig. 82.1. Schéma hiérarchique des 
groupes de symétrie des propriètes 
optiques des directions. 


Gopt _ Gäirec (82.14) 


et d'en choisir celui qui est le moins élevé, ce sera justement le zroupe qui 
détermine la symétrie des propriétés optiques de la direction donnée. A cette 
fin on peut profiter du schéma hiérarchique de ces groupes, représenté sur la 
figure 82.1. Comme toujours, l'interdiction de l'effet est de nature absolue, mais 
s’il est permis cela n'implique pas obligatoirement sa réalisation. En tout cas, 
les cristaux transparents possédant un ordre magnétique peuvent présenter 
des propriétés optiques très originales; certaines d'entre elles sont prévues par 
le tableau donné, mais jusque-là, à ce qu'il paraît, n'ont pas éte observees. 
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$ 83. Activité acoustique des cristaux 


L'influence de la dispersion spatiale sur la propagation d'ondes élastiques 
dans les cristaux non centrés et des corps gyrotropes constitue l'activité acousti- 
que. l’analogue acoustique de l’activité Apuque (Andronov, 1960). La loi de 
Hooke généralisée (51.3). compte tenu de la dispersion spatiale, prend en pre- 
mière approximation la forme 


de 
Cij=CjhieRt + dijkin . ; (83.1) 


Le tenseur de gyration acoustique b caractérisant la dispersion spatiale des pro- 
priétés élastiques du cristal est symétrique, comme c. par rapport au premier 
(ij) et au second (ki) couple d'indices; cela permet d'écrire (83.1) sous forme 


ou 
OZ, 


2u : 
Jij—=Cijkl + bijhin REP (83.2) 
(comp. avec le passage de la formule (51.3) à la formule (51,13)). De là on tire 
la variation des équations d’élastodynamique (51.14) due à la prise en compte 


de la dispersion spatiale 


dur | Bug du; 
Cijkl d2107 + bijhin dcidtiden À dt * (83.3) 
Pour des ondes planes u = Ap exp [(2xi/à.) (m-r — vt)] les équations (83.3) 
prennent la forme 


Ccipremims + Cxilh) bijpmmimumal pr = pv°p}, (83.4) 
{m.c-em + (2ni/À) m-b: mm]l-p = pvp. 


Ce sont les équations de Christoffel pour des cristaux acoustiquement actifs. 
Elles montrent qu’en acoustique cristalline, comme dans la théorie de l’activité 
optique. en première approximation, la dispersion spatiale aboutit à une adjonc- 
tion purement imaginaire au tenseur c, et l’absence d'absorption signifie que 
le tenseur complexe c:, + (2xi/À) b\,,m, est hermitien, de sorte que sa partie 
imaginaire est antisymétrique: b1,, — —b,31n. Ainsi, la symétrie interne du 
tenseur b est {[V2]2} V. Puisque dans l'équation fondamentale (83.4) le tenseur b 
figure sous forme de m-b: mm, sa partie essentielle est la partie symétrique 
par rapport au premier, quatrième et cinquième indices, le tenseur symétrique 
de gyration acoustique. Pour ce dernier, l’antisymétrie par rapport à la permuta- 
tion des premier et second couples d'indices se réduit à l’antisymétrie par rap- 
port aux second et troisième indices, de sorte que sa symétrie interne s'avère 
égale à {V=} [VS]. Cela permet d'utiliser la relation de dualité {V2} [V3] — 
= &V [V3] et d'introduire le pseudo-tenseur de gyration acoustique g: 


EL 4 
Ssiln = 7 Ôsinbiinin 
| (83.5) 
LT 
Fa bijhin = ÔjhsZsitn: 


En se servant du pseudo-tenseur g, on détermine le vecteur axial de gyration 
acoustique dépendant de la direction de la normale d'onde m 


Q=gimmm, Qs = SgsinmiMmmMne (83.6) 
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Avec le tenseur de Christoffel M = m-e-m introduit au & 56, le vecteur axial 
permet de réduire les équations de Christoffel (83.4) à leur forme définitive 


(Mn + iÔÿn1Qù) Pr = OÙpj, 
M-p +ip X Q = pp. (83.7) 
Ainsi, le pseudo-tenseur de gyration acoustique g. de symétrie interne 
eV [V3], définit, pour l'essentiel, l'activité acoustique des cristaux. Dans le 
cas général (c’est-à-dire pour les cristaux de la classe 1) il a 30 composantes 
indépendantes, tandis que le tenseur b de symétrie {[V2}?} V, qui décrit de 
façon exhaustive l'activité acoustique, en possède 45 
Les pseudo-tenseurs matériels eV [V3] ne figurent pas dans l'annexe E *). 
La forme de ces pseudo-tenseurs peut être obtenue pour toutes les classes cristal- 
lographiques non centrosymétriques par décomposition en parties irréductibles 
(voir $ 52), en utilisant la méthode basée sur la théorie des représentations des 
roupes. Représentons le pseudo-tenseur g sous forme 


g= gt) gls1): (83.8) 
eo =easne, el = ein Gino: 


le pseudo-tenseur g{s} est donc symétrique par rapport à tous les indices. tandis 
que g{%1} l’est seulement par rapport aux trois derniers indices, et s’il est symé- 
trisé par rapport à tous les indices, il s'annule. 

On peut montrer (c’est à quoi sert la théorie des représentations) que le 
pseudo-tenseur g!*} est composé des parties se transformant comme le pseudo- 
scalaire Î, le pseudo-déviateur D et le pseudo-noneur N. tandis que gl%) est 
constitué des parties se transformant comme le vecteur Ÿ, le pseudo-déviateur D 
et le septeur S. A partir de ces grandeurs on est en mesure de composer univo- 


quement les tenseurs de symétrie interne de g{#} et g{%1} aux coefficients numéri- 
ques près, à savoir, 


gun 1 6ciônn+ DÉônn+ VE) + 


+ En ôn VS + (D 55 — DE Gun) +618). (83.9) 


Les indices en exposant indiquent ici à quel tenseur £{*} ou g{%} appartient le 
terme de développement considéré. En portant dans ce développement les 
formes générales des tenseurs irréductibles, invariant relativement aux groupes 
cristallographiques (voir tabl. 47.3), on aboutit à la forme générale du pseudo- 
tenseur g pour les groupes appropriés. 

En portant le développement (83.9) dans (83.6), on obtient la formule 
générale du vecteur axial de gyration acoustique 


Qu =T me 6egnm y 80 + (DES + DEP) my 
+5 (DE DE) mama Bin SL mymamr+ NS mimams, (53.10) 
Q=1 m+ mx CLR (DU + DS). m4 
++ [rm (D) D131}).m] m—+ m x S\31) : mm NN) : mmm. 
7 +) Pour les groupes cristallografiques composés uniquement d’opérations 
de première espèce l'aspect des pseudo-tenseurs eV [V3] coïncide avec celui des 


tenseurs Ÿ [V3] donnés au tableau E. 17. Le pseudo-tenseur de quatrième rang 
de forme générale a été étudié par Barkovski (1970). 
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En utilisant la formule (83.10), on peut obtenir le vecteur @ pour toute 
classe cristallographique non centrosymetrique et toute direction de la normale 
d'onde m et écrire le système d'équations de Christoffel (83.7). En résolvant 
ce système, admettons que le problème d’acoustique cristalline correspondant 
est déjà résolu sans la prise en compte d’activité acoustique. c.-à-d. que sont 
connues les vitesses v,, et les vecteurs de polarisation réels p(°!) d'ondes élasti- 
ques. vérifiant les équations M-p — pv?p. et établissons ensuite comment ces 
grandeurs varient sous l'effet de l'activité acoustique du cristal. 

Considérons d’abord le cas où la normale d'onde m n’est pas un axe acous- 
tique du cristal. Dans le système de coordonnées construit sur la base de: vec- 
teurs pi) le système (83.7) prend la forme 


Ep (251 — 0°) pa + iQaPe — iQoPs = 0, 
—iQspi + 9 (162 — 1?) pa + iQupa = 0, (S5.11) 
iQ2P1 — iQ1Ps + 0 (133 — 1%) pa = 0. 


Le rapport @:(pu°) est toujours petit. de l'ordre de a/À. où a est le para- 
mètre du réseau. À la longueur d'onde; on admettra que sont également petits 
les rapports du type Q.lp (v$2 — c%,)]. or il faut pour cela que la normale d'onde 
soit suffisamment éloignée des axes acoustiques. A cette condition le systè- 
ne (83.11) peut être resolu en appliquant des méthodes approximatives. Elles 

onnent 


QË Q5 
RE 55.12 
A Fu p* (La — v51) P° (5e —vü) ? n 

pu) = pol) — 103 p'=)— 1Q: ps). (83.13) 


P (1$s — V5) 


Par permutalion cyclique on obtient de (83.12) vw. et v; et de (83.13) pt?) et 
p®). La confrontation de ces formules avec les formules correspondantes de Ja 
théorie de l'activité optique des cristaux (81.13) et (81.16) montre que le phéno- 
mène étudié rappelle fortement la propagation de la lumière dans un cristal 
optiquement actif suivant une direction suffisamment éloignee de l'axe optique 
(quand | n5 — n55 | > | Gas 1). L'activité acoustique se manifeste également 
dans ce que la polarisation d'ondes au lieu de linéaire devient elliptique. l'el- 
lipticité étant faible: l’ordre du rapport du paramètre caractérisant l’activité 
à celui caractérisant l’anisotropie est égal à G;3/(n75 — n5°) dans la théorie 
de l’activité optique, et à Q3.{[p (13e — vé1)] dans ja théorie de l'activite acousti- 
que. Dans les deux cas la variation de vitesse due à l’activité est proportion- 
uelle au produit de ce rapport par le paramètre d'activité, c’est-à-dire est de 
second ordre de petitesse. 

Un cas particulier de la formule (83.13) peut présenter un intérèt quand un 
des vecteurs p{°!) coïncide avec la normale d’onde, autrement dit l'onde est 
longitudinale si l’on ne tient pas compte de l’activité acoustique. Le grand 
axe de l’ellipse des vibrations est alors dirigé suivant la normale d’onde. tandis 
que le petit se trouve dans le plan du front d’onde (comp. avec le vecteur des 
vibrations du vecteur E en cas d’une faible activité optique. $ 81). Une telle 
situation se présente apparemment sur toutes les normales longitudinales des 
cristaux de la classe 1: d’une part, en vertu du théorème de F. Fédorov ($ 56). 
tout cristal de ce type possède au moins deux normales longitudinales m{l), 
et d'autre part, il n’y a aucune raison de s’attendre à ce que Q@ (m{l)) soit paral- 
lèle à mt). 

L'activité acoustique, de même que l’activité optique, est la plus marquée 
avec la propagation de l'onde élastique le long de l’un des axes acoustiques du 
cristal. Pour analyser les équations de Christoffel (83.7), attachons-les dans 
ce cas au repère dont les deux vecteurs unité, e, et e,, se disposent dans le plan 


P (US — 1ü1) 
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des vecteurs propres du tenseur M, tandis que le rôle du troisième vecteur unité 
est rempli par le vecteur propre isolé p{®%) du tenseur M, les vecteurs unité e; 
et e. étant choisis de manière à annuler la composante Q. du vecteur Q: 
P (th: — 0?) px + iQaps = 0, 
— {iQ sp + P (81 — 7°) Pa + IQ1ps = 0, (83.14) 
—iQ1Pa + P (to — Vi) ps = 0. 
À l'onde dont la vitesse est v, et la polarisation p{®), si l’on tient compte de 
l'activité acoustique. correspond une onde polarisée elliptiquement de faible 


ellipticité: sa vitesse &, et le vecteur de polarisation p{°) se définissent par les 
formules 


Qi 


pO)= pe00)— 11 (83.16) 


pra—tê) 


Toutefois, à l'ensemble des ondes se propageant avec la vitesse v,, et polarisées 
dans les directions p(®). compte tenu de l'activité acoustique, il correspond 
deux ondes polarisées presque circulairement; leurs vitesses v, et v, et leurs 
polarisations p(1) et pl) se définissent par les formules 


pe — ÿ° . LR 7 
CE TT ET 1 sl 
a a 1 ——— + _— Q? Q Qi 
pee ari(r san )es sc]. 
(83.18) 


Dans ce cas également, pour une prise en compte correcte des termes de premier 
ordre de petitesse il faut retenir les termes de second ordre de petitesse dans les 
expressions des vitesses. 

Comme il s'ensuit de la formule (83.17), l’activité acoustique des cristaux, 
de même que l’activité optique, conduit à la séparation des surfaces des vites- 
ses normales aux points de sortie d’axes acoustiques. Ça se voit en particulier 
sur la figure 83.1. 

Comme on l’a vu au $ 56, tous les axes de symétrie d'ordre supérieur à 2 
sont des axes acoustiques longitudinaux. Si pour une direction m de cet axe le 
pseudo-tenseur de gyration acoustique Q (m) n'est pas nul, il lui est apparem- 
ment parallèle: Q (m) — Qm. La situation se simplifie grandement dans ce 
cas: l'onde longitudinale ne varie alors absolument pas (2, = 99. pl°) = 
el les ondes transversales étant polarisées de façon rigoureusement cir- 
culaire 


5 ° = 14, + _. s (83.19) 
1 
pAr D = TE (e1 F e2). (83.20) 


On observe donc ici la rotation du plan de polarisation d'ondes élastiques trans- 
versales. La rotation spécifique du plan de polarisation dans ce cas vaut 


a — _Q0_ (83.21) 
2pv DE 
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Puisque les meilleures directions d'observation de l'activité acoustique 
des cristaux sont celles des axes acoustiques. un rôle important revient à la 
grandeur du vecteur de gyration acoustique suivant les directions de ces axes. 


Notons sous ce rapport que pour les cristaux de la classe 43m le vecteur Q (m) 
s’annule dans les directions des axes acoustiques (100) et (111), car ces direc- 
tions appartiennent aux plans de symétrie. 

La polarisation d'ondes élastiques transversales se propageant dans les 
cristaux de quartz & et B (classes 32 et 622 respectivement) le long de l'axede 


J 
Wir i s à ZZ 46 D LETTRE UÜZ 4 68H 


a) b) 


Fig. 83.1. Surfaces des vitesses normales d'ondes élastiques transversales de 
fréquence 28,9 GHz et leur polarisation près de l'axe X,: a) dans le quartz «. 
b) dans le quartz B conventionnel. Sur l’axe des abscisses les angles sont relevés 
de X, à X. (en degrés), sur l'axe des ordonnées les vitesses sont données en 
km/s. Sur fes ellipses de polarisation la direction horizontale est parallèle à 
l'axe X, ; la direction verticale. à l'axe X,. Par les traits interrompus on indi- 
que les mêmes parties de la surface correspondant aux ondes de basse fréquence 
(Pine. 1971). 


symétrie principal et dans les directions voisines. ainsi que l'aspect des domaines 
correspondants des surfaces de vitesses normales de ces cristaux sont donnés 
sur la figure 83.1 *). 

L'activité acoustique des cristaux, de même que l'activité optique. est 
définie par le paramètre sans dimension a/À (rapport de la constante du réseau 
à la longueur d'onde). Aussi des effets sensibles d'activité acoustique peuvent- 
ils être obtenus sur des ondes élastiques hypersonores de longueur d'ordre d’un 
micromètre et de fréquence d’ordre de gigahertz (Lémanov et Smolenski, 1972). 
L'étude de la dispersion lumineuse de Mandelchtam-Brillouin sur des ondes 
hypersonores polarisées circulairement de fréquences 28.9 GHz, se propageant 
le long de l'axe de symétrie principal dans un cristal de quartz, a permis de 
déterminer la rotation spécifique du plan de polarisation de l’hyperson: sur 
cette fréquence elle s’est avérée égale à 1,06-105 degré/cm (Pine, 1971). On en 
obtient immédiatement les composantes des tenseurs caractérisant l'activité 
acoustique du quartz: gags = 9,58 X 10° dyn'cm°,. bs12353 = 1,44-10% dyn'cm. 
Pour la comparaison avec l'activité optique il est commode de passer à d’autres 
grandeurs: la confrontation des formules (81.24) et (83.21) montre que le rap- 
port £3333 Pr® = 9,57 -10-3 est analogue au produit n°G33, le rapport b31:33 pr? — 
= 247 nm. au produit »#2y,,., enfin le rapport g33334/apr? — 2,88, au paramètre 


*) Pour le quartz f le calcul est conventionnel: on a utilisé les données 
pour le quartz &, mais le coefficient c,, a éte supposé nul. 


31—01180 


518 EFFETS D'ORDRES SUPÉRIEURS (CH. IX 


nGss\/a. Ainsi, avec la confrontation de ces grandeurs avec les valeurs de 


Gas: Yes et GssÀ/a. données au tableau 81.2, ces dernières doivent être multi- 
pliées par n° æ 2.4. Mais même après cette multiplication il s'avère que l'’acti- 
vité acoustique est presque 100 fois plus grande que l’activité optique. 

Sur les questions abordées dans ce chapitre voir Agranovich et Ginzburg 
(1965); Akhmanov (1969); Akhmanov et Khokhlov (1964); Byre et Pikous 
(1972); Bloembergen (1966); de Groot et Mazur (1962). Sheludev (1968. 1975, 
1976); Klimontovitch (1966); Landau et Lifchitz (1957); Landsberg (1957): 
Mason (1964); Pekara (1973); Sonine et Vassilevskaïa (1971): Thurston (1967); 
at (1963); Schubert et Wilhelmi (1971); Ramachandran and Ramaseshan 
( ). . 


CHAPITRE X 


QUELQUES PROBLÈMES GÉNÉRAUX DE 
CRISTALLOPHYSIQUE 


$ 84. Problèmes d'extrémum en cristallophysique 


Pour l’application des cristaux en pratique. il est particulièrement impor- 
tant de déterminer les directions dans lesquelles la propriété considérée atteint 
des valeurs maximales ou minimales. Ces problèmes se rencontrent dans toutes 
les branches de la cristallophysique mais pour fixer les idées sur les méthodes 
permettant de les résoudre il suffit de prendre l'exemple d'une propriété quel- 
conque. On examinera ici dans ce but trois problèmes empruntés à la théorie 
de l'effet piézo-électrique. 

Problème {. A quelles conditions doit satisfaire une plaque découpée dans 
le cristal piézo-électrique considéré pour que sur ses faces mises en court-circuit 
la densité de charge soit maximale une fois la plaque sollicitée par une traction 
uniaxiale perpendiculaire à son plan? Examinons les cas: a) le cristal est de 
quartz (classe 32); b) le cristal est doué de symétrie piézo-électrique longitudi- 
nale 43m ; c) le cristal ou la texture est de la classe de symétrie piézo-électrique 
longitudinale om. 

Résolution. Partie générale. Comme il a été indiqué au $ 59, la 
densité de charge est dans ces conditions proportionnelle à la forme 4/ au troi- 
sième degré des composantes #7 du vecteur unité de la normale au plan de la 
plaque : 

M (n) = finnn = figminan (8.1) 
où f est le terseur de l'effet piézo-électrique longitudinal (voir $ 58). 11 s'agit 
de trouver les vecteurs unité x satisfaisant à la condition 

O(n)= nn—1= 0. (84.2) 


et tels que la fonction M (n) soit extrémale. 
Pour la résolution du problème, composons la fonction 


F — M + 1®, 


où à est, pour l'instant. un facteur de Lagrange indéterminé, tandis que le 
coefficient 3/2 n'est additionné que pour simplifier les déductions subséquentes. 
Les valeurs cherchées des composantes »; et du facteur À s’obtiennent à partir 
d'un système composé de quatre équations : l'équation (84.2) et trois équations 
correspondant à l'équation vectorielle 0F/ôn = 0. Cette dernière peut être 
récrite sous forme 


f: nn — Àn = 0, JikMRN I DE An; = (0, (84.3) 


Multiplions scalairement les deux membres de l'équation (84.3) par #, il vient 
alors 

À, = Îf : r=nn = finananhnr. (84.4) 
37* 
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Apparemment n; est ici la composante d'un des vecteurs #{*) pour lesquels la 
fonction A/ (n) atteint la valeur extrémale (ou du moins stationnaire) À(s) = 
= M (n{). 
Les calculs subséquents seront menés pour chaque cas séparément. 
Solution du problème a. Portons dans l'équation (84.3) 
les composantes non éliminées du tenseur de l'effet piézo-électrique longitudinal 
pour le cristal de la classe 32 (d'après le tabl. 58.2). Après notation f111= —f122= 


= —foue = —fan = f. il vient 
dns 28 = 0 (84.5a) 
—2fnins — Àno _ 0, ° (84.5b) 


—hng — 0. (84.5c) 


Quant à la formule (84.4). elle devient 


À = fny (ni — 3ni). 


Commençons la résolution du système (84.5) par l'équation (84.5c). On a évidem- 
ment soit À — 0 soit n4 = 0. Dans le premier cas il s'ensuit de (84.5a) que 
n? = n°, ce qui n'est compatible avec (84.5b) que si nr, = n. = 0. Ensuite, 
de (84.2) on tire ns — +1. Donc les premières solutions sont: 


nt) = ex. } n(), m2) [| (0001), 


; : 84.6 
A = 4 = 0. Si 


Voyons le second cas: n3 — 0. De (84.5b) il s'ensuit que soit n,; = 0 soit 2fn;, + 
+ À = 0. Dans la première variante r, = +1 et 4 = +f. Dans la seconde, les 
quatre combinaisons sont plausibles: n, — +1/2, n° = + 3/3/2. De plus, 
À = —2n;f. On obtient donc les solutions: 


ns) =e; 

i 1/3 = 
noi) = NET e, + 5 En, nt), n($), nan: Il (2110), 

i rs Ma =hMy=k(s =}; 
ne — &— LE €, 

(84.7) 
nxS) — Cf 
2 — 13 6), #07), #8) 11(2110 
n)=— € ——5— 2, n°), n0), n(8)1| (2110), 
rs Ma) = (1 = Mn = —f. 
nd 
EX 2 1 2 2° 


Les vecteurs n(3). #2(#) et n(°) sont symétriquement équivalents; il n'est donc 
pas étonnant qu'il leur correspond la même valeur 4 — f. Les trois vecteurs 
associés à la valeur À — —/f sont aussi symétriquement équivalents. Il est 
immédiat que les solutions (84.7) correspondent aux extréma de la fonction 
M (n), dont la nature dépend du signe du coefficient f = fn. Quant à la solu- 
tion de (84.6). elle ne correspond pas à un extrémum. Donc les directions extre- 
males de l'effet piézo-électrique longitudinal dans les cristaux de quartz (et 
en général dans les cristaux de symétrie de l'effet piézo-électrique longitudinal 


6m2) sont des axes binaires. Tous ces résultats apparaissent sur la projection 
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stéréographique de l'indicatrice du septeur unitaire S° [Gm2] (voir fig. 47.4); 
il ne faut que tenir compte de la position des axes de coordonnées. 
Solution du problème 1b. Pour les cristaux à symétrie de 


l'effet piézo-électrique longitudinal 43m les équations (84.3) prennent la forme 
2fnons — Àn, = 0, 
2fnan1 — Ans = 0. (84.8) 
2frane — Àns = 0, 


où on a noté f523 — f. En vertu de la formule (84.4) À — Gfninons. En portant 
les valeurs de dans les équations (84.8), on obtient le système 


Non (1 — 3ni) = 0, 
nan (1 — 3nê) = 0, (84.9) 
nyño (1 — 3n5) = 0. 
On se convainc sans peine que le système (84.9) possède trois jeux de solutions 
symétriques équivalentes 


n(1, 2)— +e 
_ nt, ..., n(6) j (100), 


nt, 4) — He. (84.10) 
né, 4)=+e FA 
* = 3° 
nt) = 7 (1 Fes res), 
1 
(8 = Can 
n(8) 73 (e1 —e:—es), nU), ..…., nû0) fi (111), | 
; | 2f (84.11) 
ee (—e;+e:—es), D ; 
RUV (er —es + es) 
11 1 | 
n\ Mer au 
R?)=——— (e, — etes), | =. 
1/3 (e1— es e3) RC), ..., RO | (111). (84.12) 
2 | 
nus) — V3 (ei Fe: —es), Man =... == — 7 - 


| 
ni ——— (—e,—e;:—e3), 
v3 ( 1 : 3) ] 


On voit bien que dans ce cas aussi le jeu de solutions (84.10) ne correspond pas 
à un extrémum quelconque, tandis que (84.11) et (84.12) sont associés aux 
valeurs extréma de la fonction 4 (n): si le coefficient f = f1es est positif, 
alors pour tout n{#) du jeu (84.11) la fonction M (n) atteint la valeur maximale 
et pour #{*) du jeu (84.12) la valeur minimale. L'anisotropie de l'effet piézo- 
électrique longitudinal de cette symétrie s’observe sur l'indicatrice du septeur 
S° [43m] dont la projection stércographique est donnée sur la figure 47.3. 
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Solution du problème ï1c. Il est commode de résoudre ce 
problème sans se référer à la méthode des facteurs indéterminés de Lagrange. 
Ecrivons 4/ comme fonction de l'angle Ÿ = arccos (#-e;) et, à cette fin, profi- 
tons des formules (58.10)-(58.14) et du tableau 47.4: 


M (0)=Fy cos D + _ Fs (3 cos #25 cos 30). (84.13) 


F;- et Fs sont ici les coefficients de développement du tenseur f en tenseurs 
unitaires irréductibles V {ocm] et S [com]. Le problème <e réduit à l’établisse- 
ment de l'angle Ô pour lequel la fonction 17 (Ÿ) est extrémale. Il faut pour cela 
résoudre l'équation dAf/dû = 0, qui peut être réduite à la forme 


sin | —Fr+ rs (4 —5 sin° ®) | =. (84.14) 


Pour toutes relations entre F1- et Fs elle présente des solutions 
Ô(1) — 0, Ÿ(2) = À, A (D11.2)) = E(Fy sn Fs)," (84.15) 


et pour le rapport Fy/Fs suffisamment petit en valeur absolue, à savoir avec 
l'inégalité 


3 à 
z > Fv/Fs > TG (84.16) 
vérifiée, on a également les solutions 
: 4 16 
Ûçs) =arcsin ARENA Vu = — Ù(s), 
1 14 , 16 
M (Vs, = + (=-Fr—Fs) / LL. (84.17) 


Les deux cas, de deux extréma et de quatre extréma, peuvent s'observer sur la 
figure 58.1. Pour la séparation des types d’anisotropie de l'effet piézo-electrique 
longitudinal de symétrie vectoriel et septoriel com il est justement naturel 
d'utiliser le nombre d'extréma; ainsi, avec la valabilité de l'inégalité (84.16) 
on a une anisotropie du type septoriel et avec sa non-valabilité une anisotropie 
du type vectoriel. 

Cet exemple montre que quoique les directions liées aux éléments de symé- 
trie s'avérent très fréquemment extrémales, ces valeurs peuvent néanmoins être 
atteintes suivant des directions n’ayant rien de commun avec les éléments de 
symétrie. 

Problème 2. À quelles conditions doit satisfaire une plaque découpée dans 
un cristal piézo-electrique considéré pour que la densité de charge sur ses faces 
mises en court-circuit soit extrémale, une fois la plaque soumise à une action 
d'extension uniaxiale dans la direction donnée de son plan? 

Résolution. Comme il a été indiqué au $ 59, la densité de charge 
est dans ces conditions proportionnelle à l'expression 


M (n) = n-d: qq = An, (84.18) 


où # est le vecteur unité de la normale à la plaque, d le tenseur des coefficients 
piézo-électriques, q le vecteur unité dans la direction de l'extension, le vecteur 
A = d:9gg. Il faut trouver le vecteur # unitaire et perpendiculaire à g: 


Dia) =nn—-1—=0, in) = gr = 0, (84.19) 
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et un vecteur tel que la fonction 7 (a) soit extrémale. Composons à cette fin 
la fonction 


F=M— + D —uDe, 


où ?, et u sont des facteurs de Lagrange indéterminés. Les vecteurs cherchés n 
vérifient les équations (84.19) et 

0F 

== ih =ù0 0: 9 

= 4 — Àn — png =C (S4.20) 
En multipliant scalairement l'équation (84.20) par q et compte tenu de ce que 
qrn = 0, on obtient pu = 4-q. En multipliant scalairement (84.20) par n. 
on obtient À — A:#. Enfin. en multipliant scalairement (84.20) par À, on 


calcule Ar = }/ 4° — (4:q)°. En portant toutes les grandeurs trouvées dans 
(84.20), on aboutit à la solution du problème posé : 
1 — aa) EE 
p= CD , M—YA—(4:-qx. (84.21) 
Y 4°—(4-q)° 

Problème 3. On a découpé à partir d'un cristal piézo-électrique une plaque 
dont l'orientation est donnée suivant le vecteur unitaire de la normale à son 
plan #. Quelle direction doit prendre l'extension uniaxe située dans le plan 
de la plaque pour que soient extrémales: a) la densité de charge apparaissant 
sur ses faces mises en court-circuit : b) la différence de potentiel entre ses arma- 
tures déconnectées. 

Résolution. La densité de charge engendrée sous l'action d'une 
extension uniaxe sur les armatures mises en court-circuit ainsi que la diffé- 
rence de potentiel que cette extension implique dans les armatures déconnectées 
sont proportionnelles à la fonction 


M (Q) = Brignqr = B: qq. (84.22) 


où g est le vecteur unitaire dans la direction de l'extension. Pour la densité de 
charge le tenseur B = n-d. tandis que pour la différence de potentiel B — 
= n-d/(n-x-n); d est ici le tenseur des coefficients piézo-électriques, x, le 
tenseur de la constante diélectrique. Le problème se réduit à la recherche des 
vecteurs g vérifiant les conditions 


Dig =gq—-1—=0, D,(g = n-q=0. (84.23) 


pour lesquelles la fonction Af (q) atteint des valeurs extrémales, A cette fin 
on compose une fonction complémentaire 


1 Î 
F — D M—— 2D, + uD. 


aux facteurs indéterminés de Lagrange ?. et u et l'on résout le système composé 
d'équations (84.23) et 

oF : 0F 

——=RB.q—/.q“—uax, ; 

5q qg—/q--h ET 
Ce problème a été étudié en détail au $ 3%, voir formule (37.7) et suivantes. 
On y montre que les vecteurs et les tenseurs figurant dans le problème sont 
attachés, pour commodité, au repère dont l'axe X, est dirigé suivant le vecteur n. 
Ceci étant fait. on obtient les valeurs extrémales de la fonction A = B: qq, 
à savoir 


= By7—Aqh + une. (84.24) 


À. 9) = us [Ban + Bas) + V' (Bu — Bar) + (2B32)°] (84.25) 
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et le systeme d'équations pour la détermination des composantes g(%) et gs) 
(s = Î, 2): 


(Ba — À(s)) 95) + B::96) = 0, 


is | (84.26) 
B;:95°+(B22 — Ms) g$ =0; 


quant à la composante q(£). elle est nulle. 

En général, les problèmes d'extrémum de cristallophysique sont, comme 
le montrent les exemples donnés, suffisamment variés et. meme. quelquefois 
fort compliqués. Ils ont tous en commun non seulement un caractère identique 
mais sont aussi résolus en recourant à une même méthode, celle des facteurs 
indéterminés de Lagrange. Le problème 1c, qu’on a résolu autrement. ne con- 
tredit pas cette conclusion mais plutôt la confirme: on s’y est justement passé 
de ces facteurs parce que la symétrie des propriétés piézo-électriques du milieu 
y est caractérisée non pas par un groupe cristallographique mais par un groupe 

imite. 
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Quant on a affaire à des propriétés scalaires des cristaux, telles 
la densité et la conductibilité calorifique, il n’y a aucune difficulté 
à déterminer les conditions pour lesquelles ces propriétés sont les 
mêmes ou très proches en grandeur pour deux substances. Dans ce 
cas aucun problème ne se pose. Mais si l’on passe à des propriétés 
vectorielles, par exemple aux coefficients pyro-électriques, un problè- 
me, dit de comparaison, de ces propriétés apparaît, bien que dans 
le cas considéré ce dernier se résolve sans grandes difficultés : les 
propriétés pyro-électriques des deux cristaux sont évidemment les 
mémes, si les sommes des carrés des coefficients pyro-électriques 
coïncident 


pipi = pi pi. (85.1) 


Ces propriétés sont voisines, si les deux membres de l'expression 
(85.1) tout en n'étant pas égaux ne diffèrent que très peu l’un de 
l’autre. C’est ainsi que le cristal hypothétique de classe 1 dont le 
vecteur des coefficients pyro-életriques pt* = 0,4e, + 0,8e, + 0,8e, 
(en unités C.G.S.E.) se rapprocherait très près par ses propriétés 
pyro-électriques de la tourmaline, un cristal de la classe 3m et dont 
le vecteur des coefficients pyro-électriques pl — 1,2e, (dans les 
mêmes unités). 

Le problème de comparaison des propriétés demeure toujours 
assez simple si les propriétés considérées sont décrites par un tenseur 
symétrique de second ordre: il faut et il suffit, pour que ces propri- 
étés coïncident, que les valeurs propres des tenseurs matériels com- 
parés soient identiques. 

Etudions le problème de comparaison d'une propriété tensorielle 
quelconque de deux cristaux appartenant à une même classe. Plus 
précisément, on admettra que la forme du tenseur matériel corres- 
pondant est la même pour les deux cristaux. 
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Il faut distinguer ici deux cas. Si le tenseur considéré comporte 
autant d’invariants indépendants que de composantes indépendantes, 
la condition nécessaire et suffisante de la coïncidence des propriétés 
est l'égalité de toutes les composantes du tenseur matériel d'un 
des cristaux aux composantes appropriées du tenseur matériel de 
l’autre cristal: Ai  ,; = Ai. à. 

Mais si le tenseur matériel considéré possède un nombre de com- 
posantes indépendantes différent de celui des invariants indépen- 
dants, le problème se complique fortement. Comme il a été expliqué 
au $ 47, le tenseur, assimilé à un être géométrique, se caractérise 
par ses invariants. Si le nombre des composantes invariantes est 
plus grand que celui des invariants indépendants, la symétrie du 
cristal implique la rotation du tenseur matériel du type considéré 
pris pour un solide par rapport à la structure cristalline (ainsi que 
par rapport au repère cristallophysique lié à cette dernière). La non- 
coïncidence des composantes de deux tenseurs matériels relativement 
aux repères cristallophysiques peut s expliquer non pas par une diffé- 
rence entre les tenseurs considérés comme des êtres géométriques, 
mais tout simplement par une orientation différente par rapport aux 
repères cristallophysiques. Il s'ensuit qu'avant de comparer de tels 
tenseurs il faut les orienter de façon identique ; si les tenseurs maté- 
riels sont orientés de la même façon, alors avec la coïncidence d'une 
propriété appropriée toutes les composantes d’un des tenseurs seront 
égales aux composantes appropriées de l’autre. 

Le problème de comparaison des propriétés tensorielles s'est ainsi 
réduit à la necessité d'orienter identiquement deux tenseurs mate- 
riels. Voyons deux exemples. 

On doit comparer les propriétés piézo-électriques de deux cristaux 
de la classe m. Le tenseur des coefficients piézo-électriques d pos- 
sède pour cette classe 10 composantes indépendantes, mais le nombre 
d'invariants n'est que de 9; la composante « de trop » caractérise 
la rotation du tenseur dans le miroir m1 X.. Considérons le vecteur 
d = d : I aux composantes d; = d;;x qui caractérise l'effet piézo- 
électrique engendré par une compression hydrostatique. Sa forme 
dans cette classe est (voir tabl. 58.2): 


d = (dy + die + dis) € + (das + das + das) €3 = 
= de; — des. (85.2) 


Appelons le système de coordonnées propre À, X,X, du tenseur d 
tel dont l'axe X° est dirigé suivant le vecteur d ; l'angle de rotation 
par rapport au système de coordonnées cristallophvsique X,X,X3 


se définit d’après l'équation 


ds = d, sin @+ d,cos q = Ù (S5.3) 
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à une condition complémentaire 
di =d,cosp— d,sin q > 0. (85.4) 


Après avoir attaché chaque tenseur à son repère propre. on peut com- 
parer les composantes des tenseurs. 

Soulignons que le repère propre peut être introduit différemment 
{par exemple, en considérant comme repère propre X:X,X, défini 
par les conditions d’. — 0, d’'.. > 0); tout repère propre défini 
de façon rationnelle peut servir aux comparaisons des tenseurs maté- 
riels. 

En se conformant à Novojilov (1958, ch. V, $$ 19, 20), étudions 
encore le problème de comparaison des propriétés élastiques de cris- 
taux du système triclinique. Le tenseur des coefficients des défor- 
mations élastiques s possède 21 composantes indépendantes et seu- 
lement 18 invariants indépendants. En guise de repère propre on 
peut se servir, par exemple, du repère construit sur la base des vec- 
teurs propres du tenseur symétrique de second ordre S =s :I 
(ses composantes sont S ;j = Sijnh). Pour comparer les composantes 
des tenseurs de déformations élastiques, il faut au préalable attacher 
chaque tenseur à son repère propre. [l est également possible dans ce 
<as de choisir autrement le repère propre, en le construisant, par 
exemple. sur les vecteurs propres du tenseur symétrique de second 
ordre Z aux composantes Z;; = S;xjx (voir tabl. 53.1 et 54.1). 

Passons au problème de comparaison des propriétés tensorielles 
de cristaux de classes différentes quand la forme des tenseurs est 
aussi différente ; limitons-nous au cas particulier le plus important 
en cristallophysique. quand l’une des classes est un sous-groupe de 
l’autre. 

Donnons aussitôt des exemples. Supposons qu'il s agit de com- 
parer les propriétés élastiques des modifications cubique et quadrati- 
que du cristal de titanate de baryum. Ces modifications ne diffèrent 
l'une de l’autre que par un petit dépla:ement d'atomes (voir $ 64), 
et. en comparant leurs propriétés élastiques, il est naturel d'exiger 
que les systèmes de coordonnées soient dans les deux modifications 
orientés identiquement par rapport à la structure. La maille élé- 
mentaire de la modification quadratique ne diffère dans le cas con- 
sidéré de la maille de la modification cubique que par une faible dé- 
formation dans le sens de l'axe quadratique. Aussi les repères cris- 
tallophysiques standards sont-ils déjà orientés identiquement par 
rapport à la structure et. partant, il est possible de comparer direc- 
tement les valeurs tabulaires de composantes des tenseurs de défor- 
mations élastiques des deux modifications du titanate de baryum. 

Le cristal du trioxyde de tungstène WO, possède également des 
modifications cubique et quadratique et l’on n'obtient également 
l’une d'elles à partir de l’autre que par un faible déplacement d ato- 
mes, mais la maille élémentaire de la modification quadratique dif- 


& 85] COMPARAISON DES PROPRIÊTES TENSORIELLES 587 


fère sensiblement de la maille cubique: une de ses arêtes coïncide 
avec l’arête de la maille cubique, tandis que deux autres se confon- 
dent avec les diagonales des faces de la maille cubique. Aussi les 
repères cristallophysiques des deux modifications sont-ils orientés 
différemment par rapport à la structure; pour obtenir deux repères 
identiquement orientés par rapport à la structure, il faut faire subir 
à l’un des repères cristallophysiques, disons au repère quadratique, 
une rotation de 45° autour de l’axe quadratique. Bien que dans le 
repère ainsi obtenu le tenseur des coefficients des déformations élas- 
tiques possède une forme générale identique à celle du repère cristal- 
lophysique de départ ses composantes sont modifiées ; comme il est 
facile de calculer, les composantes du tenseur « qui a été tourné » 
s'expriment au moyen des composantes du tenseur de départ de la 
façon suivante 


TS —@a/2 So +a/2 83 O O0 0 E 
Sy —ai2 S3 0 0 0 
S33 0 O0 OÙ - 
| sax O 0 4 F2) 
Suy Ù 
Sé6 + 24 


OÙ & = Sy] — Sie — Sgg/2. Ce sont les combinaisons linéaires don- 
nées dans ce tableau et non pas les coefficients cristallophysiques de 
déformations élastiques de la modification quadratique du trioxyde 
de tungstène qu'il convient de comparer avec les composantes ap- 
propriées du tenseur de déformations élastiques de sa modification 
cubique. 

Üne situation analogue s observe avec la comparaison des pro- 
priétés piézo-électriques et élastiques de deux modifications cristal- 


lines du sulfure de zinc ZnS, la sphalérite (classe 43m) et le wurtzite 
(classe 6mm). Pour pouvoir comparer directement les coefficients 
piézo-électriques et les coefficients de déformations élastiques des 
deux modifications, écrivons les tenseurs matériels de la modifi- 
cation cubique en l’attachant au repère dont l'axe À, est dirigé sui- 
vant l’axe ternaire, tandis que l'axe X, l’est suivant la normale à 
l'un des miroirs passant par ce dernier *). Le tenseur des coefficients 


*) On compare ainsi la classe 43m non pas avec la classe Gmm, à laquelle 
appartient le wurtzite, mais avec la classe 3m, vu que 3m, à la différence de 


6mm, est réellement le sou<-groupe du groupe 43m. Ensuite, on devrait. à pro- 
prement parler, rattacher les tenseurs de la modification hexagonale au système 
cristallophysique de la classe 3m. mais on peut négliger de le faire. car les ten- 
seurs considérés satisfont aux conditions du théorème de Hermann. 
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de déformations élastiques prend alors la forme 


sua? Sp +a6 S3+ai3 aV2;:3 0 0 : 
Sy—a2 sjta3 —aV23 0 0 
Sy, — 24/3 (Q 0 0 
su, + 44/3 0 0 ’ 


(85.6) 


OÙ 4 = Sy] — So — 85,4/2, tandis que le tenseur des coefficients piézo- 
électriques prend la forme 


0 0 0 0 —d7V3 24/V6 
dV6 —d4V6 0 —d/7y3 0 0 , (85.7) 
—d/2V3 —d2V3 d,V3 0 0 0 


où d = d,,. C'est seulement après avoir écrit le tenseur des coeffi- 
cients de déformations élastiques sous la forme (85.6) et le tenseur 
de ses coefficients piézo-électriques sous la forme (85.7) qu'on est 
en mesure de comparer ces tenseurs avec les tenseurs matériels ap- 
proprieés du wurtzite. 

Dernier exemple: comparons les propriétés diélectriques. piézo- 
électriques et élastiques de deux modifications cristallines du di- 


hydrophosphate de potassium, l'une quadratique (classe 42m) et 
l'autre orthorhombique (classe mm2). I1 découle immédiatement des 
régles de choix des repères (voir annexe À) que pour pouvoir com- 
parer les propriétés tensorielles de ces deux modifications il est né- 
cessaire d'’attacher les tenseurs de l’une d'elles à un repère qui a 
pivoté par rapport au repère cristallophysique de 45° autour de l'axe 
X.. La transition de phase liant ces deux modifications a été étudiée 
au $ 65 (voir également tabl. 64.1 et 65.1); pour cette étude il est 
commode d’attacher les tenseurs matériels de la modification qua- 
dratique au repère cristallophysique et les tenseurs matériels de la 
modification orthorhombique au repère ayant subi la rotation. Dans 
ce cas les derniers nommés prennent la forme 

Ans TAu F #9 0 


[Xij] = Ha + L00 O0 . (85.8) 
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[dira] = 
+ dos F dis des + dis si 
0 0 0 en ET RSS 0 
ds, +d + des F di. 
= 0 0 O ii Em 0 | 
d d ds 
Sués ie du 0 0 + dye F das 
(85.9) 
[Su] = 
7 Su ts a 2S1e Fa S19 + Sen 0 0 F Su ESe 
2 D D 3 
Sy Sie — A S13 + Se F Sir E Sos 
a cu 
- San 0 0 es | 
Sutss ÉSuEs 0 
2 A 
Ses T S55 0 
See + 2 
(85.10) 


où a = lo(siy + Sage — 212 — Ses). 

Les combinaisons des composantes cristallophysiques de tenseurs 
matériels tirées du tableau de la modification orthorhombique du 
dihydrophosphate de potassium peuvent être comparées à leurs 
valeurs tabulaires pour la modification quadratique de la substance 
considérée. C'est justement ce qui a été fait au tableau 65.1. L'indé- 
termination de signes pour certaines composantes est due au fait 


que les miroirs équivalents dans la classe 42m deviennent non équi- 
valents dans la classe mm2, et l’on ignore encore à quel miroir est 
perpendiculaire l'axe cristallophysique X, de la modification ortho- 
rhombique et à quel miroir l’axe X,; pour l’établir, il faut mesurer 
ou tout au moins comparer entre eux les paramètres de la maille 
élémentaire de la modification orthorhombique. 

On a étudié dans ce paragraphe le problème de comparaison des 
propriétés tensorielles en prenant pour exemple les propriétés diélec- 
triques, piézo-électriques et élastiques. Pour les autres propriétés 
tensorielles des cristaux on peut utiliser les mêmes méthodes. 


$ 86. Choix des repères cristallographiques 
et cristallophysiques standards 


Soit une situation fort commune aujourd'hui: dans deux laboratoires 
différents on a synthétisé indépendamment un même cristal dont sont étudiées 
les propriétés. Pour que les collaborateurs des deux laboratoires puissent le 
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décrire identiquement. il est nécessaire qu'ils choisissent des repères cristallo- 
graphique et cristallophysique identiques, or pour cela il faut qu'existent des 
règles de choix des repères usuelles et univalentes. 

On exposera dans ce qui suit les diverses recommandations pour le choix 
des repères en en discutant les améliorations possibles. Le fait est que le choix 
d'axes de coordonnées cristallographiques X. Y. Z dans chaque syngonie est 
assujetti à des règles bien déterminées (voir $ 4). Sont également d'une large 
application les règles permettant de relier les axes cristallographiques X. Y. Z 
aux axes cristallophysiques X,. X:. X.. Ces règles stipulent : si le système de 
coordonnées cristallographique est rectangulaire. les axes X,, X+. X, coïnci- 
dent avec les axes X. Y. Z respectivement: pour les cristaux de syngonie 
hexagonale. les axes X, et X, se confondent respectivement avec Îes axes Z 
et X: pour les cristaux de syngonie monoclinique. les axes X, et X, coïncident 
respectivement avec les axes Y et Z: enfin pour les cristaux de syngonie tricli- 
nique. l'axe X;, coïncide avec l'axe Z, et l’axe X, se trouve dans le plan ((410), 
c'est-à-dire XZ. Ces règles figurent au tableau A.2. et s’y conforment les ta- 
bleaux A.1 et B.1. Ces règles sont formulées dans IRE Standards on Piezoelectric 
Crystals (1949); voir aussi Mason W. (1952). Mais il faut encore choisir les sens 
positifs sur les axes et décider lequel des axes symétriques équivalents sera 
appelé. par exemple. X et lequel Y. L'information fournie par la structure est 
insuffisante ; il faut recourir à certaines mesures cristallophysiques. Des recom- 
mandations correspondantes figurent dans IRE Standards (1949). Or. ces recom- 
mandations ne concernent malheureusement que les cristaux piézo-électriques. 
De plus. pour appliquer ces recommandations à un cristal énantiomorphe. 
il faut savoir si le cristal considéré est droit ou gauche. mais dans les recomman- 
dations il n'est pas stipulé lequel des cristaux il faut considérer comme droit 
et lequel comme gauche (l'exception étant faite pour les cristaux de quartz 
à l'étude desquels est consacré tout un point). 

On formulera ici les règles de choix des repères applicables à toutes les 
classes cristallographiques: elles se conforment autant que possible avec les 
recommandations d'IRE. De plus. on fournit les règles de choix entre les deux 
modifications énantiomorphes celle qui est droite. Etudions ces règles tout 
d'abord sur l'exemple des cristaux de syngonie quadratique. 

Si pour un cristal de syngonie quadratique est choisi un repère À (fig. 86.1). 
en se conformant aux règles générales (voir $ 4), alors les repères B. C. .... H 
liés au repère À par des opérations de symétrie de la classe 422 satisfont égale- 
ment aux règles de choix d’axes de coordonnées cristallographiques; ces regles 
ne permettant pas de distinguer un repère de l’autre. Dans les classes 4/mmm 
et 422 tous ces repères sont symétriquement équivalents, de sorte qu’on ne peut 
les distinguer et il n’est pas nécessaire de le faire. Mais dans les autres classes 
tous ces huit repères se rassemblent en groupe de repères symétriquement équi- 
valents, comme c'est montré dans le tableau qui suit: 


Transformations de pre- 


Classes mière espèce Jeux de repères équivalents 
4mm, 4/m, 4 1, 2., 4. 43 {A. B, C, D}; {E, F,G, H} 
42m 1, De 2%, 2y (4, B, E, F}; {C, D, G, H} 
7 1. 2- {A. B}; {C. D}; {E. F}; {G. H) 


Les notations des transformations et des repères sont ici celles de la figure 86.1; 
les repères formant un jeu sont insérés entre des accolades. Les repères apparte- 
nant à des jeux différents ne sont pas symétriquement équivalents et peuvent 
(et doivent) être distingués l’un de l’autre. 
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Pour les classes 4mm et 42m on profitera des recommandations d'IRE 
pour le choix d’un des deux jeux de repères possibles pour les cristaux de ces 
classes : pour la classe 4mm on choisira le jeu par rapport auquel est positif le 
coefficient piézo-électrique ds2, et pour la classe 42m celui par rapport auquel 
est positif le coefficient ds. 

La classe 4/m est une classe centrosymétrique et ne possède pas de proprié- 
tés piézo-électriques. Aussi ne figure-t-elle pas dans IRE Standards (1949). 
Or dans cette classe les repères possibles se rassemblent dans deux jeux (voir 


x y 
À B-2,A l'e4.A Dé A m 


r: 
x } y 

| SR SR 

EZÂ F-2,4 E=2,A #2, 4 


Fig. 86.1. Choix d’appellations et d'orientations positives pour axes de coor- 
données dans les cristaux de syngonie quadratique. 


le tableau) ; convenons de choisir le jeu dans lequel le coefficient de déformation 
élastique s,4 est positif (on vérifie immédiatement que les De de symétrie 
transformant un jeu en l’autre inversent le signe de ce coefficient ; de sorte que 
9 ss 

ZsS1e = —S1s). : ue RE : ! 

Cette règle peut être suivie pour le choix d’un des jeux possibles pour la 
classe 4 et un couple de jeux parmi deux de ces couples possibles pour la classe 4. 
Pour le choix d'un des jeux du couple. on exigera. en surplus, que le coefficient 
de soit positif. Notons que le groupe 4 est l’unique sous-groupe des groupes 4/m 


et 42m et il est. par suite, naturel de réunir pour la classe 4 les règles applicables 


pour les classes 4/m et 42m ; c'est ce qui est fait ici. 

11 ne reste qu'à formuler les règles permettant de stipuler droite l'une des 
modifications énantiomorphes des classes 422 et 4. Convenons de nommer droite 
Ja modification de la classe 422 pour laquelle est positif le coefficient d,,. ainsi 
que la modification de la classe 4 pour laquelle est positif le coefficient ds. 
Les coefficients sont attachés au jeu choisi de repères droits symétriquement 
équivalents pour la classe considérée ; le fait important est que le choix du jeu 
pour la classe 4 est effectué par rapport à une propriété centrosymétrique (l'élasti- 
cité) qui se manifeste identiquement dans les deux modifications enantiomor- 
phes. D'ailleurs, pour déterminer la modification droite, on aurait pu se servir 
de tous coefficients piézo-électriques et même de toutes composantes du tenseur 
matériel de type impair (voir 8 44) ne s’annulant pas pour les cristaux des 
classes appropriées. 
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En s'inspirant de l'exemple donné. on aurait pu déduire les méthodes de 
choix des repères cristallographiques et cristallophysiques pour chacune des 
syngonies séparément. mais il est plus rationnel, en s'appuyant sur les procédés 
utilisés dans l'exemple. de formuler les règles générales applicables à toutes les 
classes cristallographiques. 

Convenons de choisir les repères cristallographiques et cristallophysiques 
droits. et les angles entre les axes cristallographiques et cristallophysiques 
positifs correspondants (X et X,. Y et X,. Z et X.) inférieurs à 90°. Le choix 
du sens positif sur l’axe cristallographique (disons X) définit donc le sens posi- 
tif sur l'axe cristallophysique correspondant (X,) et réciproquement. Pour les 
cristaux de syngonie monoclinique on pose, de plus. que l'angle B entre les 
axes positifs X et Z soit obtus, tandis que pour la syngonie triclinique, en plus 
de B. doit encore être obtus l'angle & entre les axes positifs Y et Z. Ces inégali- 
tés. jnintes à la condition que le repère est droit, définissent les sens positifs sur 
les axes cristallographiques des syngonies triclinique et monoclinique. 

Les règles de choix d’axes cristallographiques et du sens positif sur ces 
derniers définissent non pas un seul repère mais n/2 repères se déduisant l’un 
de l’autre par rotation (n est l'ordre du groupe de symétrie de classe holoédrique 
de la syngonie considérée) : ces repères se déduisent l’un de l'autre par des trans- 
formations de première espèce composant le groupe de symétrie de la classe 
holoédrique ou, ce qui revient au même. toutes les transformations de symétrie 
de la classe hémiédrique énantiomorphe (voir tabl. 86.1). Tous ces repères sont 
symétriquement équivalents peur Jes cristaux des classes holoédrique et hémié- 
drique énantiomorphe. aussi le problème de choix des sens positifs sur les axes 
ou d'’appellations d’axes des cristaux de ces classes ne se pose-t-il pas. En ce 
qui concerne les opérations de symétrie d'autres classes, ces #2 repères se répar- 
tissent entre deux ou quatre jeux de repères symétriquement équivalents (n/4 
ou n.8 repères dans chaque jeu). Le nombre de ces jeux est indiqué pour chaque 
classe dans le tableau 86.1. Les repères d’un jeu sont liés aux repères d’autres 
jeux par des transformations de symétrie de la classe hémiédrique énantiomor- 
po de la même syngonie, qui n'entrent pas dans le groupe de la classe consi- 

érée. 

Le choix des sens positifs sur les axes de coordonnées où d’appellations 
d'axes se réduit au choix d'un des deux ou des quatre jeux permis. 1] faut pour 
cela recourir aux critères cristallophysiques (les possibilités des critères cristal- 
Jographiques étant épuisées) et utiliser les jeux composés de repères cristallo- 
physiques obtenus à partir de repères cristallographiques suivant les règles 
adoptées. Les repères cristallophysiques d'un jeu sont symétriquement équi- 
valents. ceux des jeux différents ne le sont pas. Aussi tout tenseur matériel du 
cristal possède-t-il des composantes identiques dans tous repères d'un même 
jeu. tandis que dans les repères appartenant à des jeux différents ils peuvent 
(quoique de façon non obligatoire) avoir des composantes differentes. On peut 
toujours. en principe. trouver un tenseur matériel dont au moins une des compo- 
santes inverse son signe avec le passage d’un jeu à l’autre; dans la classe où ces 
jeux coïncident ladite composante devient nulle. Le choix entre les deux jeux 
sera fixé si l'on convient d utiliser, pour chaque cristal de la classe considerée, 
le jeu pour lequel cette composante est positive. 

Les cristaux paramorphes, c'est-à-dire des classes centrosymétriques non 
boloédriques, ne sont doués que de propriétés centrosymétriques. Aussi le 
choix doit se limiter à l’utilisation des tenseurs de type pair possédant dans la 
classe paramorphe considérée plus de composantes indépendantes que dans la 
classe holoédrique correspondante (si la classe considérée est tétartoédrique, 
leur nombre est plus grand que dans la classe hémiédrique paramorphe). Dans 
les systèmes trigonal et quadratique cette condition est déjà vérifiée par les 
tenseurs élastiques, mais pour les systèmes hexagonal et cubique il faut recourir 
aux tenseurs piézo-optiques. 

Les règles de choix adoptées pour la classe paramorphe peuvent être tout 
naturellement étendues à tout le sous-système (voir $ 44) dont elle fait partie. 
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Il s'avère méme que le choix du repère est exclusivement fonction des tenseurs 
du type pair *) non seulement pour les classes paramorphes mais également pour 
les classes énantiomorphes (tétartoédriques et vctoédriques). 

Dans les classes hémimorphes, pour choisir un jeu, il faut une composante 
du tenseur matériel de type impair; convenons d'utiliser à cette fin le premier 
coefficient piézo-électrique non nul de la suite : 


dns dis dons ses dus (86.1) 


(dans IRE Standards (1949) cette suite est utilisée avec le coefficient d,, au 
lieu de d,,). Dans ce cas. pour le choix d’un jeu dans la classe hémimorphe 
tétartoédrique, il faut utiliser le coefficient qui est nul dans la classe énantio- 
morphe tétartoédrique de la même syngonie. 

Selon les règles données, dans les cristaux droits et gauches de toute classe 
énantiomorphe les repères sont choisis de façon identique. vu qu'avec ce choix 
on n'utilise que Îles tenseurs centrosymétriques. Quant aux tenseurs non cen- 
trosymétriques, on peut les utiliser pour la détermination de la modification 
droite, car leurs composantes attachées au repère introduit sont pour les modi- 
fications droite et gauche d'une même substance égales en valeur absolue et de 
signe contraire. Convenons d'appeler droits les cristaux pour lesquels le premier 
coefficient piézo-electrique non nul de la suite (86.1) est positif. Dans la classe 
432 dont tous les coefficients piézo-électriques sont nuls, la modification droite 
sera celle dont le coefficient de gyration est positif (voir $& 81). 

On a indiqué au tableau 86.1 quelles classes sont dites holuédriques. hé- 
miédriques. etc., comment celles se répartissent entre les sous-systèmes, combien 
de jeux elles possèdent et les composantes de quels tenseurs, de type pair ou 
impair. sont exigées pour le choix d’un repère et la détermination de la modifi- 
cation droite. Les règles de choix des repères cristallographiques et cristallo- 

hysiques standards pour toutes les 32 classes, ainsi que les règles de choix de 
a modification droite pour les 11 classes énantiomorphes sont rassemblées 
dans le tableau A.2. 

À la fin du tableau A.2 il y a une partie appelée « Variations possibles », 
où l’on indique comment varieront les règles de choix d’axes de coordonnées 
et de modifications énantiomorphes si l'on adopte un autre placement des 
cristaux pour toutes les classes de la syngonie monoclinique Z || 2 ou Zim 
et pour la classe 6m2, qu'il est naturel de noter dans ce placement (Z || 6, X || 2) 
2m. C'est ainsi justement qu'ont été choisis les repères cristallophysiques dans 
les manuels classiques (Voigt, 1928 ; Shubnikov, Flint. Boky, 1940). et à certains 
égards ce choix est préférable. 

On a analysé ici les méthodes générales et non pas les procédés concrets 
de choix des repères standards. 11 peut s’avérer que d'autres coefficients piézo- 
électriques soient pratiquement plus commodes que ceux proposés ici; d'autre 
part, au lieu des tenseurs piézo-optiques, on pourrait utiliser, par exemple, les 
tenseurs d'électrostriction et au lieu des tenseurs piézo-électriques des tenseurs 
électro-optiques. L’essence de la méthode n'en est pas modifiée. 


$ 87. Relations fonctionnelles de la cristallophysique 


On a supposé jusqu'ici que les termes linéaires constituent de 
petites adjonctions aux termes linéaires principaux. Avec l’accrois- 
sement d'intensité des sollicitations et l’augmentation de la pré- 


*\ L'utilisation des tenseurs centrosymétriques différencie fortement ces 
recommandations de celles de l'IRE Standards (1949), où l'on ne se sert que de 
tenseurs de type impair, à savoir de tenseurs piézo-électriques. 
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cision des mesures les équations matérielles de la cristallophysique 
se compliquent d'un grand nombre d'adjonctions quadratiques, 
cubiques, etc. Mais au lieu de procéder à l'étude. disons, du dévelop- 
pement 


D; = kij E ; 5 AE EE, + Ait EE QE #iÿkinE EEE» D DE (87.1) 


et d'analyser la forme que doivent prendre les tenseurs #04), x), 
#9, #4), ... pour la classe considéreé du cristal, on peut aussitôt 
formuler un problème plus général : quelles limitations doivent être 
imposées à la dépendance fonctionnelle du vecteur D du vecteur E 
pour que cette dépendance soit compatible avec la symétrie cristal- 
line ? 

De façon analogue, au lieu d'analyser les généralisations de la 
loi de Hooke 


(1 MA 13) a 
En = SipOu + SiuvOuO y + SihvoOnOvOp — (87.2) 


on peut poser le problème de la forme générale de dépendance fonc- 
tionnelle, compatible avec la symétrie cristalline, d'un tenseur sy- 
métrique de second ordre de l’autre. 

La dépendance linéaire d'un vecteur de l’autre est définie par un 
tenseur général de second ordre de symétrie interne F*, tandis que 
la dépendance linéaire d’un tenseur symétrique de second ordre de 
J’autre l’est par le tenseur de symétrie interne [V*]J°. La forme la plus 
générale de dépendance fonctionnelle d'un vecteur de l’autre ou 
d’un tenseur de l’autre, compatible avec la symétrie cristalline, 
constitue justement une généralisation de la liaison définie dans le 
cas linéaire par des tenseurs matériels du type V* et [V*°]° respective- 
ment. Or les liaisons les plus importantes pour la cristallophysique 
entre deux vecteurs et entre deux tenseurs sont définies par des ten- 
seurs matériels symétriques du type [F*] et [[V°]?]. En effet, du moins 
au cas de processus adiabatiques et isothermiques, la liaison liné- 
aire entre des vecteurs intensité et déplacement du champ électrique 
est définie par le tenseur matériel de type [V*]. tandis que entre les 
tenseurs des contraintes et des déformations par le tenseur matériel 
de type [[V?]]. La preuve de la symétrie de ces tenseurs est basée 
sur l'existence de certains potentiels, autrement dit de fonctions 
scalaires d’argument vectoriel O (E) et d’argument tensoriel ® (o), 


tels que 


dOD (E 100) ” 
D — . L , D; = RE . (87.3) 
= 00 RAS (87.4) 
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En généralisant les relations D = D (E) et £ — € (o) au cas de dé- 
pendances non linéaires, on partira justement des formules (87.3) 
et (87.4). La fonction vectorielle de l'argument vectoriel vérifiant 
la formule (87.3) et la fonction tensorielle de l’argument tensoriel 
vérifiant la formule (87.4) sont dites fonctions potentielles. Ainsi, 
pour établir les lois cristallophysiques d'effets essentiellement non 
linéaires, il faut connaître les fonctions générales ainsi que les fonc- 
tions potentielles vectorielles et tensorielles compatibles avec la 
symétrie des cristaux. De plus, pour définir la fonction potentielle 
vectorielle ou tensorielle, il suffit de définir le potentiel, c’est-à-dire 
la fonction scalaire de l’argument vectoriel ou tensoriel: D (E) ou 
À (o). 

On a donné au tableau 87.1 la forme des fonctions scalaires et vec- 
torielles d'un argument vectoriel, compatibles avec la symétrie des 
32 classes cristallographiques et 7 classes limites, et dans le tableau 
87.2 la forme des fonctions scalaires dont l'argument est un tenseur 
symétrique de second ordre. Les méthodes d'obtention de ces fonc- 
tions sont compliquées et on ne les discutera pas ici *). Voyons seu- 
lement la disposition adoptée dans les tableaux ainsi que l'infor- 
mation qu'ils nous fournissent. 

Dans le tableau 87.1 les classes cristallographiques limites sont 
rassemblées en séries. Chaque série reçoit l’appellation de la classe 
supérieure qu'elle contient. Toutes les classes de la série possèdent 
des invariants vectoriels principaux identiques (ils sont énumérés 
entre parenthèses, après l'appellation de la série). Ces invariants prin- 
cipaux constituent les arguments des fonctions arbitraires f, fo, 
f1r - -. Par exemple, dans la série mm2 les invariants principaux 
sont À,, Aÿ, et Àÿ. 

Pour la classe supérieure de la série toute fonction scalaire de 
l'argument vectoriel, invariante relativement à son groupe de symé- 
trie, peut être représentée comme fonction des principaux invariants. 
On l'écrit sous forme de D = f en sous-entendant que pour la classe 
mm2 le potentiel vectoriel total 


D — Î (4 z° AS: Aj), (87.5) 


où f est une fonction arbitraire de ses propres arguments. Bref, tout 
invariant vectoriel du groupe mm2 peut se représenter comme fonc- 
tion des invariants À., A et 4ÿ. 

Les autres classes possèdent des invariants vectoriels ne se ré- 
duisant pas aux principaux. Par exemple, pour la classe 2 de la 
série mm2 cet invariant complémentaire est A,4,. Il ne peut être 
déduit des invariants principaux **), mais son carré est une fonction 


*) Voir Smith (1962): Sirotine (1964, 1965); Pléchakov et Sirotine (1966). 
**) 11 peut paraître qu'il est’égal à la racine carrée du produit des deuxième 
et troisième invariants principaux, mais c'est faux: W AZAË = | À xAy |. 
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Tableau 87.1 


Potentiels vectoriels ® (A) et fonctions vectorielles générales V (A) 
compatibles avec la symétrie des cristaux et des textures 


Série 1, f—=f(Ax. Ay, À:): 
classe 1:D—f, V—=fii+ fs] +fsk. 
Série m, f—=f(Ax: Ay. A2): 
classe m(m 1 Z): D=f, V=fiit fsj + A.fak. 
Série mm2, f—f(A: AŸ, A5): 
classe mm2: D=f, V=fik+ Axfoi+ Ayfsj : 
classe 2(21[2): D=f,+AxdAyfr V=V han Ayfat+ Axis] + AxAvfsk. 
Série mmm, f = f (A!, A?) : 
classe mmm : D=f, V — ui Aufei + Ajak : 
classe 222: D—f,+4,4,f1. V = V (mmm) <- 
+ Aydisfal + A4 xfs) + AxAyfek ; 
classe 2/m (21|Z): D=f+AxAyfr, V = V (mmm) = 
- + Ayfsi= Axfsj = AxAyA:fsk ; 
classe 1 : D= fo+ Ayd:f1 + AsAxfo + AxAnfas 
V=V (/m)+ Axfk+ Ayfak + A:foi + À :f109 + AxAyA2fir8 + AxAyA fe). 
Série 4mm, f—f(A:. Aî+ Aÿ, AËAÿ): 
classe 4mm: D=f, V=fik+ fe (Axi+ An) + AxAyfs (Ayè+ Axj); 
classe 4: O—=fo+ 4,4, (AË— Ai) fa. 
V=V (4mm)+ fs (Ayi— Axj) + AxAyfs (Axè— Ayj) + AxAy (A+ A5) fsk. 
Série #/mmm, f =f (A5. AË+ Aÿ, AfAÿ): 
classe 4/mmm : D—f, V—A.fk+ (Ai 4,7) + A LA yfa (Au + AxD) : 
classe 422: D—f,+ 4,44: (Aî— AS) fi. 
V=V (4/mmm)+ A;fs (Ayi— Axf) + AxAy (AË— AS) fk + AxAyAzfe (Axè— Ayt) ; 
classe 42m : D=fo+ AxAyd:fs V=V (4smmm) + 
+ AxAyfsk + A:f: (Ayi+ Axf) + AxAys:fa (AxË—+ Ay]) ; 
classe 4/m : O=fo+AxAy (AËè— Ai) 
V=V (4/mmm)+ fs (Ayi— A x) + AxA yfs (Axi— Ay)) + AxAyA: (AË— A5) fsk : 
classe 4: D=OD (4m) + AxAA.fo+ A: (AË— A5) fas 
V=V (4/m)+(4i— 4;i) {ak + AxApfsk + A fo (AxËé— 459) + A:fio (Auë+ 
+ Axj) + AxAyA:fn (Axi+ Ayj) + AxAyA:fie (Ayè— Axj)- 
Série 3m, f—f(A4:, Ai+ A5. Aÿ—3A%A,): 
classe 3m (m 1 X): D=}f, V=jkt-f; (Asi+ Ayj)+ 
+ fa (2Axdyi+ Aij— A5j) ; 
classe 3: D=fo+(452—34324$) fi V=V (3m) + 
T fa (Ayi— Axj)+ fs (AËi— Aji— 24, A1) + (A48— 24, A$) fsk. 
Série 62m. f — J(AË, Aî+AËÿ. Aîi— 34,4) : 
classe 62m (2 || X): D=f, V=A;fk+ fe (Axi+ Ay)) + 
+ fs (AËi— Aji— 24,4 Ay)) ; 
classe 32 (21 X): ®=f5+ 1. (A43—3A2A,) fi, 
V=V (62m) + À:f: (4 uè— Axf) TS À:fs (244 nt + A$j — A5}) + 
+ (45 — 3454) jh : 


4%, 
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Tableau 87.1 (suite) 


classe 6: D=fo+(4i—3424,) fi. V=V (62m) + 
a (Ayè— Axj) + fs (24x4 ui + AËj— 4jj) -- À; (4ÿ —344,) fek. 
Série Gmm, f—f (4:. Aî+Aÿ, A$— 154145 + 154$4;— A) : 
classe Gmm : O=f, V=fik+fs (Axi+ Auf) + 
+ (4Î— 34% Aÿ) fa (Ai — Aÿi— 244) ; 
classe G: O=—f + (3454, — 104345 +34,A$) j:. 
V=V(6mm)+ fs (Ani— A x) +(A4$—34x4ÿ) fs (24xAyi+ AËj — Aij+ 
+ (3454, — 104245 134,185) fsk. 
Série 6 mmm, f—f(A5. A+ Aÿ. Af—154145+ 15424; — Aÿ) : 
. Classe 6/mmm: D=j, V=A,fik+ fa (Axi+ Ay))+ 
—(43— 34x45) fa (Aîi— Aji— 24,Ay)) ; 
classe 6m: D—f,+(3A5A, — 10424} + 34446) fr, 
V=V (6G/mmm)+f, (Ani— Axj) + (45 34 xAÿ) Îs (24xAyi+ AËj — 
— Aÿj)+ 4: (BA$Ay — 1043 AË + 34 A) f4k : 
classe 622: D—7f,+ A4, (3454, — 1043 *Aÿ+ 34% A5) f1s 
V=V (6/mmm)—+ A;fs (Ayi— Axj) + A: (AË— 34 Aÿ) fs (24 x Ayé + Aij — 
— Ajj) + (3454, — 104543 + 34 LA) fok ; 
classe 3m (m L X): D=fo+ A; (43—3424,) fi. 
V=V (6.mmm)— A;f, (24xAyê+ AË] — AÿJ)+(Aÿ—3AË Ay) fsk + 
+ 4: (45 —3A$A)) fe (Axi + Ayj) ; 
classe 3: D —© (6/m)+ 4. (42— 34,49) fe + A: (43 —3A%4y) fs, 
V=V(6/m) +(4i—34,4;i) f.k+(4ÿ—3454,) fak + A:f9 (24 x A yi + Aïj — 
— Aÿj)+ Asfro (AB — Aÿi— 244 An) + A; (48— 324$) fur (A xi + Ag) + 
+ À: (4ÿ— 3ASA y) fio (Axi + Ay). 
Série 43m, f=f(SAZ AxA,A:. SASA2) : 
classe 43m : D —f, V= f15Axi+f:2A4.it+ f3S AR ; 
classe 23: D—f,+(42— A5) (45— A?) (AS — AS) fi, 
V=V (43m)+ faS Az (A5 — A2) à + fs 2 A y A: (AË— A?) + feZ AS (AË— A!) i. 
Série m3m, f—f(SAË, SASAS ASAÿAi): 
classe mm: D=}f, V=fEAzi+ fi Aîi + ALA,A:fsS A, A:i ; 
classe m3 : D=f9+(48— Aÿ) (Aÿ— A?) (AÏ— AË) fi, 
V=V (m3m)+fsZAx (45 — A?) i+ AxAyAzfsTAx (Aÿ— AS) i + 
+ {SAS (4j — A9] fe SA ; 
classe 432: D —/f5+AxAy A; (45— Aÿ) (Aÿ — A5) (AÏ— A5) fi, 
V=V (mim)+ f324nA: (A5— Ai) it AxAyAzfsSAx (Aï— A) i + 
+ AxAyA:ieS A3 (AB — AÏ) i. 
Série oo m, f—/f(4:. Ai+ A): 
classe oo m: D=f. V—fik+fe(Axi+ Auf); 
classe 00 : D=f, F—V (00 m) + fa (Ayi— Axj). 
Série comm, f—f(Ai. AË+ Ai): 
classe co/mm : D=f. V—A.fik—+ fs (Axi+ Ay)); 
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Tableau 87.1 (suite) 


classe 00 2: D—f, V=V(o0'mm)+A;fa (Aui— Axj) : 
classe œo/m: D=f. V—V (co'mm)+ fs (Ani— Axj). 

Série oo oo m, f = f (SAS) : 
classes oo 0 m et oo co : D—f, V—/fSA,i. 

Remarques. 1. Pour abréger l'écriture, les termes déjà écrits dans 
l'une des formules précédentes sont notés par les symboles V (mm2), 
V(mmm). etc. L 

2. Le signe © dans les formules des séries 43m. m3m et o  m signifie 


une sommation par rapport à la permutation cyclique des indices zx, y, = et 
des vecteurs unité ë, 7, k: par exemple. Z4,,4.i—A,A.i+ 4,4,j+A;Ayk. 


Tableau 87.2 


Potentiels © (B) d’un tenseur symétrique de second ordre B. 
compatibles avec la symétrie des cristaux et des textures 


Série 1, f=—1(Bxx. Byn. B::, Byz; B;x. Bxr) : 


classes 1 et 1: D—f. 
Série 2/m, f—f(Bxx. Byy. Biz Brun B:, Bi): 
classes 2, m. 2/m, (211Z, m 1 Z): O—=fo+Bx:By:fi. 
Série mmm, ff (Bxx. Byy. B::. Bi:, Bîx, Bi) : 
classes 222. mm2, mmm : D =fo+By:B:xBxnfi. 
Série 3m. f =f(Brx+ Byy, Bz:: BxxByy — Biy. 
Bÿ:+ Bix, Bh:—3B5,By:. Bix+6BixByn + MBxxBiy—12BxxBiy). 
L; = (Brx— Byu) By: T 2B;yBx:, 
Lo = BzxBi:+ Byn Bi: 4 2Bx:By:Bxy, 
L3= By: [(Brx+ Byy) — 4 (Bfy— Biy)]+ 8BxxBryBx:, 
L, ee (Bxx— Byy) B>: —2BxyBy2, 
Ls=3(Brx— Buy) Bxy —4Bèye 
Ls —— Bx: (Bi: — 3B;.). 
L;=Bx: [(Brx+ Byr)* —4 (Biy— Biy)] —8BrxrxBxyByz2. 
La = Bax— Bu) Bx:Byz:+ By (Bi: — Bi) : 


classes 3 et3: D—f,—+ > Lnfn + Lifo+ LeLsf10 + Lilasfu : 


n— 


3 
classes 32, 3m, 3m: O=f+ Ÿ Lnfn+Lijs+ Lilafs. 
n=Î 
Série 4/mmm, f =f(Bxx+ Byys Bi: BxxBuns Bèys B%:+ Bÿ., B?.B5:) 
Li= BryBx:By2 
Le — BrxBÿ:+ ByyBi:. 
L; — By (Brx— Byy); 
Li= Bxy (Bi: — Bi), 
L; — Bx:Byz (Bxx— Byr), 
Le= Bx:By: (Bi:— B5.) : 
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6 

classes 4, 4, 4/m: D= fo + > Lnfn + Lilof:; 
n= | 
classes 422, 4mm, 42m, #/mmm: D=fo+ Lifi + Lift Lilofs. 
Série 6/mmm, f—=f(Brx+Byy, B::, BrxByy — Bây. Bi: + B5., 
Bêx + 6BExByy + JBxxBiy — 12BxxBèy, Bi: — CBS:B5. + 9B<.B;,.), 

L; = BrxB;. “e By uB%: ee 2BrxyBx:By2, 
L: + Brx (B! : +3B}.) + 2BynB3: (B£: + 3B5:) — SB,;,BX: By:. D 
Ls= Bi: [(Bxx + By) — 4 (By — Béy)) — 

—2Bzx [(Brx+3Byy) (Bi:+- Br) —4BxyBx:By2l, 
L, — Bxy (Bi: — B;:) + (Byy — Bxx) B::By:. 
L;,=3Bxy (Bxx — Byy)° —4Biy. 
Lo = B;:By: [3 (Bx:— Bi.) —1B%:B5;1, 
L; = B>:By: [(Bxx + Byy)°— 4 (By — Biy)) +4BrrxBry (B;: Eu Bi), 
La= Bry [(B$: + B5.)° + 4B;, (Bi: — B5.)]— 41%; By: (Bxx — Brun) : 

8 


classes 6. 6, 6/m : D—f,+ D Lnfn + Lijs+ Lilafio + Lilafu : 


n=\ 


Au 


classes 622. 6mm, m2, Gmmm: O= fat À Lnfn+ Lifi+ Lelafs. 
n= | 
Série m3m, f—f(EBxx, SBynB:: SB}:, BrxBynB::, By:B:xBxy, XB5 
L; —. SBxx (Biy + B;;). 
L:=ZBx;xB;yBi.. 
La = 2B;.BynB::. 
Li= EBxx(Biy— Bi). 
L; = 2ByyB:: (Byy Fe B::), 
Le — SB;i.Bj. (Bi: — B;:), 
L; a 2ByyB:: (By — B;..). 
Li = EBiyBE: (Byy — B::) : 


: B?x), 


8 
classes 23 et m3: D= jf, + D Lrfn + Lifo + Lalsfio + Lalafn : 


n={ 


3 
classes 432, 43m et mm: O=fo+ Ÿ Lnfn+ Lifi+ Lelafs. 
n=i 
Série comm. f = f(Bxx+ Byys Biz, BxxByn — Bèys 

Bi: + Bi:  2B;yBxz2By:— BrxBi: — ByyBi:) : 
classes co et © ,n : D= fo + [(Brx — Byy) Bx:B y: — Bxry (B3:— B;.)] Î: n 
classes oo 2, oo m et oo/mm: D—=f. 

Série w oo m, f—=f(ZBxx, © (ByyB::— BxyBzx:2), 

BrxByuB:2+ 2ByzB:xBxy — EBxxBÿ2) : 
classes oo © et oo oo m: D—=f. 
Remarque. Le signe © figurant dans les formules pour les séries 


mäm et oo oo m signifie une sommation par rapport à la permutation cycli- 
que des indices zx. y. 3. 
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des invariants principaux (à savoir, un produit des invariants prin- 
cipaux Ai et Ai). Il s'ensuit que toute fonction d'invariants prin- 
cipaux et de l'invariant complémentaire peut être écrite sous forme 


DO (4:, 4%, Aÿ, AxAy) = 
= fo (4, A% Ai) ei 5 À,4,f (4:, Aë, ÆA;): (87.6} 
c'est justement à cette écriture qu'on recourt dans le tableau sous 


forme de 
O — Îo + À A fie 


L'avantage essentiel de cette écriture est son univocité. En effet, 
les fonctions f, et f, se déterminent à partir de la fonction ® de façon 
univoque. La fonction f, est la composante paire par rapport à 4,4, 
de la fonction ®, tandis que 4,4 ,f, est impaire, donc 


f=+ (D (42 45, 45: 424) + D (de, AE A: — 4,4.) 


1 LA n LL (] 
= 532, 10 (42, 4%, Ai; Axd,)—OD(4A.. 45, A5; —4,4,)] 
Selon le tableau 87.1, pour la classe mm2? la fonction vectorielle 
générale est de la forme 


V = Asfit + Afol + 13h, (87.7) 


tandis que la fonction potentielle, comme il s'ensuit des formu- 
les (87.3) et (87.5), est: 
__ of :, df :. dj 2 
Pa Pros Pre (87.8) 
OÙ #1: for fa et f sont des fonctions arbitraires des principaux inva- 
riants AÀ., À% et Aÿ. Mais pour la classe 2 la fonction vectorielle 
totale est de la forme *) 
V = (4 x/ À 55 À fa) L + (Afs + A,f,)J de 
+ (fs + AxAyfe) k, (67.9) 


et la fonction potentielle 


gb . 9D .. dD ee 


où ® = fo + Axd 7; tous les f, sont ici des fonctions des invariants 
principaux **). 


*) On a désigne dans le tableau, pour abréger. une partie des termes d’addi- 
tion par V (mm2). Ici tous les termes sont explicités et les fonctions arbitraires 
fx numérotées. Soulignons que la fonction f, ne coïncide pas dans cette expres- 
sion avec la fonction de même non de la formule (87.6). 

**) Le numérotage des fonctions f dans les expressions de ® et de V est 
indépendant, aussi ne doit-on pas attacher d'importance à la coïncidence de 
numéros dans ces expressions. 
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Comme il a déjà été noté, on fournit dans les tableaux 87.1 et 
87.2 la forme des dépendances fonctionnelles les plus générales com- 
patibles avec la symétrie des cristaux. Mais parmi toutes les fonctions 
scalaires. vectorielles et tensorielles d’un argument tensoriel et 
vectoriel une place particulièrement importante revient aux fonc- 
tions rationnelles entières, c'est-à-dire des fonctions dont les com- 
posantes sont des polynômes à composantes d'argument *). 

Revenons au tableau 87.1. Prenons en guise d'exemple la classe 
&2m de la série 4/mmm. Considérons les fonctions vectorielles géné- 
rales et potentielles qui en même temps sont des fonctions ration- 
nelles entières de quatrième puissance. 

La fonction vectorielle générale V = V (4), compatible avec la 
symétrie cristalline, est, comme il s'ensuit du tableau 87.1, de la 
forme 
V = (A.f — Axdife) k + (fs + AAA fi) (Axi + À,j) + 

+ (4 :f5 + AxAyfe) (Auê + Axj). (87.11) 

Pour que les composantes de V'; contiennent tous les termes exigés 
jusqu'aux termes de quatrième degré des composantes 4, comprises, 
il faut que les fonctions f, contiennent tous les termes jusqu'aux 
degrés : 

Fonction fi fe fa fs fs a 

Degré 3 2 3 O0 2 1 
Dans le cas considéré les invariants principaux sont A4 + 4°, À: 
et AË4;5. Vu qu ils sont tous de degré pair en À, les termes de degrés 
impairs sont identiquement nuls dans les fonctions f,. La forme 
générale des fonctions f,, est : 


hi = +c (AS Lt À4i) —-cAi, 
fa = ds + di (AE + AË) + dAE. 


Îs = A9 —<— Ca (A5 + A;) Lu CA. 


hd, (87.12) 
fs bs + d, (4° — À;) —— d;,A:. 
Je — C5 


où a,, . .., d, Sont des constantes. Les composantes du vecteur fonc- 


tion Ÿ (4), compatible avec la symétrie de la classe 42m, sont des 
coefficients associés aux vecteurs unité £, 7 et k respectivement : 


Vs = Axfs + AA, Aifi + A, A:f: + AA fe, 
V,= Aifs + AxAë Aife + AxAifs + AïAyfe, (87-13) 
V: = À,f; + 4,4 ,f2. 


*) Voir Dôring (1958). Smith (1970); Smith, Smith and Rivlin (1963); 
Sm'th and Rivlin (1964); Smith and Kiral (1969). 
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En portant dans ces formules les développements des fonctions 
(87.12), il vient fa 


Vs — GA x + b,A,4; Es CsÂz (Az so Aj) ni CAx42 ra 
+ cA, 48 + d'AtA A: + dé (AË + Aë) 4,4 + d, AA’, 
V,, = a4, + b24:4. + c34, (4% + 45) +ci4,A5+csA5A, + 
+ d'A AËA. + diAs (A+ A?) A. + dSA A3, (87.14) 
V,=a,4,+b,4,4, +0, (A+ A?) 4, +cAî+ 
+ d AA y (4% + 45) + LA A, AL. 


C'est la fonction vectorielle rationnelle générale et entière de qua- 
trième degré compatible avec la symétrie des cristaux de la classe 
42m. 

Construisons maintenant la fonction vectorielle potentielle de 
même puissance. Il faut pour cela écrire le potentiel jusqu'aux te- 
rmes de cinquième degré inclus. Selon le tableau 87.1 pour la classe 


49m le potentiel vaut 

D = fo + AxdyA.f. (87.15) 
Pour obtenir tous les termes qui nous intéressent la fonction f, doit 
être écrite jusqu'aux termes de quatrième degré, et f, jusqu'aux ter- 
mes de second degré inclus: 


fo == hi + li (AË + Àÿ) + AE + ni AïAS + 
+ no (4i+ Ai) + n3(4i+ Ai) Aî+nAï (87.16) 
fi= ms + pi (Ai + Ai) + prAi. 
En portant ces expressions dans (87.15), on obtient le potentiel 
D—h,+l,(4i+ Ai) + LAÏ+mA,A, A, -+ nAïA; + 
+ Ro (45-+ 4;)°+ nn; (Ai + 45) Ai + nAi + 
+ P1424, (Ai + 4j) A: + prAxA, Ai. (87.17) 


Les dérivées du potentiel sont égales aux composantes de la fonction 
vectorielle potentielle : 


= 5 — 21,4,--m,4,4.+2n,A4,4; + 4n,4, (A+ Ài) — 
+ 2n34,42 + p, (34% + 45) 4,4, + prAyAë, 
V, = re = 21,A,+m4,4,-+2n,4%4, + 4n,4, (A+ 45) + 
| + 2n,4,A4?+ p14x(4%+ 384$) A:+ po4,43%, (87.18) 
0®D 


V:= A4 — 21,4, +miAzxAy + 2n3 (A5 + A5) 4: + 
+ 4n,4? + p,4,4, (42 + 45) + 3p24:xA Ai. 
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Tandis que la fonction vectorielle générale de quatrième degré 


compatible avec la symétrie des cristaux de la classe 42m est définie 
par quatorze coefficients conslants, la fonction potentielle analogue 
ne l’est que par neuf coefficients. Donc, pour que la fonction vecto- 
rielle de symétrie 42m de quatrième degré soit potentielle, ses coef- 
ficients doivent vérifier cinq conditions. Ces conditions s’obtiennent 
sans peine en comparant les formules (87.14) et (87.18): 


b — b;, Cy —= Ce; / 
2, = dy = 2%, dy = 3). (87.19) 


Les fonctions vectorielles rationnelles entières sont étroitement 
liées aux développements tensoriels de la forme (87.1). Soit un tel 
développement de la fonction vectorielle V (4): 


Vie TI + TPA ET A din + TA jA A1 + TiimA JA A 14m 
(87.20) 


Les tenseurs T4), ..., T5 y jouent le rôle de tenseurs matériels. 
La symétrie interne de tous les tenseurs est V [V"-1]; ils sont symé- 
triques par rapport à tous les indices excepté le premier. Leurs com- 
posantes peuvent être calculées par dérivation de la fonction V (4) 
au point À = 0, et précisément 


) : OV; 
boue 7P=(L) 


gr — 1 ( VE | 4 _ 1 ( 6V'; " 
HAT Frot ao” Tôk = 3! \ 04; 048 0A; / 4=0? Ge 


(è» 1 CA 

ARR EE Cr ETEZY nn le ° 
T1 est clair que pour tout r 

FR ed Le. (87.22 

hein {(n—1)l (34, 24 = 8) 

En utilisant ces formules, on peut obtenir les composantes des 

tenseurs T() qui sont invariants par rapport aux groupes ponctuels 

donnés composés avec les fonctions vectorielles rationnelles entières 

construites sur la base du tableau 87.1. En particulier, avec le dé- 

veloppement (87.14) on peut obtenir les composantes des tenseurs 


T®) invariants par rapport au groupe 42m. Faisons-le. 
Il est évident que 
T0 (=, 2,3). (87.23) 


Or, ce n’est pas étonnant : 42m n’est pas une classe pyro-électrique. 
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Cherchons les composantes du tenseur TT. Parmi ces dernières 
ne sont nulles que *) 


Ve _ y ôoV 


3374. =: (87.24) 
Comme il fallait s’y attendre, ouLes les composantes non diagonales 
sont nulles et Ta: = Too. 

Cherchons, ensuite, les composantes du tenseur TS); sa symé- 
trie interne est V [V?]. Sont non nulles les composantes 


9°F 1 
Tis= Tin = A1 04. = + de, 
1 9, 1 + 
Ton = Ts = 2 44. 0A, = 7 b2, (S7 25) 
4 9°. 
Ts ts + 


Ainsi, on a obtenu les composantes du tenseur des coefficients piézo- 


électriques (ou électro-optiques) pour la classe 42m. 
Enfin. pour le tenseur T(% les composantes non nulles sont : 


1 95 
Tina = FA 7 Cgs 


Tiges = Tiose = Tics = {+ AE => (cs -—c:), 

Tia = T'isis = Tissu = THE T0 

Tasse = Toys = Tan = =+ HE + (cs r C5). 

Tage = _ _. 68: (87.26) 
Tzass = Tases = Tasse =+ a = + 

Tours = Taiss = T'asus = G Ur 

Tanes = Tasse -= Tasse =+ TE ne +. 


1 0%. 
Tas33 — G 94% (2: 


La symétrie interne de ce tenseur est V [V#]. Il peut, par exemple, 
décrire la polarisabilité cubique et, partant, la génération de la 


*) Pour obtenir des notations habituelles pour les composantes tensoriel- 
les, on substitue des indices chiffrés aux indices littéraux. 
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troisième harmonique lumineuse dans les cristaux de la classe 422, 


4mm, 42m et 4/mmm (car ce tenseur est du type pair et a une même 
forme pour toutes les classes entrant dans un sous-système). 

Le tenseur T5) de symétrie interne V [V4] est laissé aux soins 
du lecteur qu'il calculera lui-même. 

Les fonctions vectorielles rationnelles entières potentielles sont 
utilisées de façon absolument analogue pour la construction des 
tenseurs symétriques par rapport à tous les indices. 

Ainsi, le tableau 87.1 permet d'écrire facilement les tenseurs inva- 
riants par rapport à tout groupe donné de rang non seulement élevé 
mais aussi élevé que l'on veut. Toutefois, on peut directement se 
servir de fonctions vectorielles rationnelles entières au lieu de ten- 
seurs matériels de rangs élevés. L'écriture des propriétés du matériaux 
est alors plus compacte qu'avec les tenseurs matériels. En effet, 
les formules (87.14) ou (87.18) prennent moins de place qu'exigerait 
l'emploi de quatre tenseurs: de rang trois, quatre et cinq à infor- 
mation identique. On a ainsi abouti à une généralisation essentielle 
de la notion de tenseurs matériels, c.-à-d. à l'idée de fonctions vec- 
torielles ou tensorielles matérielles *). 

Le tableau 87.2 contient les potentiels d'un tenseur symétrique 
de second ordre, qui sont compatibles avec la symétrie des cristaux 
et des textures. On n'a pas encore construit les fonctions tensorielles 
générales de cette espèce. La forme du potentiel est identique pour 
toutes les classes d’un sous-système. Les sous-systèmes sont ras- 
semblés en séries; dans le cas considéré, les séries s’identifient aux 
systèmes. 

Au moyen de ces potentiels on obtient sans peine la généralisation 
de la loi de Hooke sous la forme 


0O = 
— mn: (87.27) 
ou bien sous la forme 
__9®(e) = 

O;, — dE ; (87.28) 

Dans ce cas il faut tenir compte des règles du calcul correctif 
O0, = Ci) (ij— À =1, és 6), (87.29) 

Er (ij À =1, 2; 3), 
= 87.3 

É 2£;; (ij— À = 4, D, 6) : 7 


*) Ces fonctions trouvent, en particulier, une application dans l'appareil 
mathématique de la théorie des transformations de phase de seconde espèce, 
en exprimant sous forme générale la relation entre le potentiel thermodynamique 
O et le paramètre de dissymétric c (voir $ 66). Dans ce cas, pour les vecteurs 
c à deux et trois dimensions on peut utiliser le tableau 87.1 (Sirotine. 1967; 
Sirotine et Mikhelson, 1969), mais pour les vecteurs c à dimensions multiples, 
a recourir à des méthodes mathématiques spéciales (Goufan et Sakhnenko, 

12). 
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par exemple, en décrivant le potentiel O (e) = D(e,, ..., €) à 
la place de B,. on écrit e, mais à la place de B,, il faut mettre !/,e,. 

Les tenseurs potentiels écrits peuvent également être utilisés 
pour trouver la forme des tenseurs caractérisant des corrections à 
la loi de Hooke, c’est-à-dire les tenseurs st’, s%). . .. du dévelop- 
pement (87.2) et les tenseurs ef), cf), ... du développement 


(4) ï EEE (3 , ” 


pour les cristaux de toute classe (plus précisément, de tout sous- 
système). C'est justement pour déterminer les coefficients s;5, et 
cjv que sont nécessaires les potentiels constituant des polynômes 
de troisième degré par rapport aux composantes tensorielles, et pour 
le calcul des coefficients s5%,, et ci. des polynômes de quatrième 
degré. 

Par exemple, le potentiel (D (o) des cristaux du sous-système 
supérieur du système cubique vaut aux termes de troisième degré 
près inclus: 


®(o)=a (0, +0: +03) + d, (01 +02 + 03) + 
—+ b: (0:03 + 030, — 0,02) + b, (0$ -L Of — 05) + 
+ di (Gi + 02 +03)" + de (01 +02 + 03) (0203 + 0301 + 0102) + 
+ di (oi +02+ 03) (04 + 05 — 06) + d,010203 + d:0,0:08 —- 
+ de (0105 + 0,0% — 0,0% — 0,0 — 030% -- 030). (87.32) 


On a immédiatement 


CNRS ER 
Fu 2 903, d0u 00% ? 


donc les coefficients des déformations élastiques de second ordre sont 


Siut = Syn99 = S333 = 34,, 


Syno = Sy33 — Sogs — Sos = 311 = S39o = 94 + de, 


3 1 
Si2s = 9 +5 de +5 dus 
d (87.34) 
Site = S255 — Sae6 — ds, 
S155 = Syge = S2g6 — Sous = aie — S355 = ds + de, 


1 
Sie = 7 As; 


les coefficients restants (excepté ceux qui ne diffèrent des précé- 
dents que par permutation d'indices) sont nuls. D'ailleurs, dans ce 
cas également il est plus commode d'obtenir par dérivation du po- 
tentiel les formules exprimant directement les déformations aux 
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moyens de contraintes: 
£, = a+ 2b,0, + (2b, :-b,) (0, + 03) + 3d,0° + 
+ (6d, + 24.) 0, (02 +03) + (3di + d2) (02 + 05) + 
+ (6d, + 3d, + di) 0203 + d305 + de (05 +04), (87.35) 
£, = 20,6, + 2d36,0, + (2d, + 2de) (02 +02) 0, + d:0:06 ; 


les formules d’autres composantes ne diffèrent de celles écrites ci- 
dessus que par la permutation cyclique des indices. ; 


ANNEXES 


A. Systèmes de coordonnées cristallographiques 
et cristallophysiques 


On a rassemblé ici les règles de choix des repères cristallographiques et 
cristallophysiques dans des cristaux de toutes les classes (voir $$ 4. 16, 86). 
On a donné au tableau A.1 les projections stéréographiques standard indiquant 


Tableau A.1 


Choix d’axes de coordonnées cristallographiques et 
cristallophysiques pour les cristaux des 32 classes 
(en projection stéréographique) 


Syngonie triclinique 


Syngonie monoclinique 
{en haut, placement adopte ; en bas, placement modifié) 


39—01180 


ANNEXES 


610 
Tableau A1 (suite) 


Syngonie orthorhombique 


AA, c<a<b #X, 


a<b À À d-$-y"30° 
TS AR TIR SNS d-B-;-90° 
/ | \ 
% 4 4 + an ÿ 


Syngonie quadratique 


T=ÜRC, X=p=y=-930° 


PTT TT SS. 
4 à ÿ FA \ y 
Lg La ; 
45 / % Zds 12 2 
DR 4 NC! 27 4fm 
ÀX 4,# LX, 
Y 
4 


4,4 XX 


Syngonie hexagonale, système trigonal 


(rhomboélectrique) 
a=û , @=8=90", y=120° 
hr D — 
PR s NY "4 : ? 
ÉSNEN ALAN 
NOR 16 Nec ME 
N 4 | 7 11 \ / 
13 —-1- F2 XL 
À 4; XX, 
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Tableau A.1 (suite) 


Systeme hexagonal 
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Tableau A.1 (suite) 


Syngonie cubique 


la disposition réciproque d'éléments de symétrie cristalline des axes de coordon- 
nées cristallographiques et cristallophysiques (Ney, 1957, annexe 2). 

Au tableau A.2 on a fourni les règles de choix des repères cristallographi- 
que *) et cristallophysiques, formulées de façon la plus proche de l'IRE Stan- 

ards LEE et discutées en détail au $ 86 pour toutes les 32 classes, de même 

que les règles de choix de la modification droite dans les 11 classes énantio- 
morphes. 

Notations. 

X, Y. Z — axes du repère cristallographique:; 

Xe Àe, Xs — axes du repère cristallophysique; 

@, B, y — angles entre les orientations positives des axes Ÿ et Z, Z et 
X, X et Y respectivement ; 

cr ou cr, désigne que l'axe cristallographique considéré est dirigé suivant 
le plus court vecteur du réseau; cr, — suivant le plus court vecteur du réseau 
non colinéaire au premier; cr, — suivant le plus court vecteur du réseau non 
coplanaire aux deux premiers; LYcr, Signifie que l'axe considéré est dirigé 
suivant le plus court des vecteurs du réseau, perpendiculaires à l’axe Y ; les 
autres notations se déchiffrent de façon analoyue; 

1, — coefficients de déformation élastique, d,;, — coefficients piézo- 
électriques, 13, — coefficients piézo-optiques, G — coefficient de giration. 

Dans les repères cristallographiques, aussi bien que dans les repères cristal- 
lophysiques les angles droits entre les axes correspondants (X et X,, Y et X2, 
Ziet X3) sont inférieurs à 90°. Les modifications énantiomorphes se disposent 


*) Sur le choix des systèmes de coordonnées crRIogrARaIque dans les 
cristaux des syngonies triclinique et monoclinique voir de même Déloné, Padou- 
rov, Alexandrov (1934); Déloné, Gualiouline, Chtogrine (1974). 
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Tableau A.2 


Règles de choix des systèmes de coordonnées et des modifications 
droites dans les 32 classes cristallographiques 


l | | | FLE Dale 
Classe | Z{0o1]| X{100]|Y [010] | &, B. | Xa X1 : ue cation 
Syngonie triclinique 
{ | Cr Cra | Cra d33> 0 
© 
> WP 1001] [5 (010) | L (010) 
ze B > 90 | 
1 cr; Cra Cr 
Syngonie munoclinique 
2 JLYer, LYcr Il 2 |42> 0 
a=Yy— a M 
m rer LYer| 1m | —9,0°, | [001] | 1 (100), [010] dus > 0| 
B > 90° 
2/m [LYer LYcr| |2 | 
Syngonie orthorhombique 
222 Il 2cr: Il 2 CTo Il 2 Cra dae >0 
=D—= 
mm2 | 12 1LZer,|Lmer. ne [001] | [100] | [010] ds >0| 
= 90° 
mmm | I|2cr1 | | 2cr, | | 2crs | 
Syngonie quadratique 
4 | h 4 | LZer s18>0 | d35 > 0 
4 n Z S18 > UV, 
/ | 3 | 12e soul 
&im | | 4 | L Zcr Si >0 | 
= D0— 
422 | l 4 | LZcr = | 10017 | [100] | 1010] dis>0 
4mm | Il 4 | LZcr das >| 
42m | {| 4 | Il 2 ds3 > 0 dec >0 
4/mmm 1] 4 | LZer | 
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Tableau A.2 (suite) 


Choix Modifi- 
Classe [Z [ov1]| Xf100]|Y (010)]| &. 8. v| X x Ya u cation 
{001]| X [100] [010] B, 3 1 ue FL 


Syngonie hexagonale 


3 113 | 1LZer 81 >0,]| ds > 0 
| Ses > 0 
3 | 1 3 | LZer su > 0.1 
So, > 0 
32 | nu3 | 12 1>0 |d1>0 
3m | [3 | L m m>0. | 
LT SR das > 0 
3m | 13 | 12 su >0 | 
ax == _ _ 
6 | n6 | LZer = 90. | 10001 1201 | too] | ds > 0 
6 | h 6 | LZeæ | ie > 0. | 
di >0 
6G'm | |: 6 | LZe.r Ts > Ù | 
622 | 6 | LZer | 4 >0 
GEmmm | | 6 | LZer das > V | 
6m2 | 6 Lm des > 0 | 
6/mmm | [| 6 | LZer | 
Sungonie cubique 
23 | h 2 Ts > il dia > 0 
m3 | 1 2 8 Us: > til 
a =bD—= RS 
432 | I 4 == | 1001] | [100] | [010] | 6>0 
43m | 4 : di>0 | 
mäm | 1 4 | 
Variations possibles 
2 | 12/[1Zen|LZer. | | dss>0 


m |iml|izen|1zZer, *=%, 1001] | 1100] |L(010)| &:>0 | 

2m | 12 |LYen|1Zcr dd | 
62m | 116 I 2 [0001]| [2110] | [0410] | 41 > 0 
y=120° 
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par rapport aux repères introduits de manière que l'une puisse se transformer 
en l’autre par inversion. 

Dans la division « Variations possibles » on montre comment varient les 
règles de choix des axes de coordonnées et des modifications énantiomorphes 
au cas d'un autre placement des cristaux de syngonie monoclinique et de la 


classe 6m2 qu'il est naturel de noter dans le nouveau placement 62m. 


B. Réseaux de Bravais et matrices cristallographiques 


La division des réseaux de Bravais en primitifs (ou simples) et centrés 
est, à certains égards. arbitraire. On considère dans ce cas comme primitifs 
les six réseaux sur les vecteurs de base desquels on construit habituellement les 
repères cristallographiques. Les paramètres de ces réseaux et leurs matrices 
cristallographiques sont détermines par les règles de choix des repères cristallo- 
graphiques (voir annexe A). Les huit reseaux de Bravais restants sont considérés 
comme centrés; en particulier. le réseau rhomboédrique constitue un réseau 
centré hexagonal. 

Notations. 

a, b, c — longueurs des vecteurs de base du réseau cristallin : 

a, B, y — angles interceptés par ces derniers; 

v = abc w — volume de la maille élémentaire : 

a*, b*, c* — longueurs des vecteurs de base du réseau réciproque: 

a*. B*, x* — angles interceptés par ces derniers; 

w — voir plus bas: 

À = || Aa; ll — matrice de décomposition de la base vectorielle a, du 
réseau cristallin suivant les vecteurs unitaires du repère cristallophysique e; 
(les indices grecs énumèérent les lignes; les indices latins, les colonnes); 


E = ||EŸ || — matrice de décomposition des vecteurs unitaires e; du 
repère cristallophysique suivant les vecteurs de base a, du réseau cristallin 
(les indices latins affectent les lignes; les indices grecs, les colonnes): 


G = || gag || — matrice des composantes covariantes du tenseur métrique; 

. G4= ||g*P || — matrice des composantes contravariantes du tenseur 
metrique : 

@ = || QË || — matrice de décomposition de la base vectorielle du réseau 


cristallin centré suivant les vecteurs de base du réseau primitif correspondant 
ee indices uon primés correspondent au réseau centré et affectent les lignes ; 
es indices primés, au réseau primitif et affectent les colonnes); 


P = || Pb, | — matrice de décomposition de la base vectorielle du réseau 


cristallin primitif suivant les vecteurs de base du réseau centré (les indices 
primés correspondent au réseau primitif et affectent les lignes ; les indices non 
primés, au réseau centré et affectent les colonnes). 

Quelques rapports entre les paramètres des réseaux simples de Bravais 
facilitant l’utilisation du tableau B. 1. 


Réseau triclinique simple P1: 


w = }/ 1 —cos? à — cos®f — cos? y +2 cos a cos f cos Y, 


, ? _— 
aw bus cu ? 
cos BP cos “ — cos a COS Ÿ COS 4 — COS 
oasis ces, , COS LE 
sin B sin y sin y Sin & : 
cos & cos 5 — cos Y 
cos à La _ cos a cos f—cos y 


sin à sin ÿ ' 
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Réseau monoclinique simple P2/m : 
a = += 90°, o = sin B, 
a* = {/asinf, b* = 1/b, c* = 1/csin B, a° = y* = 90°, p* = 180°—B 
Réseau orthorhombique simple Pmmm : 
a=fpf=y+—=90, o=1, 
a = Â/a, b° = 1;b, cc = ie, a° = B* = yÿ* = 90°. 
Réseau quadratique simple P4/mmm : 
a = b. = f—y—90, &w— 1, 
a* = b* = 1/a, a+ = $f* = ÿ* = 90°, 
Réseau hexagonal simple P6/mmm : 
a=b a—fp—90,. y—120, w—= y3/2, 
at = bt—2{(a V3), oc = 1/0, a = B* — 90°, y* = 60°. 
Réseau cubique simple: 


a=b=c a=fB—=y=90, w=1, 


] 
© 
L 


9 
at =bt—=ct—= 1e à = p* = +* 


C. Propriétés d’orientations dans les cristaux 


En fonction de la nature de leur disposition par rapport aux éléments de 
symétrie du cristal, les orientations dans ce dernier sont dites privilégiées ou 
non privilégiées, polaires et apolaires. axiales ou non axiales, hélicoïdales 
ou non hélicoïdales *). On a utilisé ici le terme traditionnel d’« orientation », 
bien qu’il soit plus correct dans ce contexte de parler de droites. 

Une droite est dite privilégiée si toutes les opérations de symétrie du groupe 
ponctuel cristallin ne transforme cette droite qu'en elle-même. 

Associons à cette droite un vecteur polaire. Si une au moins des opérations 
de symétrie du groupe ponctuel cristallin transforme cette droite en elle-même, 
tandis que le vecteur en son opposé, la droite est dite apolaire. 

Associons à la droite un vecteur axial. Si une au moins des opérations de 
symétrie du groupe ponctuel cristallin transforme cette droite en elle-même, 
tandis que le vecteur axial en son opposé, la droite est dite non axiale. 

Associons enfin à la droite une hélice. Si une au moins des opérations du 

roupe ponctuel cristallin transforme cette droite en elle-même, tandis que 
"hélice est transformée en hélice de sens opposé, la droite est dite non héli- 
coïdale. 

On peut formuler ces définitions d’une autre Le en se servant des grou- 
pes limites de Curie. Le groupe de symétrie d’une droite prise isolément Ga = 
= œ'mm, l'axe © coïincidant avec la droite: quant au groupe de symétrie 
de Ja droite au sein du cristal Ga, qu'on appellera groupe simple de la droite 
de symétrie, il constitue l'intersection du groupe ponctuel cristallin Gc avec 
le groupe Ga: 


Gac = Ge N Ga. 


*) Voir également Sheludev (1971). 
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Tableau B.8 


Matrices Q et P liant les bases vectorielles des réseaux 
de Bravais centrés aux bases des réseaux simples correspondants 


Immm 
- C2 F ; = 
nie Con | Fm3m | 1 Ans R3m 
1/2 —1/2 0 O 1/2 1/2|—1/2 1/2 1/2 2/3 1:3 1,3 
Q 1/2 1/2 O| 14/2 0 1/21 1/2 —1/2 1/2 |—1/3 1:3 1/3 
0 0 11 1/2 1/2 0 4/2 1/2 —1/2 | —1/3 —2;3 1,3 
| 1 OO |—1 | 1 (4) Î 1 1 — 0) 
.P — | 1 0 1 —1! | { (Ù 1 0 14 —1 
{) O 1 1 1 —1 1 1 (A 1 1 | 


Une droite est dite privilégiée si son groupe de symétrie coïncide avec le 
groupe de symétrie du cristal: 


Gac = Ge; 


il va de soi, qu'il faut et que suffit pour cela que le groupe de symétrie du 
cristal soit un sous-groupe de la droite prise isolément (une fois, bien entendu, 
tenu compte de leur disposition réciproque): 


Ge © Ga = c/mm. 


Il s'ensuit immédiatement que les droites privilégiées ne se rencontrent que 
dans les cristaux et. seulement dans ces derniers. dont les groupes ponctuels 
sont des sous-groupes du groupe limite oco/mm; c'est le cas des cristaux des 
catégories inférieure et moyenne. 

Une droite est dite polaire si son groupe de symétrie est un sous-groupe du 
groupe d'un vecteur polaire: Ge © com. Elle est dite axiale si son groupe de 
symétrie est un sous-groupe du groupe d'un vecteur axial: Gaec € om. Elle 
est enfin dite hélicoïdale si son groupe de symétrie est un sous-groupe d'une 
hélice: Gaec € 002. 

Les caractéristiques des orientations énumérées (on revient à la termino- 
Jogie traditionnelle) sont importantes pour la physique des cristaux. C'est 
ainsi que le vecteur propre isolé *) d’un tenseur matériel symétrique de second 
ordre coïncide toujours avec l’une des orientations privilégiées du cristal. Les 
cristaux pyro-électriques ne sont que ceux qui possèdent au moins une orienta- 
tion polaire privilégiée; seule une telle direction peut servir de support aux 
vecteurs de polarisation spontanée. de déplacement électrique spontané et des 
coefficients pyro-électriques. La direction de polarisation piézo-électrique ne 
peut être que la direction polaire. Enfin. la biréfringence circulaire ou elliptique 
du type hélicoïdal n’est possible que suivant une direction hélicoïdale (la possi- 
bilité d'une biréfringence de type axial est fonction de la symétrie magnetique 
de l'orientation, voir $ 82). 

Les orientations polaire, axiale et hélicoïdale sont représentées à la figu- 
re 44.1. Les caractéristiques de tous les faisceaux de directions symétriquement 
équivalentes sont fournies pour toutes les 32 classes de symétrie cristalline 
au tableau C. 1. Les faisceaux de directions symétriquement équivalentes se 
caractérisent dans les cristaux de syngonie hexagonale (systèmes trigonal et 
hexagonal) au moyen d'indices de Bravais. dans les cristaux d'autres classes 


*) C'est-à-dire ne figurant pas dans le plan et l'espace des vecteurs propres. 
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Tableau C.1 
Orientations dans les cristaux 
Privilégiées 
Non Non héli- 
Classe Apolaires a : 
PORTES! axiales | coïdalcs polaires | axiales PA autres 
1 | = | — | — | kkI | | | = 
nl | hkl | = | n cu = | hkl | ee | = 
2 hOL hO!I 040 010 010 —_ 
hOI 
m 010 hOI 040 010 — _ 
hOI 
2/m | bkl | ho! | he | — . 40 | _ | ho! 
222 Ok Uk e 400 = 
hu! hOI 040 
hkO hk0 00 
mm? RhkO OKI Oh! 001 — — 400 
hkOI hOI 040 
h}e0) 
mmm hLkl Ok! hk! _ _ — 400 
hu! U10 
hkt) 001 
3 | e_ | = | = | 0001 | 0001 | 00.1 | = 
3 | hkil | ee | hkil | _ | O001 | n | _ 
32 | OkEI | vk&I | Le | _ | un | Ou | s 
3m 2110 OkkI 410 0001 = — : 
OKKI 
3m | hkil | OkËI | kkil | = : = | L | LA 
4 | hKO | h&O | = | vo | 004 | Ou | æ 
4 hkO hk:0 04 2; 061 _ 2 
001 
A | hkl | hko | REV | _ | oui | Æ | L 
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Tableau C.1 (suite) 


hhl 


Privilésiées 
Classe | Apolaires ailes RATES hélicoï- 
polaires | axiales dales autres 
mm hkkO hku O4 001 = = _ 
Uk khl 
hhi 
39m D k&O hkO hkhl _ = = - 00 
UE Okl 
hhl 
| 
6 | hkIO | hkciu | = | 0001 | 0001 | 0001 | - 
6 hkk10 Rkkiu hk{O _ 0001 — — 
0001 UN 
6/m | hkil | hkin | hkil | 5 | G004 | . | = 
622 kkiv hkë0 — _— = 0001 _- 
Okkl OkkI 
hkkl hkkl 
6mm hkI0 h&O | Ok 0001 — — — 
Okkl Rkk!I 
hkkl 
GEm2 hki0 hkin hkIO = eu — 0001 
Rkkl Ok! Okkl 
hkkl 
6/mmm hkil hkiU hkil = = _ UVOI 
OKÆL 
| hkkl 
23 | OkL | Ok! | _ | . | _ | = | . 
m3 | hkl | OkL | hkl | ” | _ | - | _ 
432 Okl Uk Le en = _ De 
hhl hhl 
43m él Okl hhl = _ ”_ L 
hhi 
m3m Le | ok! | hkl | | E | HE 
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à l’aide d'indices de Miller. Le placement est standard (voir annexe A). Au 
tableau C. 2 on fournit les propriétés d’orientations dans les milieux de symétrie 


Tableau C.2 


Orientations dans les milieux de symétrie limite 


Privilégiées 


Groupe Non Non héli- 
Curie Apolaires | axiales | coïdales polaires | axlales pente attres 
oo Lk Lk absente k k k absente 
co /m toutes Lk toutes | absente k absente | absente 
00 2 toutes toutes | absente | absente | absente k absente 
oo m Lk toutes | toutes k absente | absente | absente 
co/mm | toutes toutes toutes | absente | absente | absente J 
00 00 toutes toutes | absente | absente | absente | absente | absente 
00 00 mn toutes toutes toutes | absente | absente | absente | ab£ente- 


Remarque. Le vecteur k est dirigé suivant l'axe de symétrie principal. 


limite. 1] s'ensuit du tableau que les propriétés associées au vecteur axial sont 
les mêmes pour tous les cristaux entrant dans le même sous-système. Cela tient 
à ce que le vecteur axial est invariant dans l’inversion. 


D. Démonstration analytique de théorèmes sur 
la multiplication d'opérations de symétrie 


Les théorèmes sur la multiplication d'opérations de symétrie sont donnes 
au $ 3 et se démontrent sans difficultés analytiquement, par multiplication des 
matrices associées ;: la méthode de construction de ces matrices est exposée au 
8 17. et les matrices elles-mêmes sont rassemblées au tableau 17.1. 

Théorème 1. Sans restreindre la généralité. on peut admettre que l’un des 
plans intersectés est normal au vecteur de base e,, tandis que le vecteur unitaire. 
de la normale au second plan vaut e, cos d + e, sin? (l’angle intercepte par 
les plans est #). Ecrivons, en s'inspirant du tableau 17.1, les matrices appro- 
priées et multiplions-les : 


—cos 2 —sin2# Off[—1 0 0 cos 2 —sin2ÿp 0 
— sin 2Ÿ cos 2b 0 0 1 O|f—|sin2ÿ cos 2p O1. 
0 0 0 0 O 1 0 0 1 


On aboutit à une matrice de rotation autour du vecteur e, (c'est-à-dire on obtient 
finalement les lignes d’intersection des plans) d’un angle double de celui formé 
par les plans. 

Théorème 2. En multipliant entre elles les matrices de rotation autour de- 
J'axe 2 et d'effet miroir sur un plan perpendiculaire à cet axe (2, et m2) 


— 1 0 0 — 1 0 oO 1 O0 0 
O0 —1 0 O0 —1 O [= 0 1 0 ||. 
0  O 1 O O0 —1 0 O0 —1 
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on obtient la matrice d’inversion. De façon analogue se démontrent les théorè- 
mes 2a et 2b: 


1 O0  OHH1 0 0 1 O0 0 
0 —1 Oo 1 ol=—| o —1 ol, 
O  _O —1 D O0 —1 0 O0 1 

—14 0 O1 O0 0 14 0 0 
o —4 olllo 1  ol=| 0 —4 o 
oo 11lo o —1 0 0 —! ° 


Théorème 3. En multipliant la matrice de rotation d'angle % = 2xm/n 
.(m = 1, ..., n) autour de e; par la matrice de rotation 2x 


cos(2r1zm/n) sin(2rm/n) 0 { 0 0 
—sin(2rzm/n) cos(2rm/n) 0 O0 —1 0 || = 
(4) (Ù | (4) O —1 
cos (271m/n) —sin (2rm/n) 0 
=||[ —sin (21m/n) —cos (21m/n) 0 : 

0 0 — 1 


on obtient une matrice de rotation de 180° autour du vecteur e, cos (xm/n) — 
— e, sin (xm/n). C'est ainsi que l’axe 2, subit une rotation 

d'angle 90° autour de l'axe 2, 

d'angles 60° et 120° autour de l'axe 3,. 

d'angles 45°, 90° et 135° autour de l'axe 4., 

d’angles 30°, 60°, 120° et 150° autour de l’axe G.. 

Théorème 4. Se démontre de façon analogue. 

Théorème d’Euler. Sous forme général, sa démonstration serait trop lon- 
que. Un cas particulier de ce théorème, le théorème 3, est déjà démontré. Démon- 


trons un autre cas: celui où les rotations de 2x/3 autour de [111] et [111] sont 
équivalentes à la rotation de x autour de [010]. 


En effet, 
0 1 0 O 0 —1! —1 0 0 
0 O0 ! —1 0 0 || — 0 1 0 
1 0 0 O0 1 Ô 0 0 —1 


Les mêmes rotations effectuées dans un ordre inverse sont équivalentes à une 
rotation de x autour de [001]: 


O0 O0 —1 0 1 0 —1 0 0 
—1 0 0 0 O0 1 ||— O0 —1 0 
0 1 0 1 0 O0 0 01 
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L Théorème 6. En multipliant la matrice de m rotations inverses élémentaires 
2n, d’angle x/r autour de e; par la matrice d'effet de miroir m..: 
cos(rzm/n) sin(rnm/n) 0 —1 0 0 
(—1)m || —sin(rm/r) cos (rm/n) 0 0 1 O0 = 
Ô (4) 1 0 D 1 
—CcoS(rm/n) Sin(rm/n) V 
=(—1)m sin(rmin) cos(zm'n) 0 
0 0 { 


on obtient pour des m impairs des matrices de rotation d'angle x et pour des m 
pairs des matrics d'effet miroir sur des plans de symétrie verticaux. 


E. Tenseurs invariants par rapport aux groupes 
cristallographiques et limites 


Les tableaux de cet annexe contiennent les tenseurs et les pseudo-tenseurs 
de symétrie interne différente, invariants par rapport à tous les groupes cristal- 
lographiques et limites; c'est seulement dans les trois derniers tableaux que 
dans des buts d'économie les tenseurs du cinquième et du sixième rangs ne 
sont donnes que pour quelques classes *). La symétrie interne des tenseurs est 
donnée en-têtes des tableaux dans les notations de Jahn décrites en détail au 
$ 42. Pour tous les tenseurs on indique les nombres de leurs composantes et 
invariants indépendants (si seul est indiqué le nombre de composantes, cela 
signifie que celui d'invariants indépendants est le même). Les tenseurs (et les 

seudo-tenseurs) invariants par rapport aux groupes cristallographiques et 
imites considérés sont utilises en cristallophysique en guise de tenseurs maté- 
riels de cristaux et textures se rapportant aux classes cristallographiques et 
limites appropriées. On fournit plus loin les applications cristallophysiques des 
tenseurs énumérés dans cet annexe. 


F. Forme condensée de l'écriture des tenseurs 


En physique théorique des cristaux on a souvent affaire à des tenseurs 
symétriques de second ordre (symétrie interne [l2}). On y rapporte les tenseurs 
des déformations et des contraintes. de mème que de nombreux tenseurs mate- 
riels. Les connexions entre ces tenseurs sont décrites au moven de différents 
tenseurs matériels de quatrième. de sixième ou des rangs encore plus élevés, 
qui. malgré leur diversité. possèdent néanmoins une propriété commune: ils 
sont tous symétriques par rapport aux couples d'indices. c’est-à-dire sont munis 
de la symétrie interne [V=}®, [V2], etc. Bien que tous les calculs avec ces ten- 
seurs puissent être réalisés au moyen de règles habituelles de l'algèbre tenso- 
rielle. il s'est avéré commode de recourir à des procédés de calcul spéciaux. 
Le procédé consiste à remplacer le couple d'indices latins à. j = 1, 2. 3 par un 
indice grec À qui prend des valeurs allant de 1 à 6 (si les indices à et j sont per- 
mutables, ils engendrent 6 combinaisons différentes). Le nombre d'indices 
diminue alors de deux fois (le rang du tenseur diminuant pour ainsi dire de 
moitié) ; il est vrai qu'en compensation il faut s'attendre à une augmentation 
du nombre de valeurs prises par chaque indice. L'existence d’une symétrie 


.. +) Des tableaux plus complets, allant jusqu’au huitième rang inclus, ont 
ete composés par Smith, 1970. 
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Liste des tableaux de l’annexe E 


N° du 
tableau 


Symétrie 
interne 


Applications 


E. 1 


E. 


19 


£ 


O1 


[V3] 


{V2} 


V2 


Enantivmorphisme p:pour les cristaux droits p=1, 
pour les gauches p— —1, pour les cristaux non énan- 
tiomorphes p—ti ($ 5): rotation spécifique du plan 'de 
polarisation & au cas de substances optiquement isotro- 
pes ($ 81). : 


Vecteurs des coefficients pyro-électriques p ($ 31) de 
polarisation spontanée P(® et de déplacement électrique 
spontanée D(% ($$ 26, 65), de polarisation piézo-électri- 
que sous pression hydrostatique d—d : I ($ 58). 


Vecteurs axiaux, duals aux tenseurs {©} (voir tabl. 
E. 5). Ne sont pas, à ce qu'il paraît, utilisés en guise 
de tenseurs matériels indépendants. Autrefois on consi- 
dérait que c'était la nature du vecteur des coefficients 
prromagnétiques, mais après la découverte de la symé- 
ee magnétique des cristaux il s'est avéré que c'était 
aut. 


Tenseurs de déformation spontanée #(°: (4 65), de sus- 
ceptibilité æœ, de permittivité x et d’imperméabilité 
diélectriques n ($$ 26, 27), de perméabilité magnétique 
u ($ 73), de dilatation calorifique & et de thermo-élas- 
ticité 6 ($$ 51, 52), etc. ainsi que les tenseurs de con- 
ductibilité électrique ©, de résistivité p., de conducti- 
bilités calorifique À et thermique k pour les cristaux 
non magnétiques ($$ 32, 33, 76). 


Parties antisymétriques des tenseurs du type V? 
(tabl. E.6) ; à ce qu'il parait, ne sont pratiquement pas 
utilisés en guise de tenseurs matériels indépendants. 


Tenseurs des coefficients de Faraday F ($ $2), des 
coefficients thermo-électriques æ et y ($ 76), les ten- 
seurs des coefficients de Hall R et de Leduc-Righi L 

our les cristaux non magnétiques ($ 76) et les tenseurs 

’électroconductibilité &, de résistance électrique p et 
de conductibilité calorifique À dans des cristaux ma- 
gnétiques ($ 76}. 


Pseudo-tenseur symétrique des coefficients de gira- 
tion G ($$ 81, 82). 


Partie antisymétrique du pseudo-tenseur de ziration 
complet; ne décrit que l'activité optique «faible» 


($ 81). 


Pseudo-tenseur complet (dissymétrique) des coeffi- 
cients de gyration ; à côté de l’activité optique ordinaire 
(« forte »), il décrit également l'activité optique « fai- 
ble » ($ 81). 
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Suite 
in rene Applications 

E. 10 [3] Tenseur de l'effet piézo-électrique longitudinal f 
($ 58); tenseur de susceptibilité diélectrique quadrati- 
que % (2w, w, w) lors de la négligence de la dispersion 
(S$ 79. 8). 

E. 11 V [72] Tenseurs des coefficients piézo-électriques d et e 
(8$ 58, 60, 61). des coefficients de l'effet électro-opti- 
que r (8 77), des coefficients de susceptibilité quadrati- 
que % (20, &, w) et % (U, m, w) ($ T9). 

L:42 {V2} v Tenseur matériel Y caractérisant la dispersion spa- 
tiale de premier ordre ($ 81). 

E. 13 y3 Tenseur de susceptibilité quadratique % (o,+uw, ; «4, 
&W,) pour w, = uw, et en tenant compte de la dispersion 
($ 79). 

E. 14 eV [1?] P<eudo-tenseur d'électrogyration A caractérisant la 
variation du tenseur de gyration symétrique sous l’ac- 
tion du champ électrique ($ 82). On considérait autre- 
fois comme identiques les coefficients piézomagnéti- 
ques (cf. les applications cristallophysiques du vecteur 
axial — E. 3). 

E. 15 eVs Pseudo-tenseurs des coefficients de Nernst et d'Etting- 
shausen N et M ($ 76); pseudo-tenseurs des coeffici- 
ents de Hall P et de Leduc-Righi Q dans les cristaux 
magnétiques ($ 76). 

E. 16 [V+] Tenseur de susceptibilité cubique 6 (3w, w, &, w) lors 
de la négligence de la dispersion ($ 79). 

E. 17 V [V3] Tenseur de susceptibilité cubique 0 (3w, w, w, &w) ($ 79;. 

E. 18 [(V2}] Tenseurs des coefficients d'élasticité ec et de défor- 
mation élastique s ($$ 51, 52). 

E. 19 (V2}? Tenseurs des coefficients d’électrostriction P ($ 74), 
de magnétostriction, des coefficients de résistance élas- 
tique m et de piézo-résistance II (8 75), des coeffi- 
cients élasto-optiques p et piézo-optiques x ($ 77), des 
coefficients de Kerr K ($$ 77, 79) et de Cotton-Mouton 
C ($ 82) 

E. 20 [(V2)2] Tenseurs des coefficients d'élasticité en théories 
d'élasticité dissymétriques. 

E. 21 [V2] V2 Tenseur de susceptibilité cubique 6 (2w, U, ©, «) dé- 
crit la génération de la deuxième harmonique du rayon- 
nement électromagnétique au sein des cristaux centro- 
symétriques placés dans un champ électrique ($$ 79, 8ü). 

E. 22 ya 


50° 


Tenseur général de susceptibilité cubique 8 (w, w1, 
@:, Ws) ($ 79). 
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Suite 


N© du Symétrie 


tableau interne Applications 


E. 23 F[(F2}] Tenseur d'effect piézo-électrique quadratique Q, ten- 
seur traduisant l'influence du champ électrique sur 
les constantes élastiques, etc. ($ 74). 


E. 24 ((F2}5] Coefficients quadratiques d'élasticité C et de défor- 
mation élastique L ($ 74). . 


E.25 ({[V2][[V?]°]| Coefficients traduisant l'influence de la contrainte 
statique ou de la déformation sur les constantes élas- 
tiques dynamiques ($ 74), de l'effet piézo-électrique 
quadratique, etc. 


Tableau E.1 
e-pseudo-scalai e p 


Classes | 'Ê 
1, 2. 222, 3, 32, 4, 422, 6, 622, 23, 432, co, 002, 0000 | 6 


1. m. 21m, mm2, mmm, 3, 3m, 3m, 4, 4/m, 4mm, 42m, 4/mmm, 6 


6m, Gnm, 6m2, G/mmm, m3, 43m. m3m, oo/m, com, oo/mm, cooom 


Tableau E.2 
l— vecteur p 


Classes P; Classes | P; 


1-3 comp., 1 invar. *) P1 Pe Pal 2( 
mm L X,)-2 comp., 1 invar.| p, U psl 2( 
m(m L À3)-2comp.,1invar.|p, p» LUI 6 


21 À2)-1 comp. O ps U 
211 À 3), mm2, 3, 3m, 4, 4mmi 0 O0 ps 


Dans les classes 1, 2/m, 222, mmm, 3, 32, 3m, 4, 4/m, 129, 42m, 4/mmn, 
6, 6/m, 622, bm2, G/mmm, 23, m3, 432, 43m, m3m, o/m, Co2, co/mm, coco, 
cocom, p—=0. 


*)-€.3 comp., 1 invar. » signifie que le tenseur matériel possède dans la classe con- 
sidérée 3 composantes indépendantes et 1 invariant indépendant. Ces abréviations sont 
utilisées dans tous les tableaux de cet annexe. Quand on indique seulement le nombre de 
composantes indépendantes, il est adinis que celui d'invariants indépendants est le même. 
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Tableau E.3 
eV-vecteur axial à 


Classes i 
4, 1-3 comp., 1 invar. 
2,m, 2/m(2|1lX: m 1 X,)-1 comp. dy As Q3 
2,m, 2/m(2|1X:, mL X2), 3, 3, 4, 4, 4/m, 6, 6, 6/m, oo, œ/m- OU a, 0 
î comp. OÙ 0 a 
Dans les classes 222, mm2, mmm, 32, 31m, Bm, 122, ,mMmm, 32m, /mmm, 622, Gram, 
6m2, 6/mmm, 23, ma, 132, 43m, mim. x 2, om, c/mm, xx, mxmM a = 0. 
Tableau E.4 
[V®]— tenseur symétrique de second ordre S ; S;;=S;; 
Classes S;; Classes S;} 
1, 1 Su S 12 S 31 09, mm2, mmni S 11 (D 0 
6 comp., 3 invar. Ss2 S23| 3 comp. So 0 
Sas Sas 
3, 3, 32, 3m, 3m, 4, 4, 
Su 0 Ssilsim, 422, 4mm, 42m, 
(211X:, m L 2) Sse 0 |, é 8: Gin. 622 Su © 0 
4 comp., 3 invar. Sas ae DNS M OMER USSS Su 9 
6mm, Übm2, 6/mmm, oo, Se 
CO /m, 002, com, co/mm— 
FA m, 2/m S 11 12 (Ù 2 comp. 
(21 Ya, m L X3) S22 0 
LA] Ï L) AN Tr 
FORME 35/23, m3, 432, 43m, m3m,| Sn 0 0 
0000, om, 1 comp. Su 
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Tableau E.5 


{V?}— tenseur antisymétrique de second ordre A: A; = — A;) 
Classes À ; ji | Classes À; j 
1, 1 (0 Aie — As 

3 comp., 1 invar. | — 4,4 0 Aus | 2, m, 2/m (211X 3, 0 Aix O0 


As1 —A2s 0 |, L Xs), 3. 3, 4, | — 41e 0 0 


4, 4/m, 6, 6, 6/m, L 0 0 


2, m, 2/m () O0 — As oo, cm 
(211Xe, m LX2) | 0 0 0 1 comp. 
1 comp. Ag O0 0 


Dans les classes 222, mm2, mmm, 32, 3m, 3m, 422, mm, 2m, h/mmm, 622, Gmm, 
m2, C/mmm, 23, m3, 437, 43m, mim, ©2, im, s/mm, ©, woœm .i = U. 


#1 


Tableau E.6 
V?— tenseur de second ordre T 


Classes Ti; | Classes T; 


1;: 1 


; Tin Tis Ta 2, m, im Tu 
9 comp.,6 invar. 


0 
Tai Tes Tes | (2 Xe, m L X2) O0 Tes 0 
5 comp., 4 invar. Ta 0 


(21IXs mL X) | Ta Te _ CRU 
5 comp., 4 invar. 0 0 T 35 ämm, 42m, 4/mmm, : . 
622, 6mm, 6m2, 
6/mmm, co2, com, 


0 co /mm — 2 comp. 


23, m3, 432, 43m, | Tyy O0 0 
Tiy To (0) m3m, 0000, cocom, (Ù Tu © 
» 6/m, ©, cojm |—T;s Ti 0: 1 comp. 0 Û Tu 


2, m, 2/m É Tir 0 | 39, 3m, 3m, 422, | Tiny 0 0 
3 comp. 
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oo 


Tableau E.7 
[W2]— pseudo-tenseur symétrique de second ordre G: G;;—Gi; 


Classe | Gi; Classe | Giy 
m 0 O0 Ga 
1 Gi Gis Ga (mn L X:) U Gos 
'eomP: Gre Gas 0 comp., U 
Ever 1 invar. 


9 

(211 X2) Gr 0 

4 comp., Gas 

3 invar. 

e + Gui 2 : mm, 4m2 | 0 Gi 0 

4 comp. 7 Gas [Ur L An À) 0 
, 33 

3 invar. 


m - 
(m L X2) 0 G:s 
2 comp., (Ù 
4 invar. 


Dans les classes 1, 2/m, mmm, 3, 3m, 3m, 4/m, 4mm, 6, 6/m, 6mm, 6m?, G/minm, 
m3, 45m, mm, /m, com, s/mm, om G = 0, 


Tableau E.8 


e {V2} — pseudo-tenseur antisymétrique de second ordre B; B;;— — Bi, 
Classes B;; | Classes B; 
1 0 Bi Ba 
3 comp.,1invar. |[—B3s O0  Bss m(m L À3) 0 0 —By 
Bs1 —B:s 0 | 2 Comp., 1 invar. 0 0  B:s 
Bsi —B:s OÙ 
2(211X2) 0 0 —Bu; 
À 0 0 O0 
, da B 0 Ü 2 (2 Il X 3»), mm, 0 Be Ù 
| 3, 3m —Bye OÙ O 
m (m L X:) 0 By O0 | 4, 4mm, 6, 6mm, 0 0 0 
2 comp., 1 invar. —B, 0 B:3 | œo, com 
O —Bes Û 1 comp. 


Dans les classes 1, 2/m, 222, mmm, 3, 32, 3m, 4, 4&/m, 422, 42m, 4/mmm, 6, 6/m, 
622, 6m2, 6/mmm, 23, m3, 432, 43m, mm, œ/m, 002, w/mm, wo, som B = 0. 
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Tableau E.9 
eV=— pseudo-tenseur de second ordre D 


Classes Di; Classes D; Classes D;; 


1 
9 comp., 3, 4 Du Dis 0 
6 invar. 6, 06 — D: D; 0 
. 3 comp. 0 0 D33 
2 
(211 2) 
5 comp. 32, 422 | Dy 0 
4 invar. à 622, œ2| O D, 0 
. 2 comp. | 0 0 Ds 
2 
(211 X 3) 
5 COMP., 
4 invar. 
is 4 , 3m, ämm| O D, 0 
2 comp. Dis —D;; 9) mm, OOmMm —Djs Ù (4) 
1 invar. 4 comp. | 0 () 0 
m O0 Dy, O0 


(m al X) D: () Dos 
4 comp.,| O Das 
3 invar. 


nm 0 0 Ds 
(mL X2)| O0 O0 Ds 
4 comp.,| Day Das 
3 invar. 


Dans les classes 1, jm, mmm, 3, 3m, 4/m, 4&/mmm, 6, 6/m, 6m2, G/mmm, m3, 
43m, mim, &œ/m, œ©/mm, xæm le pseudo-tenseur D = 0. 


us : 2 


‘0 = } Wswoo ‘oc ‘Wu/o ‘200 ‘iu/o ‘up ‘204 ‘qu ‘uwuu/9 ‘229 ‘w/9 ‘uuu/r ZTY ‘au/t UE € ‘utuwu ‘iu/7 ‘| sassE|9 sa sue 


em 
5e | 
rat ESUf VIEf VE/ ‘duos € v 0 0 “demos ] 
( X |ra) + k Eu T 1) re U U 0 MEy ‘EZ 
0 RL 0 CE à Q if— 11 ” +f 0 0 0 Ta 
RS M (IX T 4) Ë PR 
0 6 0 0 zuig 
"IVAUL GC 
ECEf IlEf 1E/ “duo £: (E (Ù (1 “duo 9 
0 0 0 ‘IRAUI | oO 68f  68/—1  (IX T w) a . Hé | (y Tw) 
O CE Ep do z () 0 0 u ue (Ù JF, LEEUF. CMPF ut 
(Q o Ty 9 ‘JUAUL C 
CES 2é£f VE . 
0 0 0 “duos | : | , . 
SVT 
0 (0 0 (x Il «) p ‘ft t81f int À 2 
a o VE Nef “duro | (Ù RE T9 ‘TE | 
Re : CA T0) | EC ét ME Hess ÿ 
, 0 0 0 0 ctuy Se OR PR "IVAUL € / ! J ue Ÿ 
ho ef  2f— ‘dtuos & est x x U (EX 112) 
h VEf— cf seaury | CR ES € | : é 
ec 0 0 (Q) “duo 7 Stef VEf Le ‘duos € 
” 0 ! | 
0 0 ? 0 0 0 (uzy >) EtZf GZtf Nef (117) 
j 0 0 0 ALT 0 e 


‘dmo) 7 


*IRAUL € 
0 (Ù (Ù ‘duos y 


ne ARS ui100 ECef ZL TIE/ ‘diuo £ “JUAUL L 
0 0 () ‘uutg ur, () 0 o gui LS | LT | V2 “RTS UI 
4 QC; 6 
0 0 0 0 00 ‘9 ‘+ U U 0 0 gl CSI ZE 11/ j 
y{ l; SOSSU[:) #f1; F95sU[7) 4f I; | Sd5sU(:) 


S99[put 59, sno) y J10ddua avd onbjajotufs j fuei otu9/S/041) 0p anosu9) —[.1] 


Tableau E.11 


V’[F?]— tenseur de troisième rang e symétrique par rapport à deux indices ; 
€iih = €iRI 


On a écrit les coefficients e;, associés aux composantes e;x; par les rè- 
gles de calcul correctif (voir annexe F) 


emu=eikht [Al—up=t, .…, 6). 


Aux cas où pour les coefficients d;u associés aux composantes du ten- 
seur din par les règles de calcul correctif 


je =| diny (kl—u=i, 2, 3) 
FU Uadnr (Ki—u=4, 5, 6) 


les tableaux des coefficients prennent une autre forme. ces derniers y étant 
également inclus. 


Classes eu Ct din Classes | ju ©? din 
1 Ep je is ta 15 € 
be LI EEE 
15 invar.| es êne an ss ns 28 | (= 42m) ‘ ” | is 4 
| 5 comp. es €an €33 © O0 ess 
2 0 0 0 es 0 ee 
CUAN2) l'esp or 623 0 ess 0 En Eur OÙ Eis rs — Ce 
8 comp... | U  O ess Ù ea trs Css OÙ C5 "Es "1 
1 invar. L gr Car ag ( (I 
b comp., 
e 0 0 0 ess ex 0 » iuvar. dy dy dis dis dis 


— des die Ù dir, — dis —-du 


(2IIX sa) [0 0 O0 ess 6,5 0 
: da dai das (} () () 


8 COMP..| ea €» 633 Ù 0 es 
11invar. 


unes OÙ ëus 0 0 
| (4) Ù (A OU —e1, —-e 
m ir 1e 13 O 5 Ù 3 (Ü (D (4) (Ù] 0 0 


{m L As) | 0 0 0 eos 0 ee 
10 COMP., | tar go 33 0 ess 0 
9 invar. 


(211 X1) 
2 comp. dy —dun D dis 0 0 
0 U 0 —di4 —2d11 


m 11 €12 13 OO OO exe 
(mL A:)| € €2e 

10 comp..| U U U ess €35 V 
9 invar. 


(211 Xe) 

2 comp. O0 O0 O0 dy 0 —2d, 
—2e des OO  O —d4x 0 
0 O0 0 oO 0 O0 
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Suite 
Classes eu et diu Classes eu et din 
2 0 0 0 0 ex, Ù 
ee () Ù 0 _e 0 (E 32 0 U OU du 0 —des 
Re . 2e S a D 0 | (211 Xe) |—de de 0 —d110 
PR 2 comp.| 0 0 0 0 Q 0 
0 0 0 0 C5 —É90 
— Cu Ens () €15 0 0 : 
3m easy tauesz Ù (Ù ( 4m2 ( 0 0 0 eys 
{m L À) ——— — (mm L A1), 9 0 0 —es 0 0 
dal ° COMP. | easy —ea Ù 0 0 0 
en en U  U  UÙ —es: 
— aa Cas 0 0 (D —€11 
eu —eu 0 = q 
Que 0 (1) 0 ) {) 0 
0 0 0 es VU —en|. 6 ! < 
3 e PE 0 U QE OP 
ne a | {invar. | du--dutt OU VU —2ds 
{m L X 2) eu —d BJ don 0 () () —)d 
) | 22 Ge “di 
4 comp. di —dut 0 dis : | 0 { ( 0 0 0 
0 0 0 dis 0 —2d,; 
dun dydss 0 0 0. HO 0 OÙ 0 —e 
— se  Enall Ù 0 (ÿ 
4, 6. oo! Ù UN eus e35 Ù | 6m2 0 0 0 0 0 0 
ä comp.| 0 0 0 eus —eua Ù (nm L \:) 


€31 Cor 23 0 0 0 | com}. U ou Ù U U — 2ds2 


422, G2| O0 06 0 ey 0 0 


oc2 0 0 0 0 —eu eu —emÙd OÙ 0 O0 
1 comp.| 0 0 (1 0 (4) ) U O O0 —e1 
62m Ü O0 0 O0 0 0 
4mm,G6mm| 0 0 0 (Ù e13 0 21X) 

nn 0 0 0 5 0 0 !4comp.| 41-40 0 0 0 

3 comp.| es ses 0 0 0 0 0 0 0 —24;} 
| 0  U 0 9 0 0 

4 0 O 0 es ex Ÿ 


4 comp.,| 0 OU U —eys y © | 

3 invar.| eu —em 0 0 O0 e3e || 43m, 23 | 0 0,0 ex O0 0 

1 comp. | D 0 O es 0 
42m 0 0 0 €, 0 0 U 0 0 LU O0 

(211X1) 1 0 0 0 0 ea OÙ 

2 comp.| 0 0 0 0 () es 


Dans les classes 1, 2/m, mmm, 3, 3m, k/m, 4/mmm, 6/m, 6mmm, m3, 432, miam, 
œ/m, œ/mm, œo, œocm Ces tenseurs sont nuls. 


TT 
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Tableau E.12 


{V2} V— tenseur de troisième rang y antisymétrique par rapport 
à deux indices ; 


VHiR= —Yijk 
Classes | Vijk Classes Vif Classes Vijh 
1 Vos Vess Vess| 222 Yes (1 32, 422 | Ye 0 Ù 
9 comp.,| Ysi1 Yaiz Ya13 | 3 COMP.| Ù Ya20 1622, o2!| 0 YU 
6 invar.| Ver ‘Viss Viss| u OU Yes 2 comp. | O Ù  Yiss 
2 
; 3m, mm 0 30 
(1 Xe) 6 Le _ cs i 
5 comp., Pre _. | 
2 nvar: { comp. ) { 


°) 


(211 X3) | Yanr Yare 


23, 432,| Vysst0 0 


9 comp., 0 0 V3 L SOHDss Vaso —Ves1 0 O0 00 (Ù V123 0 
4 invar. j invar. 0 0 () | comp. 0 () Vies 
“ "IE 42m Ù 0 
(m L X2) | Yon 0 313 Le is - 
4 comp.,| U Vire SEL Yen 
3 invar. (Ù O | 
| 
_ v dL V233 


(mL X:3)10 () Ya13 3, 4,6, Vos Y2320 


— 0 
4 COMP., | Yan Vire 0 jai Vese  Vasi 
3 invar. 3 comp.| U 0 Viss: 


Dans les classes ré 2/m, mmm, 3. 3m, s/m, 1/mmm, 6, G/m, Gm2, G/mimem, m3, 
43m, mm, >x/m, xw/mm, ©æm Y = 0. 


Tableau E.13 
VS— tenseur de troisiène rang B 


Classes B; jh 


{ 00 Bass Pass Basn Paie Base Bis Bin 
27 comp., 24 invar. Prin ses Bess A Bas Pers Bose Bois Ban 
22 323 


Bass Baai Pare Base B313 Bas 
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ar 


Tableau E.13 (suite) 


Classes Bi jh 
NU. |. _ _ _ _…_., _]_ _ _ 
2 (L (Ù 0 Bis 0 Puis Base 0 Bio 
(211 X2) Bonn Pose Bass 0 Bas 0 U Bois 1 
13 comp., 12 invar. 0 U u Pas 0 Baie Bass 0 Paet 
EEE 
2 (Ù 0 (9 Bisz Pia © Bises Puis 
(211 X3) (L U U Boss Bes 0 Bose Baus Ù 
13 comp., 12 invar. Para PBasz Bass 0 0 Baie Ù L Pae1 
m Bin Base Bass Ù Bin Ù 0 Puis Ù 
(m L Xe) (Ù (L ( Bees 0 Bois Bose OÙ Po 
14 comp., 13 invar. Par Pass Bsss 0 Pau 0 U Bars 0 
m Binn Pise Biss 0 O0 Bus 0 Ù Pier 
(m L \'s) Fer Bose ess Ù U Bas 0 U Bso1 
14 comp. 13 invar. | U U Bases Bas Base Bars 0 
( Biss U Bises OÙ (L 
GC comp. (Ù (Ù Boss 0 (L Boys 0 
0 (Ù (Ù Baye 1 (Ù Bgot 
mm: 0 () Bis1 Ù ( B113 U 
1 comp. (Ù Bass 0 0 Basse (Ù 
Ba Base Bsss 0 0 “ u U () 
Bai —Baui 0 Bios Pas —Pose —Bosr ess —Pase 
9 comp. ‘8 invar. —Boso Boss Ù Boos Post —Paun Past —Piss —Bin 
Pair Pain Pass 0 U Baie 0 OU —age 
32 Bis —Bau Pues Ù 0  —$Pes 0 U 
(211 X1) (Ù ( U U Best —Pin O —Pe3 —Bisr 
4 COMP. (Ù (Ù U (Ù (Ù Ba12 OU —$3ge 
3m dl U 0 Û EE —Base 0 Pass —P2e2 
(m L À) —Pose Perse 0 223 U Bis 0 U 
5 Comp Pair Bou Pass 0 0 1) U U U 


422, 622, co2 
5 comp. 


(SE 
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Tableau E.13 (suite) 


Classes Bjr 
ämm, 6mm () 0 (Ù ( Bis © 0 B:ss 0 
oom Ü) Ô () B223 0 0 Bis1 0 0 
4 comp. Bsia Bar Bsss 9 0 0 (Ù 0 
EEE ELU 
4 9 0 1) Bies Ban 9 Bos1 —B223 0 
6 comp., 5 invar. (Ù Ô ({] Boss Pesr O  —Pisn Bies 0 
Bari —Bsau1 0 (à 0 Baie 0 0 Bs12 
4m 0 O0 Ü Bios 0 0 Boon Ù 0 
3 comp. (1 0 0 (8 Boss 0 0 Bises 0 
() (4 0 (] 0 Baie 0 0 Baie 
6 Bin —Binr © a QO —$Pss 0 O  —Pooe 
2 comp., { invar. —Bore Boss 0 0 O —Gynn 90 OO —$Pin 
0 0 0 0 0 0 0 0 
2 0 0 0 0 0 — 50 0 — 02 
(m L X:) —Basz Pose 0 0 U L Q 0 0 
1 comp 0 0 0 ( 0 0 0 ( 0 
62m Barr —Binn 9 U 0 L 0 0 (Q 
(2 || X,) 0 () (ÿ) 0 OU  —f$Pyyy 0 O —Pin 
1 comp. 0 0 (Ù 0 0 Q 0 (® 0 
23 0 0 0 Pres 0 L Bser 0 0 
2 comp (Ù 0 (Ù Bios 0 0 Be 0 
(Ù 0 O0 (Ù (Ù Bios 0 0 Bse2 
43m () 0 0 Bios 0 0 Bios 0 ( 
1 comp. 0 (D Û 0 Bios 90 0 Bies 0 
0 0 0 0 0 Bios 0 0 Pres 
432, O0 00 0 0 Ô Bes 0 (È — 193 0 0 
1 comp. 0 Ô 0 0 Bios 0 0 — 23 0 
0 0 () 0 0 Bi23 0 O —-Pies 


Dans les classes 1, 2/m, mmm, 3 3mm, A/m, &/mmm, 6/m, 6/mm, m3, mm, x/m, 
œo/mm, om f = 0. 
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Tableau E.11 


eV [V=] — pseudo-tenseur de troisième rang À symétrique par rapport 
à deux indices ; 


Ath = Ain 


Ci-dessous sont donnés les coefficients A4, associés 
aux composantes Azx, par les règles de calcul correctif 


Atu= Ain (Klp=1,.…, 6) 


Classes Aju Classes Ain 
18 1, 1 au due 413 A3 As que 32, 3m, 
comp. 21 eo ÂAns Aos los log | 
15 invar.| As Age Ans Ans 455 À 3m |Ar —Au1 O Ays 0 0 
s1 Age A3 A3 A5 “36 @1X:, [0 0 0-0 AA. 
Nm LL Xy)|0 0 0 0 0 (Ù 
2, m, 2/m 
(211 X3 | 0 (Ù U  A4139 A6 
m L X2)| Ao1 Ass Ao30 Aes 0 L 
El D O0 0 A330  A16l4, 4, 4/ml0O 0 O0 As Ays Ù 
| 6, 6,6/m|0 O0 O0 Ai; —Au 0 
——_—_—_————_—————————| ©, O0 /m Ag A3s 0 0 0 
2, m, 2/m 
(211 X3, | 0 0 O Aya Aus 0 
m L Às) 0 0 0 Ào4 As 0 
8 comp.,| As1y A2 As30 Ù Ase 
7 invar., 
622, 6mm,| 0 O0 O0 A3 0 0 
222, 6m2, |0 O0 O0 O0 —A,, 0 
mm2, 0 0 0 4,0 O loo2, oom,| 0 0 O0 0 0 0 
mmm 0 0 D 0 Ass 0 co/mm 
3 comp. | 0 0 0 0 0 As 1 comp. 


3, 3 Au—Au0 Ai As —Ael 23, m310 O0 O 40 0 
Gcomp.,|—A4s A0 Ais—dj—An li comp. [0 0 © O Au 0 
5 invar. As 91 Às3 0 0 0 () 0 (9 0 0 A4 


Dans les classes 432, 43m, m3m, wo, œomA 2 0. 


640 ANNEXES 


Tableau E.15 
e (V=®} V — pseudo-tenseur de troisième rang 1 antisymétrique 
par rapport à deux indices ; Ÿjin = —%Ÿijr 


Classes VijR | Classes Ù JR 


1,1 
9 comp., 6 invar. 


2m, 2/m Vesr O Vess 
(211X2, m 1 X:) O Ysze 0 
9 comp., 4 invar. | yes O. Vies 


Vos Vons Vess 
sir Vie V's13 
121 Vase Vos 


32, 3m, 3m, 422 
4mm, 42m,4/mmm| es 0 0 


622, 6mm, 6m2 


(2 Xs, m L X3) Ysur Yaris 0 
9 compP., 4 invar. 0 (à 


G/mmm, 002, com | O %Ys31 0 
oo /mm (Q 0 LES 
2 comp. 


2, m, 2/m Ves1 Ÿese Ù 


23, m3, 422, 43m,| VY1e2 0 0 
mäm, 0000, oooom | 0 Yyos 0 
1 comp. O  O Yes 


Yes1 Vase Ù 
6, 6, 6/m — Vose Vosi 0 
0 O0 Vies 


Tableau E.16 


[V4] — tenseur de quatrième rang !/ symétrique par rapport 
à tous les indices 


Classes lijmn | Classes lijmn 

— linnx lisse l1933 lasss lines | 3,3 Sins O OO  Lerss dires 
15 COmp., | lo111 lasse loss lss11 loo1s | 5 Comp., 0 Slynse O losss —lsin 
12 invar, a111 Îsace 3333 direz lasse | 4 INVAT. |lsi11 —lines Îssss lince 
ds M, 2 l (Ù l lsaga 0 | 

21 Fous ne PR 32, 3m. |Slyse 0 O  Uosss lives 
mi A2) | O lasse O lssrt lasrs 3m Q Bly1e20 dogs 0 
oh larat O l3332 li192 0 LA comp. (Ù — l1193 la339 l1192 0 
2, m, 21m 4, 4. à !m lit — loyat (] los3g (à 
(CAPES lun dicoz 0 l2233 0 5 comp.. |loyyn Lanun ©  dsoas 

m L À3) ein losce O lasu Ô ‘4 invar. [0 0 Laos lies 0 

9 comp., O  Essss lriee amie | 

8 invar. 

492, ämm lin 0 0 l5233 0 

222, mm2,| liinn O © 2233 0 42m, |0 lun O  sess 9 

mmm, O Lagos Issu 0 äfmmm |0 O  lgsss lise 9 

6 comp. 90 O0 l3333 lise 0 | 4 comp. 
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Tableau E.16 (suite) 


Classes lijmn Classes | ljjmn 
6, 6, 6/m, 23, m3, lun (Ù lssga LV 
622, 6mm, 432 s 
rJ 3m,mim| 0 I (Ù lan3a 0 
Em2, 3l1192 0 0 l2033 9 U - 1111 22933 
6/mmm | 0 Jl1122 0 Longs 2 comp. | Ù U lui l22s3 U 
co, œ/m,| 0 U l3353 lie 
co2, om, 
co/mm 
3 comp 


Tableau E.17 


V [V3] — tenseur de quatrième rang k symétrique par rapport 
aux trois derniers indices 


Classes R; jmn 
1, 1 Kirin Masse Âusas anse Koss Misun Kiss ÂMionn Masse ÂKies 

30 comp., Korn Koss Kasss OÂMoyss Mons Nosin ÂKoiss Kooin Kosse Koiss 
21 invar. kann Koss Koss Mauss Ksoss Kasin Kiss Âsonn Kase2 Kaies 
2, m. 2/m | 

(21 X2, kun 0 Kisss Muse Ù Kisun Anissa Kigue 

m L \2) 0 esse 0 U Kasss Ù L Kesu Koss 
16 comp., kg V0 Kgsss aise Ras Ass Kggoe 
19 invar. 


2, m, 2/m 


(211 X3, Kun Aie OÙ Kinoe Mess Kiss hien 0 U 

m L À3) en Âesse Ù Koyse Fos Fauss een 0 

16 comp., 0 0 Kk33s3 0 0 kan L Kggee Kaies 
15 invar. 

27 mm, ki 0 0 Kipoo (Q (Q k1133 ( 0 0 
mmm 0 kopez OÙ U Kessa UV Ù Koou Ù 0 
EU … U__ _.. 

3, 3 Shiise Shen 0 Kigoo Moss Misan Koss ÂAiou1 —Aisin Éeau 
10 comp., — Skin Sk1122 0 — Kjo11 Kooss Kosin — Koss Kiise — Kesu1 — Misu 
9 invar. Kgraa —Xgo11 Fasss — Kart 3311 Kgou1 Kasi1 Faes 
EU" _ _ 
32, 3m, 3m | 3ki1e2 0 0 k13220 0 kasss 0 0 kasu 
6 comp. 0 Jki122 0 O  Kz2ss kosu 0 kKi122 —Kasat 
—hgers Kssss O0 © kssu1 0 Ksau Kssn 
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Tableau E.17 (suite) 
Classes Rijmn 
4, 4, 4/m Kinr — hou 0 kKinoo Moss 0 Kosss kion 0 L 
8 comp., fau Au 9 — Kisnr Koss 0 — Ki233 Æiyee V 0 
422, 4mm, ki O0 kyxse 0 0 Kassa O 07 0 
42m, 4!mmm U kan 9 OR 7 O0 kye 0 O0 
> comp. (Ù (Ù ka333 0 0 kagu 0 (Ù kas11 0 
6, 6, 6/m, Jkyrse Aion 0 Ryice Æ1233 V Koss Kio O0 
co, co/m —Shiou Shiee 0 — Kio11 K2o33 0 — Koss Fies 0 
22, Gmm 
6m2, 6/mmm 3ki392 0 0 kj19o 0 0 Kana 0 0 (0 
co, com (Ù 3k1199 0 (1 Kaoss 0 (Ù kygoo 0 0 
co /mm 0 0 kgggs 0 0 ka OO Ksgoy 0 
4 comp. 
23, m3 ki 0 (Q koag () 0 ka322 0 0 0 
3 comp. 0 kiua © ( koszga 0 0 kago2 0 0 
0 Oki 0. 0 ka233 OÙ as22 0 
432, 43m kann O0 Ko2sa 0 0 Ke233 Ù Q 0 
mim ka 0 0 Ka033 0 0 Ko933 0 0 
2 comp. 0 ur 0 koosa 0 0 kaog3 0 
O0 00 , Ska03a 0 0 Koa33 (g 0 ko039 0 0 0 
O0 CO nt, (Q 3ko033 0 0 koogs O0 0 Kooss Ü 0 
1 comp 0 (Ù koo33 0 (0 kaoss 0 0 kao3s 0 


Tableau E.18 


[V2}°] — tenseur de quatrième rang c symétrique par rapport 
à deux couples d’indices dans leur permutation: c;jni—=Cjiki=Cijih=Chlij 


Ci-dessous sont donnés les coefficients ci, associés aux composantes cijur 
par les règles de calcul correctif 
Cu =Cijrt (ii À =1,.., 6; klu—=1, .…., 6). 


Lorsque pour les coefficients s1, associés aux composantes s;;ny par les 
règles de calcul correctif 

Sijhl (ij — À kl<u—1, 2,3), 

sd ÆSijnt (ii kl+<u—4, 5, 6), 

2 À kle>un—1, 2, 3), 

kl +" = 4, », 6), 


erniers sont également indiqués. 


1, 2 

2 
2sijnt (ii — 4, 9, 
4sijht  (ij—À=4,5 
d 


les tableaux prennent une autre forme, ces 


© © © Co 
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Tableau E.18 (suite) 


Classes Cou € Su | Classes Cu tin 
: C1 Cao Cis Cia 15 Cie Cia Cie Cas Ca 9 O0 
1, 1 Cao Ces Cas (as Ces Ca Cas — 13 O0  Q 
21 comp., Cas Cas Cas Cas Ca {) 0 
18 invar. Cia Cas Cac ua 0 0 
Cs5 Cse c c 
_ s4 C1s 
Cal “2, ÿm Ce. 
à 
2, m, 2/m |Cyy Cie Ga O ce 6 comp.°) [sn se S13  S14 à à 
(211Xs, Ca Ces 0 O0 Co 11 515 Aou 0 ( 
m L X3) Cas 0 0 Cage Sas 0 : 
13 comp., Cya Cas 0 Sss : 
12 invar. Css 0 Sas <S1a 
lag Sce 
EE 
DR ER Ci Cya-C 0 0 c 
y Ce a 0 6 0 = nn 
222, mm2 Css. C 0 0 0 4, 4, 4'm HIS 16 
nt _ 22 93 7 co Cag 0 (Q [) 
mmm Cga 0 0 0 -oMmP:, 2: 4) 0 
9 comp. €yy 0 0 6 invar. Le 
Css 0 
ss . Ces 
Cia Cie Cas  C14 — Cas ( 
C1 C3 Qi Cas : 
(sa +: Cin Ciz C3 Ne 0 
25 = C1 C13 ( ( U 
= Le % 6m Caa 0 0 0 
3, 3 Ne Ca 0 0 
1 comp., 2, 6/mmm Cia 0 
6 invar.*) oo, co/m Cee 
co2, oom 
oo /mm 
9 comp. *) 
Ed  — 
23, m3 
432, 43m [Car Cu2 C2 O0 0 0 
m3m Cy2 Cyo O0 0 0 
Cas NO 0 
Caa OÙ 
Css 


42 invar. 


*) Dans les classes 3, 3, 32, 3m, 3m, 6, 6, 6/m, 622, 6mm, 6m2, G/mmm, æ, x/m. 
co2, com, ©o/mm ces = — (C11-C12), s66 = 2 (s11—512) : 


**) Dans les classes oo et om c4s = Le (Cu —cao), sas = 2 (111-512). 
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Tableau E.19 
[V2] — tenseur de quatrième rang p symétrique par rapport à deux couples 
d'indices : pijki = Pjiki= Pijih 
Ci-dessous sont donnés les coefficients pau associés aux composantes 
Pijru Par les règles de calcul correctif 
Pau=Pijht (À z1, ..…., 6; Kl<ep—1, …, 6). 


Lorsque pour les coefficients x,4, associés aux composantes du tenseur 
fi par les règles de calcul correctif 


FA =| Ti jkl (ijj — =, ... 6; kl-u=1, 2 3), 
4u — 27 ji (ij —r À =1, …., 6; Kl<up=4, 9, 6), 


les tableaux prennent une autre forme, ces derniers sont également indiqués 


Classes Pau tu Classes Pau €t ju 
L Pit Pis Pis Pis Pas Ti Me as O O0 2e 
1, 1 Per Pie Pea PasPes Pelé 6 G/ml Tu us 0 0 —2N6 
36 comp..| Ps Ps: Pss PaaPss Pal com | 31 ui Us 0 0 
33 invar.| Par Paz Pas PasPas Paels comp.*)l ° Has Ts 0 
Ps1 Ps2Ps53 Ps4 Pos 0 O0 0 —1s5 Ag 0 
Poe PezPes P6s Pes — gs HeeU  OQ 0 6 
. We ml Pan PiePas 0 pi Pin Pis Pis : û Pis 
24, Pe1 Pas Pos 25 , / Piz Par P13 — Pie 
m L X2) Ps1 Ps2P33 Ù Pas 1ù ar Par Ps1Ps3 0 0 U 
2) comp.,| 0 0 0 PsaV d'HAvae. 0 0 0 pya Pas Ù 
19 invar.| Psy Ps2Ps3 Ù  Pss CO NU —pss Psa 
Per Pe2Pez Pes0 Pei-PaÙ 0 0 Ps 
2,m,2/m) Pin Pis Pas 0 0 Pin Pis Pis Pis—Pes Pis 
(211 À 3, Pay  Po2Pess VU Pis Pair Pa3 —P14 Pos — Pie 
m L ÀX3) Ps1 Ps2P33 V0 Ù Ps1 Par Pas U (L 
20 comp. Û 0 Pas Pas Pau Pu0 Pass Pas Ps: 
19 invar. 0 0 0 P54 Pss £ —Pse Pss0 —Dss Pass Pa 
Per Pe2Pe3 0 UV 3, 3 — Pie Pi60  P2s Pis Pos 
12 comp., 
41 in- 
Pin Pis Pas O O0 var. *) Ti Miss Mises Zee 
222, mm2 Par Ps2Pes VU 0 Ts Tir Mis — Ta Mes 2e 
mmm Ps P32P33 0 0 Tr Mar ss 0 
12 comp. 0 0 0 P430 at T0 Hss Mas 2Tse 
U 0 0 Ô  Pss — se TioÙ —Ns Ts 2 
Ô 0 (4) (4) 0 — gr Fgo V Ts Ts Tee 
- Pii Pis Pas O 0 Pia Pis Pas Pia Ù 0 
6,6, 6/m| Piz PuiPis O0 0 32, 3m Pis Par Pas —P1s Ù U 
co, co/m de 45 û 0 3m Ps1 Ps1Ps3 0 à « 
8 comp.* 44 Pas Psa1 Par Paa 
p.°) () O O —pys Pss comp.*)| O0 0 Pss Pai 
— Pis P160 0 C 0 O Pis Ps 
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Tableau E.19 (suite) 


Classes Pju et Tu | Classes Pju et Tu 
EL To is Ta O 0 
32. 3m 2 Tu ma , 0 (Ù Pin Pis Par O Q 0 
_ Tai Ha1 33 0 () 0 : Por Pa P12 (Ù Ù ( 
3m Fay —Hyy Ô Has 0 O |23, m3 | Pis Por Pau O O0 0 
8 comp. *) () 0 () () Ta 2H L comp. 0 Pas 0 Ù 
0 O0 0 O0 Ts 27e 0 O0 0 0  pys tt 
0 0 0 0 0 pu 
422, 4mm 
42m, : 
7 . | Pis Pis Pas © ) mm ; 
ali P2 Pa Pr 0 0 0 3 comp. | Pix Piz Pas 0 0 0 
2. Ps1 Pari Pas 0 (4) 0 Pi2 Pur Paso U U (Ù 
622, Cmm | () U O0 Pas 0 0 [| Pis Pis Pa 0 0 0 
6m2, 0 0 0 0 psy 0 0 0 0 puy 0 9 
6G/mmm | 0 0 0 0 Pl oo, QU OPA à 
Den on LU OU 0 OÙ ps 
co; mm > comp.**) 
6 comp. *) 


*) Dans les classes 3, 3, 32, 3m, 3m, 6, 6, 6/m, 622, Gmm, 6/mmm, ©, œ;/m, 2, 
om, w/mmMm Pes  — (P11-P12), Nos = N11- 22. 


l 
**) Dans les classes 000 et ooom pas — (P11-—P12), is = A11-T12. 


Tableau E.20 


[(V2)]° — tenseur de quatrième rang n symétrique 
par rapport à une permutation de couples d'indices: nprij=nijr! 


Classes | DijRi 


Minan Pgaon Mass  Pygos Mans  Panas Puaso unis nai 

Nonoo Noos Monog fMosgy Magie Moss Moojg ose] 

! Ï Nagagz  lggos lasgn  Pagsi2 gaz P3313 3391 

= Nogos lMogay loge ogg Plagis logo 
45 comp. 

PAR AO Na1g1  larao Pause 3113 3121 

ARNO Nio12 Pose Pio13 iso 


No1o1 
Finn Pass Maya Ù Nyagu 0 (à N1113 0 
9 2) Nosoz lasss Noosr \ 2213 U 
’ DIN és Nasss ngss1 0 0 3313 0 
CRE Nogos Rogis l2330 Ra321 
de “ X) Na131 () O0 n3113 {) 
. Lo E Nioie loge Mise 
24 invar. Ngsg2 OÙ MR ELS | 
A1319 L 
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Tableau E.20 (suite) 


Classes Nijht 
Pynnn lines Puss 0 0 ins Ù 0 AVES 
| Nnoze Mosss 0 0 nysz 0 Nage 
2, ne 2im Nss33 0 0 nazie Ù U Nasser 
(211 Xa Noges log31 Ù Nosgo logis 
RL L À3) Nysu Ù Ny132 R3113 0 
=) ComP., UPES TL > iso 
24 invar. Hsass Race 0 
1313 (à 
No12i 
iii Figos N1133 (à) O0 () 0 () ( 
Pagaa No933 | () 0 0 0 (} 
has 0 ü 0 0 O 
222, mm2, Mages Ù (Ù Hagga 0 (à 
mmm naya1 0 0 N3113 0 
15 comp. Nino 0 NMyso] 
Ngezz 0 ) 
Risis 0 
Mayer 
Minna Pluise Musa Ù 0 Mine Ù U — Noos 
Mint luss Ù U Rooye Ù U — Nitie 
L Ngsaa Ù 0 Nssi2 0 U — sie 
4, 4, 4/m Mogoz lMosay logge () 0 
43 comp., nan 0 0 og () 
Mais los 
Hagog () 
1212 
Min uses Puss Ù 0 0 0 0 0 
Ni1111 N1133 (0) 0 0 () (L () 
_ 422, mm Nago3 0 0 Naggo 0 0 
42m, 4/mmm Ra131 0 0 Na113 () 
9 comp. nisie Ù 0 Nise1 
ais Ù N 
Nogs3 O 
Nisis 


Nygin uno Pass  uos  Paast Maure Mise Pins Nir1 
Mint Pu133 Matos — Puis Punto — ge roue — fig 


- 3333 Nsgie — l 3312 

3, 3 loges legs — nas lasse OÙ — f1113 

15 comp., gs Muse Ù Noggz lise 
14 invar. *) Nous —Pyigt Mirss — Mioot 


Nargt ossi — 131 
Nag2s Ni1123 
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Tableau E.20 (suite) 


Classes RER! 
ant Paso Puiss axes 0 0 Nuage OÙ U 
Mira Mass — lues 0 0 —Ny13e OÙ 0 
_ Nass3 0 Ô 0 (U (4) 0 
32, 3m, 3m Noges 0 0 Mogse Ù 0 
10 comp. *) Pis Miss Ù Pose lisse 
fysiz OÙ Mires  Miset 
ns 0 
Noges  !lires 
Nisis 
Muni lues Anss OÙ 0 Nine 0 0 — Rio 
Riu Puss 0 (ÿ nie O0 0 — Nitis 
6 6 Nasss Ù 0 Nagaz Ù 0 — asie 
6 , , Noges ogg Ù Rosso OÙ | 
/m, co, jm nai Ù 0 LPETE 0 
11 comp. Rio © 0 Pisoi 
N3131 2331 (Ù 
Noges ) 
iso 
Rai liree lnuss 0 (Ù 0 0 0 0 
22, Gmm, Min ss 0 0 0 0 0 
ou Ng3a 0 0 (à) 0 0 0 
6Em2 ago 0 0 Pa339 0 0 
D eve = - 
6/mmm, co2, Rai (Ù No 33e (Ù 
DOTE SONT Nyoye Ù (] Niso1 
8 comp. *) Raysy © 0 
Noges Q 
Mise 
Min Puiss Pause OÙ 0 Q 0 L Q 
Nin lues 0 0 0 \ 0 0 
LUTTER: O0 0 0 0 0 0 
23, m3 Noges 0 U Nosse 0 0 
5 comp. Neges Ù Passe Ù 
Neses Ù 0 Ne332 
0 0 


Ryun Miss lues Ù 0 0 0 0 n 
 — Nynn Miss Ù 0 0 0 0 0 
432, 43m, Ni1il 0 0 0 (4) 0 n 
mâm Faga3 0 0 Ro3ge 0 0 
4 comp. Nesas 0 0 Nesse Ù 
000, 00 00m Pogo3 0 0 Nage 
3 comp. +) Nogo3 0 0 è 
Noges Ù 
Moses 


*) Dans les classes 3, 3, 32, 3m, 3m, 6, 6, 6/m, 622, Gmm, 6m2, 6/mmm, , /m, 
2, om, co/mMmm nj111 = 21122 + 1212 + n1221. 
**) Dans les classes oo et om n1111 = 71122 + 72323 + no332. 


Tableau E.21 


[V2] V®— tenseur de quatrième rang h symétrique par 
rapport à deux indices : hjihi=hijki 


Classes hÿjRi 


han hiise hi1ss hi1os iii Rire hi13e hins higoa 
Roou hooso hooss Roses hoos1 Rosie Rosso hais Rage 


1,1 
SA cop han hss2e hssss hsses hsson hssie hssse Ohans hss2 
M inoar. hosin hosez hosss Ohoges Ohoss1 hasiz Ohosse Ohosis Rose 
hsyin Psuse Rsiss ones sion ane sise Ohans sie: 
hisun Âhycee Moss Ohioss Ohicon Ohisis Mess Miss hisn 
2, m, 2/m hynnn use Rnss 0 hysn 0 0 hins 0 
(2 || X2, o11 ses hooss 0 hers1 0 0 ons DÙ 
m L Xo) has11 hasse hosss 0 hsss1  ( 0 hsgs 0 
28 comp. à 0 0 h:333 0 hosue esse Ù hasoa 
27 invar. hsua sise Rs1ss 0 hsis1 0 0 hsus 
(Ù (® (f his9o3 0 Ryoyo Rose 0 hi91 
2, m, 2/m hinn nes Russ 0 0 hino 0 0 hiroa 
(211 Xs, 2211 scse hosss 0 hauz 0 0 2221 
m L X:) has ass Rssss 0 0 hssze 0 h33 
28 comp., 0 0 U heges hassan 0 hasse hosxs 0 
27 invar. U 0 0 hayes Ohs1s1 0 hs1s2 hsus 0 
hion hisse hioss 0 U hise 0 0 hi21 
hinan anse Ruiss 0 U 0 QL U (Ù 
h 1 0 (Ù 0 (Ù 0 0 
222, mm2, oe11 Messe liooss 
si RE hdi hasess 0 0 0 0 0 
mmm 22 
O (Ù 0 (Ù (l Rhisyo 0 0 hio22 
hisnn Âince Pass 0 0 hinxa 0 Q — heu 
4, 4, 4/m dise Run Ruiss 0 0 hana 0 0 —hina 
14 comp, ss11  Assin issss 0 n hssua 1 0 —hss12 
43 invar. 0 0 hoeses hoss1 0 ha1s1 — Roues 0 
0 0 nù hsyes Âsisa ( —hossy Roses 0 
hier — hou 0 Q Q hine 0 0 hkis1a 
hinnn use Auss 9 0 U 0 0 U 
422, 4mm, Rives Mina Ranss 0 L u L L 0 
4/mmm (0) 0 () hosos 0 0 Re131 ( {) 
8 comp. (A 0 (Ù (Ù hs1s1 0 (Ù hagos 0 


(0 O0 () l) () Ro (Q (0 Rio12 
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Tableau E.21 (suite) 


Classes h ijkl 


Rhin Rinse hirss Rires Ri1s1 hine hiise his — hooe 


3, 3 higoe Mana uiss —hanes —hansx hece —higse — Mans — haine 
18 comp., hassan hssan ssss 0 U hssie u — hase 
17 invar.*) has — hesn 0 hosos hossn — han sisi —hsies —hsin 
su —hsin 0 hsyes sion asia —hassr Moses hrs 
hyoga — Rayon 0 —higns Mango Raono —hansn unes ins 
hynnn hinse Ruiss nes 0 0 hinse 0 L 
. hinoe anna Raiss —hines 0 Oo —h;ge 0 0 
32, 3m, 3m has1n sain Rasa 0 0 (Ù (Ù 0 (] 
10 comp.**) Rosuy —hogun 0 hagosz (Ù hausy Ù (Ù 
(L CL Q hayan son Ù hogos  hosn 
0 Mi. 1 L Ringo Rose 0 hiros  hiore 
hinn  Âinss Russ Ù L hine 0 u — hou 
6, 6, 6/m, co hinoe hu nss AL hine 0 L — his 
co /m has1  hssn Pasas 0 hasue 0 0 — has 
2 comp.*) u LEE hasss has 0 hayar —hsyes 0 
0 0 0 hg1es sis 0 —hossr ses Ù 
hioun — Rien 0 5 L hisue 0 0 his 
622, 6mm, hinnn inse Rnss 1 0 0 0 (} 0 
m2 Rigos  Aynnn Rss U (Ù (4 0 (ù 
6/mmm, © 2, has11  hasin Pssss 0 ÿ } u 0 
ces 0 0 0 hosss 0 0 hoysy O0 0 
7 comp.**) 0 0 0 0 has 0 0 hogezs 0 
0 (Q ( 0 0 LEE 0 (D Rise 
hinn anse Moon 0 0 L L 0 
Rooya yann Ranoo 0 (D (D (Ù 0 (à 
23, m3 Rinoo Roots y © (Ù (Ù 0 () 0 
5 comp. 0 0 0 Rage 0 ) Rage 0 () 
0 0 0 0 heses 0 hesse 
0 0 0 0 0 hosss 0 0 hi 
432, 43m, hinnn use nee 0 9 d 0 0 0 
mm hinsz han Russe 0 0 U Û 0 (L 
3 comp. hinss Mines Mann 0 0 0 U 0 0 
ee 0 0 hs 0 0 hesss 0 0 
2 comp.***) | © 0 0 0 hoges 0 0 hoges 0 
OO OU O  hess 0 0 hs 


*) Dans les classes 3, 3, 6, 6, 6/m, o, o/m, hj111 = h1192 + 2hjayo et ho212 — 
hu han. , _ 
**) Dans les classes 32, 3m, 3m, 622, 6mm, 6Gm2, 6/mmm, > 2, oo m, x/mm 
hi hugo = 2h01. 
#***) Dans les classes 0 0 et oo oo m 1111 = 1199 + 29397. 
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ANNEXES 


Vi— tenseur de quatrième rang b 


Tableau E.22 


Classes bijht 
bynnn DÜrass Dirss Dires Dinsa Virus Diase © Dinis Pie 
bssur Vosse ODasss Posez boss Dose Dasse Dosis Dose 
L bss1n Dsses Dssss Dsses Dsson Dssie Dssse © Dssis ss: 
1, 1 2311 Üsses Doesss ODoses OVossi Vesie Dosse Dosis Dose 
81 comp., bs111 3122 3133 Üsuss Üsis1 Dario sise sis Oser 
78 invar. your Vrssz Dress Dises Dies Dors Diese Disrs Vis: 
Dbgo11 secs Dsess @Üssos Daoss asie Dose Das1s Dsse1 
bisin Disss Dissa VDises issu Visio Vissz Disis iso: 
Dauin Varss OÂDorss Voyez Versa VDorrs Doise Doris Deusi 
binnn Dire OOuss biysn 0 0 bynxs Ù 
2211 Vases Vassa Ù bses1 0 Q basis Ù 
2, m, 2/m bssui Passe OVssss bssa1 0 L bss13 0 
GE Xe, 0 0 0 Dbeses base Dssse 0 base 
m L \2) bsrir Vxisz sis buis 0 U bsus 0 
41 comp., ( O (Q bises OÙ bisye  Dysge 0 bios 
40 invar. (Q (Ù (Ù bysszs 0 ban Passe 0 ba901 
bysn Viges Vissa 0 byass 0 biss U 
0 0 0 boys 0 PO CU 
Dinan Dyuss OPuisa 0 0 biusz 0 0 UTET 
oe11 VÜosss Desss Ù u ee 0 0 UPEET 
2, m,. 2/m bssr1 Pssze Dasss 0 ) basse 0 U b3321 
21 X3, 0 0 0 bases OPbaan OÙ besss bess 0 
m L À3) 0 () 0 bsiss Van 0 bsise dans 0 
41 comp., byour Osez Drsss 0 0 bisus 0 0 bisei 
40 invar. 0 0 0 boss bass Ù bso3e Dg9s 0 
0 0 0 bises bissa 0 bise Diss À 
Darrn Dors boss 0 0 bars 9 0 UZTEN 
binn Vies Obuss OÙ 0 0 0 0 0 
basin Dosss ODssss 0 0 0 0 0 0 
b3sin Vsssz Dssss 0 0 0 0 0 0 
222, mm2, 0 0 0 bases 0 (9 bogge 0 0 
mmm U 0 0 0 bai 0 0 bsus © 
21 comp. 0 0 0 0 0 bioys 0 0 bise 
0 0 0 bsses 0 Dose OO  O 
0 0 0 0 byssy 0 0 bis 0 
0 0 0 0 berne 0 0 bayo 
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Tableau E.22 (suite) 


Classes bijh 
ini Pise Puss 0 0 bine Ÿ () — Dese 
bigos dinar Duiss 0 0 basse OÙ O  —biine 
bssan Vssin VÜssss 0 basis Ù O  —Dsggre 
4, 4, &im U 0 0 bases besss 0 basse Vesxs 0 
21 comp., 0 0 0 bases bains buse sus 0 
20 invar. bisrn VDisss Ûisss Ù 1) biere (0 0 bise 
0 U bgris —Dsyse bsisi —bsres 0 
Q (L O  —Dasis —basse OÙ —bosss besss 0 
—Disss —Djoi —D1s33 0 0 biger 0 0 boue 
Dinan Diuos Puss 90 (Ù 0 ( 0 (Ù 
bios bin Vus 0 0 0 0 0 0 
baan aan Basss OO O0 0 0 
422, a 0 U 0 bensz 0 0 bense Ù 0 
. ( 0 0 0 bus (l bis 0 
sn OO OO OO be OO ben 
F°e0mp: 0 0 0 bus 0 0 bus © ( 
0 Q O0 OO  besge 0 0 basses 
0 0 0 o ( bye 0 0 bicya 
binin Danes Dinss Pires Vins Dirns Varss Diris —Pene 
bires Dan Dirss —Vyies — Vins  Posse —Diise — iris —binis 
> bssan sain Dsess Ù 0 base 1 OO —basge 
_ ne Dbesir —Desn buses Vaissn —Disin Passe Desis —biant 
nu a e Osrnn —Osunr 0 bayes Vus Paorr Pains Psurs Past 
26 invar.®) bisrn — Dose Disss —Diias Vase Dress —Dirns VDrrss Pise: 
bseur —Osen 0 buis —Daise —Varir Psion — Dares —baut 
bysin —Disun OO  —Desis basse Desir —Dessn Peses basu 
—Diose —Dioit —Disss — Vins Diise Pissi — Dinan Dares  rerz 
Dinan Diiss ODirss ODiiss 0 0 bise 0 0 
binse Dirnx Viiss — bises 0 OU —byyse 0 0 
bassin sain Vssss 0 0 0 (Ù 0 0 
” Dbesri — ss 0 bases 0 0 basse 0 0 
32, 3m, 3m Q 0 0 0 bsist Pseunr 9 bsus Osen 
11 comp."*) (L 0 0 0 byise ODisse 0 bynos  Diser 
bg — sen 0 buis 0 0 bsisa 0 0 
0 ( 0 0 bisse Des 0 bases  Desii 
0 a 0 0 binse ODiosr 0 bixes rss 
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Tableau E.22 (suite) 


Classes bijh 
Dinan Prize uss 0 0 bine 0 0 — bee 
bigez Dinan Duiss Ù 0 benne 0 n —bine 
= bssi1 Dssi1 Pssss 0 0 bgsiz 0 0 — bss1e 
6, 6, 6/m, 0 0 0 bosses Dsss 0 Desse Des 0 
00, co/m 0 0 Q Dies sis 0 bsise Obsnus 0 
19 comp.*) bio1a Pisss Disss 0 0 bise 0 0 bisor 
L U 0 bis — baise 0 bgas1 —bsrsn 0 
0 a Q —Dasxs Passe À  —Dess1 Deses 0 
—Disse —Oyo11 —Ouess 0 bien 0 0 bise 
dinar Diise buss 0 0 0 0 0 0 
binsz Pins Dirss 0 0 0 0 a 0 
22, Gmm basun sain Vssss 0 0 0 0 0 0 
6m2, 6/mmm 0 0 0 boss 0 0 bosse 0 0) 
oo 2, eo m, 0 O0 O0 O0 ba 0 © bus 0 
Sn 0 90 0 OO bye 0 O0 bien 
10 comp.**) 0 0 0 bsus 0 0 bass 0 0 
0 0 0 0 bosse 0 O bia 0 
birin Virsz been 0 0 U 0 0 0 
bas  VDinnn Virse 0 0 () 0 0 0 
binse Vas un 0 0 0 ) 0 0 
: 0 0 0 Bases OO besss 0 0 
Rs 0 Q OO beges O0  O be 0 
0 0 0 oo 0 TT 
0 OO bases O0 © bye 0 0 
0 O OO be O0  O bass 0 
0 0 0 0 0 Des 0 0 basse 
Dinan ins Obirse 0 0 0 0 0 0 
biyez bin nez 0 0 0 0 0 0 
432, 43m, bigoz Dirse bin 0 0 0 0 0 0 
mm 0 0 0 beges 0 0 bosse 0 0 
4 comp. 0 0 0 0 beges 0 0 bssse: ‘Ù 
CO 00, C0 m 0 0 0, 0 0 bases 0 0 b,332 
8 comp.***) 0 0 0 bosse 0 0 bases 0 0 
0 0 OO bugs OO  besss 0 
0 0 0 (D 0 bogge 0 Q bsge 


*) Dans les classes 3, 3. 6, 6. 6/m, oo, oo/m biiii — bu122 + bis1e + dise et 
bj119— baste — basse —Ddi211. ” : 
**) Dans les classes 32, 3m, 3m, 622, 6mm, 6m2, 6/mmm, 2, om et œ/mm 
Diri1 = dirs2 + bisre + Di221. 
***) Dans les Classe 0 9 et 50 x m b1111—b1122+b2323+ 09332. 


om 
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Tableau E.23 
1° {(F2]*]— tenseur de cinquième rang Q symétrique par rapport 
à deux couples d'indices et par rapport à la permutation de ces couples: 
Qmi jhi = Qmjirt = Omijik = Qnkiij 
pour plusieurs classes cristallosraphiques 


Pour les classes restantes voir Koptzik (1966). Les coefficients fournis 
Qmau sont associés aux composantes Qm;jnr par les règles de calcul correctif 
Ommijnt (i—-ki=1,2, 3; klæp=1, 2, 3), 
20mijnt (ij—À=1, LL ARE kl—æu—4, 5, 6) 
20mijhl (ij À =4, 5, 6; kl—up=1, 2 
4Qmijht (i—-k=4,5, 6; kln=4,s, 6). 

On ne cite ici que les indices affectant les coefficients non nuls; les expres- 
sions de la forme 216 — 111+3-122 signifient que O8 = Qir1 + Qu. 


Omau — 


Classe 2225 (12 comp.) : 114, 124, 134, 156, 213, 225, 235, 246, 316, ‘326, 
336. 345 

Classe” 32 (8 comp.) : 166—2-112— —2(111+ 122), 216—111+3-122, 226 — 
= —3.111, —122, 236—2-123——2.114, 225— —114, 215— —124, 246— 
= —156—114—124, 235— —134, 245—2.144 — —2.155, 346 = 2. 325 = 0.315. 

Classe 42m (7 comp.) : 114— 225, 124—215, 134—235, 156 —246, 316 — 326, 
336, 345. 

Classe 43m (3 comp.) 114—225—=336, 124 = 235 = 316 = 134 = 215 — 326, 
156—246—345. 

Classe 432 (1 comp.) : 124 — 235 — 316 = — 134 — —215 = —326. 


Tableau E.24 


{[F= :]$] — tenseur de sixième rang C symétrique par rapport aux premier, 
second et troisième couples d'indices et par rapport à leurs permutations 
pour plusieurs classes cristallographiques et limites : 


Cijhimn = Cjirkimn = Cijihmn = Cijhinm = Cijmnkt= Chiijmn 


Pour les autres classes voir Mason (1966). ou Fumi (1951, 1952b). 
On a fourni les coefficients Cjiuv assucies aux composantes tensorielles 
Cijhimn par les règles de calcul correctif 


Ciuv=Cifhimn (x, klæu, mnev. 2 nu v=1,..., 6). 


On ne cite ici que les indices associés aux coefficients non dits (voir ex- 
plication du tableau E.23). 


Classes 222, mm2, mmm (20 comp.) : 111, 112, 113, 122, 123, 133, 144, 
155, 166, 222, 223, 233, 244, 259, 266, 333, 344, 355, 366, 456. 

Classes 32, 3m, 5m re com ANA 111, 112, 113, 114, 122— 1114112 — 222, 
123, 124, 133, 134, 144, 156 — 1/2 (114 +3. 124), 166 — — 1/4 (2- 111 + 
412 3.222), 229. SANTE 224 — —114— 2.124, 233— 133, no 
244 — 155, 255—144, 256 — 1/2 (114—124), 266 = 1/4 (2: .111—112— 222), 
ent 356—134, 306 — 1/2 (113— 123), 444 — — 455, 186 412 HAE. 42S), 

= 124. 


Classes 422, 4mm, 42m, 4fmmm (12 comp.) : mêmes coefficients que dans 
les classes 22), mm>, mmm mais liés par des rapports : 122 — 112, 222— 111, 


223 = 113, 233 — 135, 244= 195, 259 — 144, 266—166, 344 — 355. 
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Classes 432, 43m, m3m (6 comp.) : 111—222— 333, 112 — 113 — 122 = 133 — 
— 223 — 233, 123, 144—255— 366, 195 — 166 — 244 — 266 — 344 — 355, 456. 

Classes oo co, o co m (3 comp.) : mêmes composantes que dans les classes 
432, 43m, m3m sont différentes de zéro, mais elles sont liées par des rap- 
ports supplémentaires :  144— 1/2 (122— 123), 155—1/4(111— 112), 456— 
= {1/8 (111—3-112+ 2: 123). 


Tableau E.25 


(V=] [[V2]*]— tenseur de sixième rang q symétrique par rapport aux premier, 
second et troisième couples d'indices et par rapport à la permutation 
des second et troisième couples pour plusieurs classes cristallographiques 
et limites : qi jkimn = Qsikimn = Qi jikmn = Gijkinm = Qi jmnki 


Pour les classes restantes voir Vedam and Srinivasan (1965). On a fourni 
les coefficients qiuv associés aux composantes qi jkimn par les règles de cal- 
cul correctif qiuy—dijkimn (jh, klæu, mn—v,A, ph, v=1,..., 6). 
On n'a écrit que les indices affectant les coefficients non nuls (voir expli- 
cation du: tableau E.23). 


Classes 222, mm2, mmm (39 comp.): 111, 112, 113, 122, 123, 133, 144, 
155, 166, 211, 212, 213, 222, 293, 233, 244, 255, 266, 311, 312, 313, 322, 
323, 333, 344, 355, 266, 414, 424, 434, 456, 515, 525, 535, 546, 616, 626, 
636, 645. 

Classes 32, 3m, 3m (26 comp.): 111, 112, 113, 114, 122— 111+211—222, 
123, 124, 133, 134, 144, 155, 156 — 1/2 (114+ 124+2:-214), 166 — — 1/4 (2-111 + 
+2.112—211—3:222), 211, 212—111+L112—222. 213— 123, 214, 222, 
293— 113, 224——114—124— 214, 233—133, 234— —134, 244 — 155, 
255 — 144, 256-- 1/2 (114— 124), 266 — 1/4 (2-111—2-112+211— 122), 311, 312, 
313, 314, 322 — 311, 323— 313, 324 — — 314, 333, 344 — 355, 356 — 314, 366 — 
— {1/2 (311— 312), 411, 412. 413, 414, 422 — — 411— 2.412, 423— — 413, 424, 
434, 444 — — 455, 456— 1/2 (424— 414), 466— 412, 515—424, 516— 1/2 (411 + 
+3-412), 525— 414, 526— 1,2 (411— 412), 535— 434, 536— 413, 545 — — 444, 
546 — 1/2 (424—414), 615 — 1/2 (114+2-124+214), 616— — 1/4 (2-111 +211 — 
—3-222), 625 — 1/2 (114—214), 626 — 1/4 (2-111—211— 222), 635 — 134. 636 — 
— 1/2 (113— 123), 645 — — 1/2 (144— 155), 646— 1/2 (124+ 214). 

Classes 422, 4mm, 42m,42m, 4/mmm (22 comp.) : mèmes coefficients que dans 
les classes 222, mm2, mmm maïs liés par des rapports 211 — 122, 212 — 112, 
213— 123, 222— 111, 223—113, 233— 133. 244—155, 255—144, 266 — 166, 
322 — 311, 323— 313, 344— 355, 515—424, 525—414, 535— 434, 546— 456, 
616 — 626. L 

Classes 432, 43m, m3m (9 comp.): 111—222— 333, 112 -- 113— 212 — 223 — 
— 313— 323, 122 — 133 — 211 — 233 — 311 — 322, 123 — 213 — 312, 144 — 255 — 366, 
155 — 166 — 244 — 266 — 344 — 355, 414 — 525 — 636, 424 — 434 — 515 — 535 — 616 — 
— 626, 456 — 546 — 645. 

Classes 0 co, oo co m (4 comp.) : les égalités précédentes complétées par 
des rapports 144 — 1/2 (122 — 123), 155 — 1/4 (111—2-112 14-122), 414— 12 (112 — 
— 123), 424 —1/4(111— 122), 456 — 1/8 (111—2-112— 122 +2.123). 
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interne complémentaire, autrement dit la possibilité de la permutation de cer- 
tains couples d'indices. ne s'oppose pas à l’utilisation de cette méthode: elle 
eut donc être également appliquée aux tenseurs des types [[V2]*], [V2] [[1=}°], 

[ver] et qui leurs sont semblables. Plus encore, aprés modification appropriée 
la méthode s'avère applicable aux tenseurs tels que V [V2], V [[V°}*]. etc. 

La méthode est exposée plus loin par étapes ; chaque étape se rapporte à la 
partie correspondante du cours fondamental à la compréhension de laquelle 
elle est essentielle. 

Tenseurs £ et & (851). Remplaçons le couple d'indices ij par un seul indi- 
ce À suivant le schéma: 


ijÿ = 1 


1 
k= 1 3 4 5 6 (F.1} 


Ensuite, on admet que les indices grecs À, u. v, *x acquièrent les valeurs 1, ... 
-.., 6 et sont associés aux couples d'indices latins ij, kl. etc. par les rela- 
tions (F.1). . | 
Le passage du couple d'indices (disons, ij) à l'indice (À) pour les tenseurs 

æ et © est réalisé de différente façon. Les grandeurs &; sont habituellement défi- 
nies par les égalités: 

Ep — Eyis  E2 — Ezss 

Es — Eggs Es — Eos 

Es — LEgss € — 2E12 


ces dernières sont rassemblées dans la formule 


E ij À =1, 2, 3), 
_ { tj j ) (F2) 
deg (j—À=4, 5, 6). 
Les relations liant e1 et e;; peuvent également être écrites sous forme 
€ 
Eij= 7 —— (F.3) 


2 — 015 


Les grandeurs appropriées du tenseur des contraintes c* seront notées par 
un indice supérieur, vu qu'elles sont définies par d’autres relations, à savoir: 


ol = O11v 0° — Oo) 
OŸ = Ogg OÙ = O2 


Ces égalités sont groupées dans la formule 


D — y (jæÀa—=1,..., 6). (F.4) 
Dans la suite, pour les grandeurs à un indice grec qui sont formées des 
composantes du tenseur de second ordre suivant la règle (F.2), on écrira l'indice 
en bas, tandis que pour les grandeurs formées suivant la règle (E.4), en haut. 
En théorie d’élasticité des cristaux un rôle important revient à la somme 
Ojjei;. Les notations introduites permettent de l'écrire sous forme 


OijÈi == che), (F.5) 


où l’on sous-entend que la sommation s'effectue par rapport aux indices grecs 
se disposant à des niveaux différents. La différence entre les règles (F.2) et (F.4) 
est essentielle pour la réalisation de l'égalité (F.5): si les grandeurs correspon- 
dant aux deux tenseurs se formaient suivant une même règle, (F.2) ou (F.4), 
l'égalité (F.5) ne pourrait se réaliser. Il est vrai, le passage aux indices grecs 


656 ANNEXES 


pourrait s’accomplir identiquement pour tous les tenseurs symétriques de 
second ordre S et, notamment, de la façon suivante: 


s Sij pour éj—-Àk—1, 2, 3, 
À — = 
V2Si; pour ij—æÀ=4, 5, 6. 


Dans ce cas l'égalité (F.5) serait également satisfaite, cette définition s’avérant 
our nombre de raisons plus commode. Mais le passage des règles (F.2) et (F.4) 
a la règle (F.6) exigerait un calcul correctif de toutes les valeurs tabulaires des 
coefficients d'élasticité et d’autres coefficients et empêécherait l’utilisation de 
la littérature courante ; aussi utilisera-t-on dans la suite les notations adoptées, 
nonobstant leurs défauts évidents. É 
Avec le passage à un « nouveau » systeme de courdonnées construit sur 
la base de e;’ = c;'1e, les composantes S,, de tout tenseur symétrique de second 
ordre S se transforment suivant la loi 


(F.6) 


Siege = Cp iS Rte (F.7) 

Les grandeurs e,, et o” subissent également dans ce cas certaines transformations 
linéaires : 

ts Pit, (F.8) 

oc — Qh oh. (F.9) 


Ces transformations sont écrites ici de manière que les indices libres de même 
nom se trouvent au même niveau. tandis que la sommation soit effectuée par 
rapport aux indices des niveaux différents. Elles se définissent par l'exigence 
que dans le nouveau système de coordonnées les grandeurs e;° et o+ soient 
liées aux composantes des tenseurs appropriés par les mêmes règles (F.2) et 
(F.4) que dans l’ancien système de coordonnées. En écrivant tous les termes dans 
les formules (F.7) et substituant aux composantes S;; et S,, les quantités 
e1’ et e,, suivant la règle (F.2) dans un cas et les quantités oc" et oh suivant la 
règle (F4) dans l’autre, on obtient les éléments des matrices P et Q: 


Matrice PF, 


CE 
1 2 3 4 5 6 
?.’ 
2 2 : 
17 ci’i ci”2 ci’3 CyroCge3 Cir3Ci”: Cir10172 
2! cie] c5ro cir3 CoroCn,3 Chr3Ca.s Car4Co.o 
3’ c3"1 cj"2 c3'3 CaroCz3 Car3Cu1 Carl 30 


HGorstgro À C21633 + Corocgri 
? . 
5) 2Cge1Cjey 2CgroC gro Cry  CaroCyra + Ceci t  CyrpCpro + 
À Cr3Cyro + Cgr1Cgrz À CgroCqei 
0" ZCtepCorg 2CproCoro 2CpegCorg  CyroCorg À  Cyrgorq FCO + 
t 
+ Cr3C0r9 Ti Cyril + CyroCor 
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an | 


Matrice Qh. 


à | 


! 2 3 & 5 6 
| 
dci: Cire cir3 2Cir9Cqrs  CyesCies Cyr gen 
2! Cri Chr C3 20019093 2CH3Cor1 2091099 
a Ci] Chr C3. 2C4r9C3r3 2Cyr3Cge  2Cr4C gro 
4" CoeCgen CoroCgro CnrsCgrs  CenCge3 tt Costa CaiCge2t 
T Cor50gr2 À Coe1Csr3  Co-2Cges 
5" Cyrgegrg Car2Cpre OCaraCes Caracas TT Ces CyCqro 
Tr Cgr3Cqra + CgrCges 7 CgroCies 
6 ChepCorg CyroCnro Cyrgl org CyroCerg tr CyrgCor + CyeCoo + 
 Cyraor2 OT Cyrus  Cyr2Cors 


Ces matrices se différencient rien que par le fait que dans la matrice Q 
les éléments se disposant dans le carré supérieur de droite contiennent le coeffi- 
cient 2. tandis que dans la matrice P ce coefficient est contenu par les éléments 


disposés dans le carré inférieur de gauche. Les éléments de ces matrices peuvent 
s'exprimer sous forme de formules 


1 | P5. on 
TB GinGie En e)e ; (F.10) 


où l'indice À’ correspond au couple i”j”, tandis que pu au couple kl (comp. avec 
la formule (F.3)). 


Avec le passage du nouveau système de coordonnées à l’ancien e; et 6” 
subissent des transformations linéaires de la forme suivante: 


Eu = QhEpe, (F.11) 
oc — Ph,oÀ". (F.12) 


La comparaison de ces formules aux formules (F.8) et (F.9) montre que les 
grandeurs du type e, peuvent être assimilées à des composantes covariantes 
d'un vecteur d'un espace à six dimensions, et les grandeurs du type o} à des 
composantes contravariantes d'un autre vecteur du même espace. La différence 
entre les lois de transformation de ces grandeurs ((F.8) et (F.11) pour &,,, (F.9) 
et (F.12) pour co") s’interprète comme l'attachement à une base non orthonormée 
(dans un espace à six dimensions, à une base orthonormée sont attachées des 
grandeurs formées des composantes d’un tenseur symétrique de second ordre 
suivant la règle (F.6)). 


Tenseurs c et s ($ 51.) Selon la loi de Hooke les tenseurs © et # sont lies 
par une dépendance linéaire 


Oif = Cijhltkt (F.13) 


Ejj = SijRiOh (F.14) 
82—01180 
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où ec et s sont des tenseurs de quatrième rang. En remplaçant suivant le sché- 
ma (F.1) le couple d'indices ij par l'indice À et le couple d'indices kl par u, 
on peut écrire 
= che, (F.15) 
Ei — Sau07. (F.16) 
La disposition des indices pour c ets a été faite en conformité des règles énon- 
cées plus haut. En écrivant tous les termes des formules (F.13) et (F.15), on 
COUeRL après comparaison de ces dernières, la règle de calcul correctif pour 
ch: : 
= op (Ua 1,... 6); klæp—1,...,6).  (F.17) 
En répétant l'opération avec les égalités (F.14) et (F.16), on aboutit à Ja règle 
pour s;u : 
Sijkl (ij A =1, 2, 3; kl—æu—t1, 2, 3), 
2Sjjhr (ii — ÀA=1,2,3% kl— u — 4, 5, 6), 
$S _—_ 
Au StjR! (ij — À =4, 5, 6: KI —u=t, 2; 3), 
&sijry (ij—A4=4, 5, 6, kl—æn—4, 5, 6). 


2] 


1 


(F.18) 


- 


Cette règle peut être écrite par analogie avec (F.3) sous forme: 


FORYUEE S3.u 
HT (6: 0) * Fe 


En comparant les formules (F.18) et (F.2). on voit que chaque indice inférieur 
égal à 4. 5 ou 6 implique le doublement des grandeurs du type e; ou s1, par 
rapport à la composante appropriée du tenseur; à la même conclusion aboutit 
la comparaison de (F.3) et (F.19). Quant à la confrontation des formules (F.17) 
et (F.4), elle montreque les grandeurs du type o7 ou c'M pour toutes valeurs des 
indices sont égales aux composantes appropriées du tenseur. 

Il est tout naturel de supposer que les grandeurs s,, avec le passage à un 
autre système de coordonnées se transforment comme les produits de deux 
grandeurs du type e, et c"Ÿ comme les produits des grandeurs du type a". c'est- 
à-dire que 5, et c"* constituent, respectivement, les composantes co- et contra- 
variantes de certains tenseurs de second ordre dans un espace à six dimensions. 
En effet, il est facile de vérifier que le passage à un nouveau système se décrit 
par les égalités 

Sn3 — pe; P; ,Suv, (F.20) 


CEA QE Où Y, (F.21) 


tandis que le passage inverse. du nouveau système de coordonnées à l’ancien, 
s'effectue suivant les formules 


Suv = GEO sense , (F.22) 
chV= ph,Py,c"' À", (F.23) 


C'est ainsi qu’en disposant correctement les indices des grandeurs d’une 
égalité tensorielle, on obtient automatiquement les règles de calcul correctif 
et les formules de transformation pour toutes les grandeurs composant cette 
égalité (si, bien sür, l'égalité comporte également des grandeurs connues). 
C'est précisément à cette fin qu'on utilise ici ce procédé formel. 
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Dans certains manuels on recommande intensément lorsqu'on attache les 
tenseurs des coefficients d’élasticité et de déformations élastiques à des nou- 
veaux coordonnées d'utiliser les formules de la forme 


Siejrh 1" = CirmCj nCh pl. Q$mnpq? (F.24) 


or. le nombre trop grand de termes de ses formules GE termes) entrave les cal- 
culs et constitue une source d'erreurs. Les formules (F.20)-(F.23) s'avèrent 
plus commodes : elles comportent moins de termes (36 en tout) et ne contiennent 
que les coefficients d'élasticité et de déformation élastique donnés par les 
tableaux. 

Bien qu'en principe chaque tenseur puisse être représenté par des compo- 
santes aussi bien covariantes que contravariantes, on admet que les déforma- 
tions e;, les coefficients de dilatation calorifique &, les coefficients de déforma- 
tion élastique s;,, seront toujours représentés par des composantes covariantes, 


tandis que les contraintes oc”, les coefficients de thermo-élasticité B*. les coef- 


ficients d'élasticité c#. par des composantes contravariantes. Cette convention 
autorise d'écrire tous les indices sur le même niveau, nonobstant l’'incommodité 
de cette écriture. Dans le corps du texte tous les indices figurent au même ni- 
veau, en position inférieure, vu que cette écriture traditionnelle est utilisée 
dans presque tous les ouvrages consacrés à la physique des cristaux. Par contre, 
dans lon: les indices covariants sont en position inférieure, tandis que les 
indices contravariants le sont en position supérieure, la regle de sommation 
s'appliquant rigoureusement par rapport aux indices grecs occupant obligatoi- 
rement des niveaux différents. La position supérieure ou inférieure des indices 
définit, comme il a été montré précédemment, la connexion de la grandeur 
considérée avec les composantes tensorielles appropriées, de même que la loi 
de sa transformation avec la variation du système de coordonnées. 

Matrices P et Q de rotation autour de l’axe XL, ($S 32). A la rotation du 
système de coordonnées cartésien d’angle q autour de l'axe X, correspond, 
comme on le sait (voir $ 17), la matrice de 


s cosinus 
cos sinp © 
Ic;,, I=N—sing cos 0 |, (F.25) 
O 0 1 


En portant ses éléments dans la formule (F.10) ou. directement, dans l’expres- 
sion développée des matrices P et Q par l'intermédiaire de c,’,’, on trouve que 


la matrice P pour une rotation du système de coordonnées d'angle q autour 
de l'axe X, prend la forme 


cos @ sin? Ù 0 (9 _ sin 29 
sin cos ® O0 0 ie 2 
Ii l=l 0 1 oo 0 0 , (F.26) 
(0 (0 O cos@ —cin 0 
(U 0 O sin cos’ 0 
—sin2® sin2p 0 0 0 cos 29 


tandis que la matrice Q n'en diffère que par le fait que les coefficients 1/2 se 


pont non pas dans l'angle supérieur de droite mais dans celui inférieur de 
gauche. 


42* 
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Module d'Young E(q) et module de cisaillement G (p, q) ($ 53). A partir 
des produits des composantes d'un vecteur on peut également composer des gran- 


deurs du type e; et ox. En effet, les différents produits de deux composantes d’un 
même vecteur (disons. de q) sont des composantes d’un tenseur symétrique de 
second ordre gg: 

(qqhij = digj- 


En passant du couple d'indices &, j = 1. 2, 3 à un seul indice À = 1, ..., 6, 
il est possible d'écrire les composantes de la diade gq soit sous forme de compo- 
santes covariantes d’un vecteur à six dimensions 


qiqj pour ij+-i.—=1, 


2,20, 
F.27 
2qiuyy pour iij—A—=4, 5, G, SC, 


(gg = 


soit sous forme de ses composantes contravariantes 


(gg)* = qi (i—Ai=1,..., 6). (F.28) 
Laquelle de ces formes il convient de choisir dépend de la grandeur par laquelle 
doit être faite la multiplication. Si c'est le module d’Young qui est calculé 
E (q) = (sijnidiqjan qu)", 
la multiplication est effectuée par les composantes covariantes s;, ; respective- 
ment, la grandeur gg doit figurer sous forme de composantes contravariantes 


(gq)”, vu ge les indices de sommation doivent se trouver à des niveaux diffé- 
rents. Bref, 


E-1 (q) = su (99) (ga). (F.29) 
Le mode d'écriture introduit ici n’est applicable qu’aux tenseurs symétri- 
ques. À partir des produits de composantes de deux vecteurs différents (disons, 


p et q) il est possible de former les composantes d'un tenseur symétrique de 
second ordre 


1 4 
cu (pg +qP)i; = CE (Pi + qipj). 


Ensuite, comme dans le cas précédent, on peut les écrire en l'une des deux formes : 


4 Piq} (ii — À =1, 2, 3), 
—(Ppq+9qp)= { F.30 
2 Pilj + qiPj ({i—2=4, 5, 6); ) 
1 1 . 
a+ ap} = (pa + qips) (ii —A=1, ..., 6). (F.31) 


Pour le calcul du module de cisaillement G (p. q), utilisons les composan- 


tes contravariantes !/,(pq + gp)”, vu que les valeurs tabulaires s;, sont cova- 
riantes. Comme le tenseur s,;,, est symétrique par rapport aux premier et second 
couples d’indices 


GE (ps 9) = AsipuPigPRd = Sign (P:9ÿ + UP) (pad + anpr).  (F.32) 
De là on obtient immédiatement 


G1 (p, q) = si (pq + 1p)” {pq + qgp).* (F.33) 
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Vitesse des ondes élastiques dans les cristaux ($ 56). La vitesse de l'onde 
élastique longitudinale 


Eau 
‘ 


1 
LU — V D SiSRIM EM MR (F.34) 


peut être évidemment écrite sous forme 
1 
v= V + ch (mm); (mm), (F.35) 
La position supérieure des indices des coefficients d'élasticité oblige de les 
disposer en bas dans la diade mm, et on en tire la règle de caleul correctif 


mimy (iÿ—h=1, 2, 3), 


(mm); = (F.36) 


2mim (ij—h=4, 5, 6). 


Dans le cas général la vitesse de l’onde élastique 


Î 
V= V + CijkhiMmiPIMmRPI. (F.37) 


Introduisons le tenseur symétrique de second ordre L = 1;2(mp + pm). 11 est 
évident que 


1 n : 
v= V Fs CijriLiÿlri= V— ch L Lu (F.38) 


avec les règles de calcul correctif suivantes: 
= Mn ;j jj—ÀA= 1, 2, 3), 
L= | Lij m ip} Gj d 1, : 7 (F.39) 
2Lij=mip;+pims (ij —A=4, 5, 6). 


Coefficients piézo-électriques d ($ 58). Les équations de la théorie de l'effet 
piézo-électrique 


Di = %jEj + andynoŸ, €) = dj) + s1u0" (F.40) 


établissent les règles de calcul correctif pour les coefficients piézo-électriques. 
Notons que les indices latins se disposent toujours sur le même niveau. Les règles 
de calcul correctif 


dixr (kl—æu—=1, 2,3); 

du=]., = € 

2diry (kl—u=4, 5, 6) 
ne dépendent que des indices grecs. Les formules de transformation de d,,, sont: 
dirne=CiÿP die, djv=ciQh die. (F.42) 
Coefficients piézo-électriques e ($$ 61, 62). Les équations de la théorie 

de l'effet piézo-electrique sous forme 

D; = X;jE; + 4nele,, oc = —Ÿ#, + he, (F.43) 


aboutissent pour les coefficients el aux règles de calcul correctif 


eË = eg, (Glæu—=1,..., 06) (F.44) 
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et aux formules de transformation 
u° . up” Y Ÿ _ . v u” 
Eire Cie jQy ei ei =CirjPyrei- (F.45) 


Par le même procédé on peut obtenir les règles de calcul correctif et les 
formules de transformation pour d'autres coefficients caractérisant les proprié- 
tés piézo-électriques des cristaux. 

Tenseurs caractérisant les effets non linéaires ($ 74). L'écriture des déve- 
Jloppements (74.3) aux indices co- et contravariantes 


D; = XIRER + diu0" + RintErE + 2P;nuEn0" nu QiuvoO" où (F.46a) 

Ex = duiEg + Su0" + PiErEr + 2QpiuEro + Liuv 6oŸ (F.46b) 

définit les relations entre Pinus Qiuve Liuv et les composantes des tenseurs ap- 
propriés des formules (74.4) : pour satisfaire l'égalité. il faut multiplier ces der- 
niers par 27, où m est le nombre des quatre, cinq et six indices 4. u. v, De façon 
‘analogue se déterminent les tenseurs caractérisant l'élasticité non linéaire, 


voir formules (74.5)-(74.7). Ils s'écrivent avec les indices co- et contravariants 
sous forme 


Eu + Por An 
ch CH Cuve, (F.48) 


d'où se déduisent les règles de calcul correctif: C*4" coïncide toujours avec C; himne 
tandis que 

?u ={ Sijhimn (mnv=1, 2, 3), 

É 2£ijhimn (mn —v=à4, 5. 6). 


Coefficients de piézo-résistance et d’élasto-résistance ($ 75). Les formu- 
les (75.3) et (75.5) peuvent être écrites sous forme 


Ej=0% xi+ io") jrs (F.49) 
Ei=0% (On+me) jr. (F.50) 


Dans ce cas on sous-entend que l'indice À correspond au couple d’indices 4l, 
tandis que sa position supérieure découle du fait que j, et j, sont des composantes 
d'un vecteur *). Quant à la position de l'indice y, elle est définie par les règles 
adoptées du calcul correctif pour a" et e,.. | 

De la formule (F.50) on déduit les règles de calcul correctif et les formules 
de transformation mA4 à la précision près obtenue précédemment pour les coef- 
ficients d'élasticité "4, voir formules (F.17), (F.21) et (F.23). Pour les coeffi- 
cients de piézo-résistance ni}, la formule (F.49) implique les règles de calcul cor- 


rectif (75.7), auxquelles correspondent les formules de transformation originales 
né. = Q% PE, IIY, ni = P},QH'TR.. (F.51) 


Coefficients élasto-optiques. piézo-optiques et coefficients de Kerr ($ 77). 
Pour l'écriture d'équations de l'effet piézo-optique avec des indices co- et con- 
travariants, un rôle important revient au choix des règles de calcul correctif néces- 
saires aux variations de l'indicatrice optique. Habituellement on utilise les règles 


*) Si les règles de calcul correctif correspondaient à la disposition inférieure 
de l'indice À, les formules (F.49) et (F.50) doubleraient les valeurs des additions 
piézo-résistives à j, dans les cas où ! £ k. 
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de calcul correctif applicables pour la forme +4 (elles sont. en particulier, utilisées 
par Nye (196%)). Les équations correspondantes sont : 


non. (F.52) 
= plle,. (F.53) 


Les règles de calcul correctif pour a} sont M à celles des coefficients 


de piézo-résistance n}. Aussi aux coefficients a} peut-on appliquer les formules 


de transformation (F. 51). La position des indices ns coefficients ph est la même 
A pour les coefficients d'élasto-résistance m"" et les coefficients d'élasticité 


On aboutit ainsi aux règles de calcul correctif (E.17) et aux formules de trans- 
foration (F.21) et (F.23). 

L'effet Kerr est étudié de la même façon. La forme adoptée pour la diade 
EE étant: 


(EE) = EE, (kHlæp—=1,..., 6), (F.54) 


on peut appliquer aux coefficients de Kerr K? les mêmes regles de calcul cor- 
rectif et les mêmes formules de transformation que pour les coefficients piézo- 
optiques fà 

Coefficients électro-optiques ($ 77). Les règles de calcul correctif adoptées 


ph our les variations de l’indicatrice optique permettent d'écrire l’équation 
de l'effet électro-optique (77.16) sous la forme 


= rE (F.55) 


et, respectivement, d'adopter les règles de calcul correctif des coefficients électro- 
optiques (17.18). Les formules de transformation de r$ sont analogues aux formu- 


les (F.45) des coefficients piézo-électriques e: 


3?" __ ni.’ [NI U _ 
Re Qi Curtis 7 = p} A TT re (F.56) 


Problèmes sur le chapitre I 


1. Démontrer que les composantes covariantes n« du vecteur n#, qui sont 
‘définies au $ 13 comme des coefficients de décomposition du vecteur suivant 
les vecteurs de base a!. a° et a* du réseau réciproque peuvent être définies éga- 
lement comme des produits scalaires du vecteur nr par les vecteurs de base a, 
>, ä3 du réseau cristallin: 


na — nl. 


Formuler et esquisser la démonstration de l’assertion analogue sur les compo- 
santes contravariantes {% du vecteur L: 


l = L.a°. 

2. Les matrices A = || Ac; ||et E = |] EŸ || lient les vecteurs de base a® 
du réseau cristallin aux vecteurs unitaires e; d’un système de coordonnées cri- 
stallophysique : 

Ga —= À aiti- 
€; —= E;aa. 

Démontrer les identités 

a) Agi = dati; 

b) E$ = a°-.e;; 

c) Aaspi = Exp» 

d) ETES = g°”; 

€) Aat = EasE? ; 

h Ef = e"VAp; 

g) A*G”1A = 1 


h) EGE* = 
i) det À = v 
j) det E = v-! 


k) det G = wt?), 
où l'astérisque signifie une transposition, G est une matrice composée des com- 
posantes covariantes du tenseur métrique, /Z une matrice unitaire. Ecrire les 
identités (c), (d), (e) et (f) en “ langage matriciel ” et les identités (g) et (4) en 
recourant à l'écriture indicielle. 

3. Les cristaux du sel de Seignette appartiennent à la classe 222. Les di- 
mensions de la maille élémentaire sont: a = 11,93 À, b = 14,3 À, 
c = 6,17 À. Calculer l'angle entre les normales aux plans (210) et (101), ainsi 
que l'angle entre les orientations [210] et [101)J. 
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4. L'angle au sommet d'un rhomboëèdre constituant une maille élémentaire 
du réseau de calcite CaCO, (classe 3m) vaut 101°55. 

a) Calculer l’angle entre les normales aux arêtes du rhomboëdre [0112} 
et du scalénoèdre ditrigonal [3251]. 


b) Calculer l'angle entre deux arêtes dont l'une appartient aux faces (4041), 
et (2131), et l’autre aux faces (2131) et (0221). 

5. Chercher les composantes (par rapport à une base cristallophysique) du 
vecteur unitaire de la normale à la face (1121) d'un cristal de syngonie hexago- 
nale. Le rapport d’axes c'a est connu. 

6. On fournit ci-dessous le tableau de rapports des densités réticulaires 
pour une série de plans cristallins du système cubique avec réseaux primitif 
(P). à faces centrées (F) et centré (J): 


S2 | (100) | (110) 


(311) | (321) 


11 E 


philzlsls)clols 


Continuer le tableau pour les plans (322), (410). (411). (331), (421), (332). Es- 
sayer de dégager la loi régissant la variation de ces rapports dans les réseux à 
faces centrées et centré comparés au réseau primitif. 


Problèmes sur le chapitre JII 


4. Dans le système de coordonnées construit sur les vecteurs unitaires e,, 
2. e3 le tenseur S possède les composantes 


0 a 0 
HSixl=e 0 0 
0 0 0 


Calculer ses composantes dans le système de coordonnées construit sur les vec- 
teurs unitaires 


; 1 
Es — V5 (e1— 2), 
; 1 
Co —= y? (er + 2) 
e:— eg. 


2. Dans le système X,X,X, le tenseur S est caractérisé par les composantes 
6 —Y6 V6 
ISmi=]—V6 9  —1 
V6 —1 9 
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La matrice de passage au système X'X:Xs est 


1 V6 y6 


127 4 4 
_| y3 Æ V2 
M Ci [| = ETS ER. Tr . 


) Vi Vi 


Calculer les composantes du tenseur S dans le système X/X:X3. ; 


3. Le système X;X:X3: est obtenu à partir du système X,X,X, par rotation 
d'un petit angle & autour de l'axe X:. Calculer, en négligeant les grandeurs de 
second ordre de petitesse, les variations des composantes du tenseur symétri- 
que de second ordre S dans cette transformation. 
4. Démontrer que les composantes du tenseur 

Q = exe, — exe 


ne varient pas dans une rotation du système de coordonnées autour de l'axe X2. 
5. Démontrer que si les composantes du tenseur S attachées à un système 
de coordonnées X,X,X, vérifient les égalités 


Sur = Si 
elles possèdent la mème propriété dans tout autre système de coordonnées X/X:X: 
Sirjr — S jje , 

6. Démontrer que si le tenseur EL possède des composantes 7, = ôx, dans 
un repère cartésien quelconque. il est muni de mêmes composantes dans un re- 
père obtenu à partir du premier par transformation orthogonale. 

7. Chercher les valeurs propres et les vecteurs propres des tenseurs : 

S = 3 (ee, + ea) + Dee + V3 (exes + ester), 
T = 1 L Cola + Elo. 
U = 5eje, + Teses + 4eses — V3 (exe: + exe). 
8. Chercher les valeurs propres et les vecteurs propres du tenseur 
S = a (exe, + 262) + b (exes + exe;) + c (eses). 
Avec le cas général. étudier les cas particuliers: 1) a = 0, 2) b = 0, 3) c = 
= a + b. 4) c = a — b. 

9. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres du tenseur 
S = V” 6 (e,e, — 303) + 2 (eee + ere1) — 

— 2 V2 (e1es + est) — 2 V 3 (es + ee). 

10. S'il est connu un des vecteurs propres d’un tenseur symétrique de second 
ordre. on peut, en calculant ses valeurs propres, ne pas résoudre les équations 

) 


de troisième degré. Sachant que #, = 754 _ 75 e, est l’un des vecteurs 
12 —3V2 — V6 
—3V2 45 —7y3 
V6 —V3 9 


chercher ses valeurs propres ainsi que les autres vecteurs propres. 


propres du tenseur 
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11. Les valeurs propres du tenseur‘symétrique de second ordre S valent S,,;, 
St). Sc. tandis que ses vecteurs propres sont u,, u.. us. Démontrer que le ten- 
seur T = S + al possède les mêmes vecteurs propres. Chercher les valeurs pro- 
pres. 

12. Démontrer qu'au moins une valeur propre du tenseur T = ab + ba 
est nulle (a et b étant des vecteurs quelconques). 

13. Démontrer que les vecteurs p + q, p — q et p X q sont des vecteurs 
propres du tenseur S = pq + gp, si p et q sont des vecteurs arbitraires de lon- 

ueur égale. Calculer les valeurs propres du tenseur S correspondant à chacun 
es vecteurs propres. 


Problèmes sur le chapitre III 


1. Tracer la section de l'indicatrice du tenseur de la constante diélectrique 
d'un cristal de rutile (classe 4/mmm) par un plan quelconque contenant l'axe 
de symétrie principal 

K — 89 I + 84ese:. 


2. Tracer sur une projection stéréographique d'éléments de symétrie d'un 
cristal d'aragonite (classe mmm) des lignes joignant les directions suivant les- 
quelles la composante normale du tenseur de la constante diélectrique acquiert 
une même grandeur (lignes de niveau de la fonction f (n) = n-#-n). Le tenseur 
de la constante diélectrique d'un cristal d'aragonite vaut 


x = 9.8e,e, + 7,1ese2 + 6,6esez. 


3. Le cristal d'’éthylènediaminetartrate (classe 2) possède des coefficients 
de la constante diélectrique %,, = 5.0; Xe = 8.5; X32 = 6.0: %13 = 0,6. 

a) Dans quelles directions la composante normale de la constante diélec- 
trique atteint des valeurs extrémales et quelles sont ces valeurs ? 

b) Indiquer comment doit-on découper une plaque pour qu’on puisse d’après 
les mesures de la capacité des condensateurs reconstruire tout le tenseur de la 
constante diélectrique de l’éthylènediaminetartrate. Ecrire les formules expri- 
mant les composantes du tenseur en fonction des grandeurs fournies par les me- 
sures. 

c) Calculer le tenseur de la constante diélectrique de ce cristal. 

4. Le tenseur de conductibilité électrique d'un cristal est donné sous forme 


O — O(r)üity + O(z)Ualie + O(s)UaUse 


Le tenseur de résistivité de ce cristal est p = o-!. Appelons « conductibilite 
dans la direction donnée # » la grandeur © (n) = n-Tt-n. et « résistivité dans la 
direction donnée n » la grandeur p (n) = n-p-n. Exprimer en fonction de o(1). 
O() et Ga la conductibilité et la résistivité dans les directions: 


n=U,, An= 7 (u;+u.), n= Æ (u;, +<us:+u;3). 


Est-ce que la résistivité est dans tous les cas l'inverse de la conductibilité sui- 
vant la direction considérée ? Si ces grandeurs ne sont pas inverses l’une de l’autre, 
à quel problème doit-on appliquer chacune d'elles ? 


Problèmes sur le chapitre V 


1. Démontrer que la somme de deux tenseurs de quatrième rang est un ten- 
seur de même rang. 

2. Démontrer qu'un produit d’un tenseur de second ordre par un tenseur de 
troisième rang est un tenseur de cinquième rang. 

3. Vérifier que l'opération de formation d'un isomère est permutable à 
celle de transformation des composantes d'un tenseur avec passage d’un repère 
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à un autre, autrement dit. que le résultat d’accomplissement successif de ces 
deux opérations ne dépend pas de l’ordre suivant lequel sont effectuées ces opé- 
rations. 

4. Démontrer que la contraction d'un tenseur de quatrième rang par rapport 
à deux indices aboutit à un tenseur de second ordre. 

5. Démontrer que la contraction d'un tenseur de cinquième rang d'abord 
par rapport aux deux premiers indices, ensuite par rapport aux deux derniers 
conduit à un vecteur. Montrer qu’en intervertissant l’ordre d'opérations on ne mo- 
difie pas le résultat final. 

6. Combien d’isomères possède le tenseur général de troisième rang? de 
quatrième rang? de rang r? | 
de SAS d'isomères différents possède un tenseur de symétrie interne 

V: Vr-s 

8. Combien d'’isomères possède un tenseur de symétrie interne [Vs] [V'-:]? 

9. Calculer le nombre d’isomères d’un tenseur de symétrie interne {{ V=]]. 
.. 10. Dans un repère les composantes d’un tenseur de quatrième rang sont 
symétriques par rapport aux deux premiers indices et antisymétriques par rap- 

ort aux deux derniers. Démontrer que ses propriétés se conservent avec passage 
a tout autre repère. 

11. En s'aidant des relations de dualité, diminuer autant que possible le 

rang des tenseurs 


V'EVS). [OV OP, (VRP). 
12. Vérifier que le tenseur 
TOY = ejejezes + erxereses + eseseier 


est invariant par rapport aux opérations m3, mais ne l'est pas par rapport au 
groupe m3m. 

13. Déterminer la forme d'un tenseur de symétrie interne [ V®] et de symé- 
trie externe 222. 

14. Construire le tenseur de symétrie interne | V*] invariant par rapport au 
groupe limite com. 

15. Construire le tenseur de symétrie interne [V*] invariant par rapport au 
groupe 32. 

6. Dans un repère construit sur les vecteurs unitaires e,, e,, e, le tenseur K 
possède des composantes 


Quelles sont ses composantes dans le repère construit sur les vecteurs unitaires 
I 1 


1 si i-=j=k=l, 
O dans les autre: cas. 


e; = 5 (e1 —e2), es — V6 (ei Fer—2e3), 
e;= 7 (eee). 


16. Dans certains repères cartésiens le tenseur L n’a que deux composantes 
non nulles : 


Lin = Losso = 1. 
Calculer les composantes de ce tenseur dans un repère ayant subi une rotation 
de 45° autour de l’axe X, par rapport au repère de départ. 


18. Résoudre le même problème pour le tenseur M dont les composantes dans 
le repère de départ sont 


Mign = 0 (Oni02j0on + 201 pda + Bain — O1:015 + On 
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19. Représenter le tenseur 6;hqôpr10qmn Sous forme d’une somme de ten- 
seurs de l’aspect 
Ô;,j,, ô 


20. Simplifier l'expression 


Jai ads" 


Ô5n 0j 10 1mnÔmn p° 


Problèmes sur le chapitre VI 
4. Un champ de vecteurs déplacement est de la forme 
Uy = (5x — 7re + 1273) 108, 
Us = (721 + ro + 573) 106, 
us = (127, — Yze — 3z3) 106. 


Chercher les tenseurs de petites déformations et de petites rotations, calculer la 
dilatation cubique relative et écrire le vecteur de petites rotations. Représenter 
schématiquement les déformations des carrés unitaires aux sommets à l'origine 
des coordonnées et construits sur les axes X, et X,. X. et X:, À: et X, jouant le 
rôle de côtés. Représenter également l’axe de rotation ainsi que le sens de rota- 
tion. 

2. Le vecteur déplacement 


u = [(2xy + Tro + 4zs) € + (71 + 272) 6e + (— 47 + Srs) es]-104. 


Autour de quel axe et de quel angle s'effectue la rotation ? Chercher les direc- 
tions propres et les vecteurs propres du tenseur de petites déformations et indi- 

quer dans quelles directions le matériau est étiré et dans quelles il est comprimé 
et de combien. Comment varie le volume ? Quelle est la grandeur du déviateur de 
déformation ? 

; 3. Le champ du vecteur déplacement en coordonnées cylindriques est de la 
orme 


ur = 0, 
u, = 0, 
Up = Oz 


Ecrivez-le en coordonnées cartésiennes ; calculer les tenseurs de petites rotations 
et de petites déformations. ainsi que le vecteur de petites rotations. Calculer la 
dilatation cubique relative. 

4. Un cristal de sel de Seignette (classe 222. paramètres de la maille élé- 
mentaire a = 11,93 À, b — 14.3 À, c — 6,17 À) subit une déformation 


e=— £ (e+es+es) (cytesten). 


Calculer les composantes covariantes et contravariantes du tenseur métrique 
du réseau déformé. En s’en servant, indiquer comment ont varié après défor- 
mation les longueurs des arêtes de la maille élémentaire. les angles interceptés 
par ces derniers et les diedres entre les faces. Etudier les variations correspon- 
dantes de la maille élémentaire du réseau réciproque. 

5. Pour quel rapport entre les coefficients a et b, indépendants des coordon- 
nées, le champ du tenseur des déformations 


ER = Oxyxrn FT ÜxjæR OR 
satisfait à l’équation de compatibilité ? 
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6. Le cristal a été soumis à une traction uniaxiale d'intensité o dans une 
1 
direction p = V5 (e, + €e2 + es). Chercher la composante de glissement de la 
: : 1 : 
contrainte exercée sur le plan à normale n = V3 (e, + e2) dans la direction 


i 
V6 


7. L'état de contrainte se reduit à une traction © dans la direction r = 


l= 


(e, —e —2e:). 


1 : : ; se 
= = (e, — e.) et égale en grandeur à une compression dans la direction m — 


. 
= a (e, + e2 + es). Exprimer le tenseur des contraintes 
a) en fonction des vecteurs #2 et m; 
1 1 
b) en fonction des vecteurs p = = (n + m) et q = 75" — M); 


c) en fonction de ses composantes attachées à un repère cartésien construit 
sur les vecteurs unitaires @,, €2. €a- 

8. Etudier les états de contraintes, si les matrices des tenseurs de contrain- 
tes dans certains repères cartésiens sont égales à: 


5 5 0 
a) [loin = 5 5 O0 |. 
0 0 —10 
2 —6 2 
b)|loinl=|| —6 3 —3 |. 
2 —3 | 


9. Le tenseur des contraintes est de la forme 0;; = Aj;xzx. Où A;yx sont les 
composantes du tenseur de troisième rang indépendant des coordonnées et symé- 
trique par rapport aux deux premiers indices. Quelles conditions doivent être 
imposées au tenseur A pour que le tenseur c satisfasse aux équations d'équilibre 
élastique : 

10. Vérifier si la répartition des contraintes 


Ci = k (2zmTmÔÿ — Zizÿ — a) 


satisfait aux équations d'équilibre élastique. Si cette répartition des contraintes 
est réalisée dans une sphère de rayon a et de centre à l’origine des coordonnées, 
trouver les forces qui doivent être appliquées à la surface de la sphère. 

11. Si la transformation du tenseur de deformations e dans le « nouveau s 
repère s'écrit sous la forme 


Egr — Pyrutu 


il s'ensuit immédiatement qu'avec le passage inverse du « nouveau » repère à 
l’« ancien » 
Ex = Qurxla 
s'effectue au moyen de la matrice Q vérifiant l'identité 
PyenQprx = Oux- 
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Démontrer que de l'exigence que la somme 2,0, soit invariante: 
En Ee = EUOu 
s'ensuit la loi suivante de transformation des composantes du tenseur de con- 
traintes o: 
Op = Opus  Ox= P403e. 
12. Déduire les relations liant les coefficients d’élasticité c,, aux coeffi- 


cients de déformations élastiques s;, : 
a) pour les cristaux du système cubique : 


(ci 12) (S11 . 12) = Î. 
(cu + ce) (Sun + 2819) = 1, 
CaaSas — !, 


b) pour les cristaux du système hexagonal et les textures: 


(C112— C9) (S11 — S12) = 1, 


CaaSsa = À 
Sas 
ue = 
S33 (S11 + 512) — 25S?a ? 
Sy1 F S12 


CS pe 


8 — s ñ . 
S33 (S11 7 S12) — 25$3 ? 


S13 
C13 = 


7 Sas (Sn +512 — 2553) ? 
c) pour les cristaux de sous-système supérieur du système quadratique (clas- 
ses 4/mmm, 422, 4mm, 42m) les relations du point a, et en outre 


CesSes = 1; 
d) pour les cristaux de sous-système supérieur du système trigonal (classe- 
3m, 32, 3m) 
S33 
Sa (S11 + S12) — 2513 
Sas 
Sas (S11 — S12) — 2554 


Cy1 + Co = ‘ 


Cu — C12— , 


S13 


C9 = — 
S33 (S11 + 512) — 25$3 


9 
S1s 
Sas (S11—S12) — 2554 ? 
Sy FT S12 
Sas (S11 FS12) — 25is ? 
S11 7 S12 
Sy (S11 — S12) — 2$$e ? 


Cia — 
Cas —= 


Cas 


13. Pour un cristal du système cubique on a mesuré les modules d'Young 
Ef100) et Eli] et le module de glissement en torsion Gf109]. Calculer sur la base 
de ces données tous les coefficients de déformation élastique. 
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14. Indiquer le jeu de mesures du module L'or et du module de glisse- 
ment en torsion d’après lequel on peut calculer tous les coefficients de défor- 


mation élastique pour les cristaux du système hexagonal, en déduisant les for- 
œmules correspondantes. 


15. Déduire les formules analogues : 

a) pour les cristaux du système orthorhombique, 

b) pour les cristaux du système quadratique, 

c) pour les cristaux du système trigonal. 

16. Démontrer que la répartition des températures 0 = A};rxzr, Où Ah} 
sont les composantes du tenseur symétrique de second ordre, indépendant de 
coordonnées, une au moins desquelles n’est pas nulle, n’entraîne une déforma- 
tion thermique libre du cristal qu’au cas où au moins une valeur propre du ten- 
seur de dilatation thermique du cristal est nulle. 

Quelles composantes du tenseur 4, (dans le système construit sur les 


vecteurs propres du tenseur &) peuvent être non nulles et à quelles relations elles 
doivent satisfaire si 


UÉ%HU, a ZÆ0. 
17. Calculer les vitesses et les polarisations des ondes élastiques se propa- 
de 1  . . 
geant dans la direction # — = (ei + e2) au sein d’un cristal de la classe 4/mmm. 


18. Notons v(n. p) la vitesse de phase d'une onde élastique de normale nr 
et de direction des vibrations p. Déimontrer que pour les cristaux du système 
orthorhombique v (e,. e) = v(r.. e,). où e, et e. sont les vecteurs unitaires des 
cristaux du repère cristallophysique. Ce théorème se vérifie-t-il pour les cristaux 
du système monoclinique ? 

19. Exprimer les coefficients d'élasticité c;, en fonction des vitesses de 
phase v (7. p) du nombre nétessaire d'ondes élastiques différemment orientées 
et polarisées (n est le vecteur unitaire de la normale d'onde, p le vecteur uni- 
taire de la direction des vibrations): 

a) pour les cristaux du système cubique, 

b) pour les cristaux du système hexagonal et les textures, 

c) pour les cristaux de sous-système supérieur du système quadratique, 

d) pour les cristaux du système orthorhombique. 

20. Calculer les vitesses des ondes élastiques se propageant dans un cristal 
du système hexagonal ou dans des textures suivant une direction quelconque. 


Problèmes sur le chapitre VII *) 


1. Quelle doit être la direction de la traction uniaxiale pour que dans un 
milieu de symétrie 2 puisse se manifester une polarisation piézo-électrique ? 
Que peut-on dire de la direction de polarisation ? 

2. Démontrer l'impossibilité de l'effet piézo-électrique longitudinal liné- 
aire dans les cristaux des classes 422 et 622 ; à quels effets piézo-électriques longi- 
tudinaux non linéaires peut-on s'attendre dans les cristaux de ces classes ? Quel- 
le direction doit prendre la traction uniaxiale pour que ces effets se manifes- 
tent : 

3. Est-ce que dans les cristaux de quartz (classe 32) on peut observer une 
polarisation piézo-électrique sous l’action d’une traction uniaxiale dirigée 

a) suivant l’axe de symétrie principal; 

b) suivant l'axe de symétrie binaire; 


c) suivant la bissectrice de l'angle intercepté par deux axes de symétrie 
binaire ? 


*) En résolvant les problèmes 1-4, on ne doit se guider que sur le principe 
de Curie et, lorsque besoin en est, sur le théorème de Hermann. 
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Que peut-on dire des directions de la polarisation piézo-électrique au cas où 
cette dernière est permise ? 

4. Pour quelles directions de la traction uniaxiale la polarisation piézo- 
électrique est interdite dans les cristaux de classe 222 et pour lesquelles l’est 
l'effet piézo-électrique longitudinal ? 

5. Indiquer le jeu de mesures de l'effet piézo-électrique qui permettrait de 
rétablir en entier le tenseur des coefficients piézo-électriques pour les cristaux 
des classes suivantes: 

a) classes 43m, 

b) classe 32, 

c) classe 42m, 

d) classe 222, 

e) classe 3m. 

6. Calculer. compte tenu de la correction piézo-électrique. les vitesses des 
ondes élastiques se propageant 

a) dans le cristal de classe 4mm en direction [001], 


b) dans le cristal de classe 32 en directions [2110] et [1100]. 
c) dans le cristal de classe 42m en directions [001], [100]. [110]. 


d) dans le cristal de classe 43m en directions [100]. [110], [111]. 

7. Calculer, compte tenu des corrections piézo-électriques. les vitesses des 
ondes élastiques se propageant dans des textures piézo-électriques suivant une 
direction arbitraire. 


Problèmes sur le chapitre VIII 


1. Dans les cristaux de quelles classes de symétrie magnétique le tenseur 
des coefficients magnéto-électriques est symétrique et dans lesquelles il est 
antisymétrique ? 

2. Dans les cristaux de quelles classes de symétrie magnétique la polarisa- 
tion électrique engendrée par un champ magnétique est colinéaire au vecteur 
intensité du champ magnétique. quelle que soit la direction de ce dernier ? 

3. Dans les cristaux de quelles classes de symétrie magnétique la polarisa- 
tion électrique engendrée par un champ magnétique est perpendiculaire au vec- 
teur intensité du champ magnétique, quelle que soit sa direction ? 

4. Dans un cristal transparent du système orthorhombique la lumière se 
propage suivant l’axe optique. tandis que le champ magnétique est dirigé per- 
pendiculairement au plan d’axes optiques. Connaissant les tenseurs de l'imper- 
Des diélectrique et de Faraday-Verdet, calculer l'effet Faraday dans ces 
conditions. 


Problèmes sur le chapitre IX 


1. Démontrer que sous l’action d’une traction uniaxiale © dirigée suivant 
l'axe quaternaire les cristaux de sous-système supérieur du système cubique 
s’apparentent par leurs propriétés optiques aux cristaux uniaxes d'indices de 
réfraction principaux 


où n, est l’indice de réfraction d'un cristal libre. 

Conseil: utiliser les règles de calculs approchés. 

2. Démontrer que sous l’actinn d’une contrainte uniaxiale d'intensité © 
et dirigée suivant l’axe de symétrie ternaire les cristaux de sous-système infé- 


1/2 43—-01180 
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rieur du système cubique s’apparentent par leurs propriétés optiques aux cristaux 
uniaxes d'indices de réfraction principaux 


1 
RTE GO (Ti Fo + tar + 2743), 


1 
on TT n 90 (Tu Fe + Tai — A4). 


Comme dans le problème précédent, n, est l'indice de réfraction d’un cristal 
libre et les déductions sont effectuées à l’aide des règles de calculs approchés. 
Comment varient ces expressions pour un cristal de sous-système supérieur du 
Fe cubique? pour un corps isotrope? Comparer avec le problème précé- 
ent. *) 

3. Démontrer que sous une sollicitation d'un champ électrique d'intensité E 
et de direction [111] les cristaux des classes 43m et 23 s'apparentent par leurs 
propriétés optiques aux cristaux uniaxes d'indices de réfraction principaux 


(on ne tient compte que de l'effet électro-optique). 
4. Vérifier que si le champ électrique est dirigé suivant l’axe 4 d’un cristal 
RÉ classe 43m, la variation de l’indicatrice optique du cristal n’est due qu’à l'effet 
e Kerr. 


5. Soit £9 — %X3 (0) la variation de l'indicatrice optique d'un cristal non 
contraint avec l'élévation de la température de 8 degrés, et &5 = #% (0) la varia- 
tion de l’indicatrice optique avec l'élévation de la température de 6 degrés, 


le cristal ne se déformant pas dans ce cas. Montrer qu'avec la prise en compte 
de la dilatation thermique du cristal les formules p1, = nakcvy et Sy = 


= pass, demeurent vraies et que %Ÿ — %} = pau, où @, sont les coeffi- 
cients de dilatation thermique; 


a, = y (klææu= 1, 2,3), 
œy = 24} (rt + LU —= 4, 4, 6). 


6. Connaissant les coefficients piezo-optiques et les coefficients de defor- 
mation élastique pour des cristaux cubiques. calculer les coefficients élasto- 
optiques (séparément pour les sous-systèmes supérieur et inférieur du système 


cubique). 

* Comment doit être dirigé le champ électrique pour que l’observation de 
l'effet électro-optique soit facilitée dans un cristal de quartz (classe 32) : 

a) avec la propagation de la lumière le long de e;, 

b) avec la propagation de la lumière le long de e.. 

c) avec la propagation de la lumière le long de e.? Faites attention à l'orien- 
tation du champ électrique non seulement par rapport au cristal mais également 
par rapport à la propagation de la lumière. Calculer la biréfringence artificielle 
dans les trois cas. 


*) Pour l'effet de Kerr, si le champ électrique d'intensité E est dirigé sui- 
vant les axes de symétrie quaternaire ou ternaire, on obtient des formules iden- 
tiques aux problèmes précédents, seulement au lieu de x;,, il faut y porter K;, 
et au lieu de ©, E? 
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8. De quelle façon faut-il diriger le champ électrique pour l'observation 


de l'effet électro-optique dans les cristaux ADP et K DP (classe 42m) si la lumière 
se propage suivant l'axe optique? Une fois la direction du champ électrique dé- 
terminée, chercher, en s’aidant du principe de Curie, quelle est la disposition des 
axes principaux de l’indicatrice optique déformée *) et, sur cette base. indiquer 
comment faut-il orienter par rapport au cristal le polariseur et le compensateur 
pour la mesure de la biréfringence artificielle. Calculer la grandeur de cette der- 
nière. 

9. Un cristal de classe n3m est sollicité par une traction uniaxiale d'inten- 
sité o dirigée suivant [110]. Connaissant les coefficients piézo-optiques et l'indice 
de réfraction du cristal non contraint, calculer la biréfringence artificielle de la 
lumière se propageant suivant la direction [111]. Comment doit-on disposer le 
polariseur et l'analyseur par rapport au cristal pour la mesure de l'effet ? 


10. Un cristal de classe 3m est sollicité par une contrainte o = ce,e,. Déter- 
miner l'angle entre les axes optiques du cristal contraint. 

11. Un cristal de classe mmm est comprimé suivant une direction perpen- 
diculaire au plan des axes optiques. Il s’observe alors un effet optique quand 
la lumière se propage suivant l’axe optique. Connaissant les indices de réfrac- 
tion principaux ainsi que le tenseur des coefficients piézo-optiques. calculer la 
biréfringence artificielle. 

12. Un cristal de classe m3m est sollicité par une traction uniaxiale d'in- 
tensité © et dirigée suivant [110]. Indiquer les directions des axes principaux de 
l’indicatrice optique du cristal contraint. déduire les formules du demi-angle 
entre les axes optiques (rappelons qu'il est relevé à partir de l'axe principal le 
plus long de l'indicatrice optique) et calculer cet angle pour les cristaux du sel 
gemme, de la fluorine et du diamant. Sous l'action d'une contrainte mécani- 
que ces cristaux deviennent-ils positifs ou négatifs ? Leur signe est-il inversé si la 
traction est remplacée par une compression suivant la même direction ? 

13. Etudier la biréfringence artificielle impliquée par une traction uniaxiale 
dans des cristaux de sous-système supérieur de système cubique et compléter 
le tableau suivant: 


Direction de | Direction de é . Direction des 
Ja lumière la traction | Biréfringence | vibrations 


[001] [10] 
[110] 
[001] 
[119] [110] 
[111] 
[111] [HO] 
[112] 
[142] [110] 


[111] 


*) Il est possible de le déterminer au moyen d'un calcul direct. sans recourir 
au principe de Curie. Mais tout de même essayez d'obtenir le résultat en se ser- 
vant de ce principe. 


43* 
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14. Un cristal de classe mmm est étiré suivant une direction perpendiculaire 
au plan d'axes optiques. On observe un effet optique avec la propagation de la 
lumière le long de l’axe optique. Connaissant les indices de réfraction princi- 
paux et le tenseur des coefficients piézo-optiques, déterminer la nature de la 
polarisation de la lumière et la grandeur de la biréfringence artificielle. 

15. Déduire la formule approchée liant le tenseur des coefficients électro- 


optiques r?y., pour une lumière de fréquence w avec le tenseur de susceptibilité 
diélectrique quadratique Y7zmn (0. @©. &): 


lin (O) = —4Mim (©) Njn (@) Hnmn (0, ©. w). 
Où im (©) est le tenseur d’imperméabilité diélectrique. ° 
16. Démontrer que pour les cristaux centrés le tenseur des coefficients de 
Kerr A}yxs (w) est lié au tenseur de la polarisabilité cubique yrmn (0. 0, w, w) 
au moyen d'une relation approchée 


Kijre (©) = —4%Mim (©) Njn (@) Yrimn (0, 0, &, w), 


Où 1m (w) est le tenseur d'imperméabilité diélectrique. 

17. Connaissant les composantes du tenseur d’imperméabilité diélectrique 
et du pseudo-tenseur de giration pour la fréquence donnée w de la lumière. cal- 
culer la rotation spécifique du plan de polarisation le long des axes optiques: 

a) pour un cristal de classe 222. 

b) pour un cristal de classe mm2. 

Comment calculer le pseudo-tenseur de giration si l’on connaît la grandeur 
de la rotation spécifique d’un cristal de classe 6m2 ? 

18. Pourquoi le théorème de Hermann interdit-il l'activité optique pour 


les cristaux de classe 6m2, mais l’autorise pour les cristaux de classe 42m ? 

19. Dans les cristaux de classe 2 la rotation du plan de polarisation de la 
lumière se propageant suivant les axes optiques peut être la même ou diffé- 
rente. À quelles conditions se réalise chacune de ces éventualités ? 

20. Etudier la polarisation des vecteurs déplacement électrique et intensité 
du champ électrique au sein d'une onde électromagnétique se propageant dans 
un cristal de faible activité optique suivant une direction perpendiculaire à l'axe 
optique du cristal. 

21. Déterminer la nature de la polarisation du vecteur intensité du champ 
magnétique d'une onde électromagnétique se propageant dans un cristal de 
faible activité optique. 


Problèmes sur le chapitre X 


1. Montrer que l'absorption de chaleur par un cristal dans des conditions 
isothermiques sous l’action d'un champ électrique faisant un angle aigu avec 
le vecteur des coefficients pyro-électriques et le dégagement de chaleur sous l’in- 
fluence d'un champ formant avec le vecteur des caefficients pyro-électriques un 
angle obtus se trouvent en pleine conformité avec le principe de Le Chatelier *). 

2. Montrer que le signe de l'effet piézocalorique dans les cristaux se conforme 
également au principe de Le Chatelier. 

3. Est-ce que la thermodynamique exige que le module de glissement G (p, q) 
soit positif pour le couple de directions p et q perpendiculaires l’une à l’autre ? 
Exige-t-elle la positivité du module de glissement G (q) en torsion (pour la dé- 
finition de ces modules. voir ch. VI)? 


*) Le principe de Le Chatelier postule : l'action extérieure déséquilibrant 
le corps y stimule des processus tendant à s'opposer aux résultats de cette action. 
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4. Démontrer que le coefficient de Poisson v G- m) pour deux directions q 
et m perpendiculaires l’une à l’autre (pour la définition, voir ch. VI) vérifie 


E(a) 
E(m) d 


v(g. m)< 


ere où Ety) et Etm) Sont des modules d’Young pour les directions corres- 
pondantes. | 
5. L’anisotropie élastique des cristaux du système cubique se caractérise 


par la grandeur À = sy, — 51e — + ,. Démontrer que À vérifie les inégalités 


3 3 

TZ %1 > À De. A Sur 

6. Démontrer que les coefficients de déformation élastique des cristaux du 
q 


système hexagonal et des textures vérifient les inégalites 


Sn >> 0 sa >0, Sa > 0,  —Su sie Sye (Su Sie) Sas > sis. 
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